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序言 


本 书 是 作者 20 世纪 80 年 代 将 其 在 北京 大 学 物理 系 讲授 量子 非 阿 贝尔 规范 场 
论 的 讲稿 加 以 整理 写成 的 . 当初 由 高 等 教育 出 版 社 于 1990 年 以 《量子 规范 场 论 》 为 
名 出 版 . 这 次 作为 “理论 物理 三 卷 集 ” 的 第 二 卷 重新 出 版 时 , 作者 在 叙述 上 作 了 少量 
增 改 , 更 正 了 印刷 上 的 一 些 错误 并 加 写 了 一 些 附 注 . 但 基本 内 容 没 有 改变 9, 至 于 书 
名 则 更 准确 地 写成 “量子 非 阿 贝尔 规范 场 论 ”. 

这 门 课程 是 为 理论 物理 专业 的 研究 生 开设 的 , 要 求 先 修 课程 为 高 等 量子 力学 、 
量子 场 论 和 群 论 .学 习 者 一 般 还 需 具 有 一 些 粒 子 物 理 的 初步 知识 .本 课程 只 限于 
讲授 量子 非 阿 贝尔 规范 场 论 的 基本 内 容 , 一 些 比较 专门 的 问题 和 发 展 得 还 不 够 成 熟 
的 内 容 丝 未 包括 在 内 . 此 外 对 粒子 物理 也 涉及 不 多 , 因为 另外 开设 有 粒子 物理 学 的 
课程 . 

为 了 方便 研究 生 的 学 习 , 讲授 时 曾 指定 一 些 书籍 或 文集 为 参考 书 ”, 讲稿 中 吸 
取 了 这 些 书 中 不 少 好 的 讲法 , 在 写成 书 时 它们 也 被 保留 了 下 来 . 一 般 文献 在 本 书 中 
音 不 列 出 (比较 特殊 的 除外 ), 需要 的 读者 可 从 上 述 参考 书 中 找到 

本 书 的 第 一 章 和 和 二 章 为 准备 部 分 . 由 于 量子 场 论 课程 中 主要 讲 作用 图 像 ， 而 
本 书 要 采用 海 森 伯 图 像 . 因此 , 我 们 用 第 一 章 补充 有 关 海 森 伯 图 像 中 格林 函数 的 内 
容 . 第 二 章 讲解 证 函 积分 量子 化 方法 , 为 非 阿 贝尔 规范 场 的 量子 化 作 准 备 . 从 第 三 
章 开始 才 进 入 对 非 阿 贝尔 规范 场 的 讨论 . 

与 多 数量 子 场 论 的 书 一 样 , 本 书 采用 自然 单位 , 即 取 广 = c = 1 制 . 洛 伦 兹 指标 
4 取 为 (1, 2, 3, 4), 度 规 张 量 为 6. 四 维和 拓 量 4 的 第 4 分 量 44 等 于 iho. 场 论 
中 委 用 的 一 些 不 变 函 数 的 定义 , 各 书 不 尽 相 同 , 我 们 采用 的 定义 除 在 书 中 有 说 明 外 ， 
还 可 在 附录 中 查 到 |. 

量子 非 阿 贝 尔 规范 场 论 是 比较 专门 的 理论 , 国内 有 关 的 书 还 很 少 . 作者 尽 切 地 
希望 听 到 批评 意见 , 对 于 书 中 错误 和 不 当 之 处 , 更 盼 读者 在 发 现 后 予以 指正 . 


曾 昌 术 


2005 年 9 月 于 北京 大 学 燕 园 


@ 由 于 某 些 原因 , 本 书 初版 后 不 久 , 作者 的 研究 方向 就 从 粒子 物理 转 到 量子 光学 . 即使 现在 想 改写 此 书 
(把 前 述 写 得 详尽 些 ), 也 已 感到 荒 朴 力不从心 了 . 另外 , 三 卷 之 间 并 无 联系 , 其 顺序 是 按 初版 时 间 来 排 的 . 

@ 主要 有 L. D. Faddeev & A. A. Slavnov, Gauge Fields，Introduction to Quantum Theory, 
1980; C. LItzykson & J. B. Zuber, Quantum Field Theory, 1980; J. C. Taylor, Gauge Theories of 
Weak Interactions, 1976; Les Houches, Session 28, Methods in Field Theory, 1975; Abers & B. W. 
Lee, Gauge Theories, Physics Reports, 1973. 
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非 阿 贝尔 规范 场 理 论 是 场 论 的 最 新 发 展 . 量子 非 阿 贝 尔 规范 场 论 已 成 为 现代 
粒子 理论 的 主要 基础 . 

在 20 世纪 30 年 代 人 们 就 已 认识 到 : 所 有 微观 客体 都 是 某 种 量子 场 . 不 仅 电 磁 
场 是 量子 场 ( 它 的 量子 为 光子 ), 就 是 费 米子 (例如 电子 ) 也 是 某 种 场 的 量子 . 由 于 每 
种 费 米子 都 有 它 的 反 粒 子 (它们 可 以 成 对 地 淹没 或 产生 ), 因而 需要 用 量子 费 米子 场 
来 统一 描写 它们 . 

在 量子 场 论 中 , 人 们 可 以 在 拉 格 朗 日 函数 中 引入 相互 作用 项 以 描述 量子 场 之 间 
的 各 种 相互 作用 . 在 20 世纪 30 年 代 人 们 就 已 知道 , 粒子 间 的 基本 相互 作用 除了 引 
力作 用 以 外 , 还 有 电磁 作用 、 弱 作用 和 强 作 用 . 后 两 者 都 是 在 核 物理 的 研究 中 被 发 
现 的 . 使 质子 和 中 子 结合 成 核 的 作用 就 属于 强 作 用 , 而 导致 核 的 B 衰变 的 作用 则 是 
弱 作 用 . 通过 强 作用 和 弱 作 用 , 粒子 还 可 以 互相 转化 . 

电磁 作用 具有 一 种 定 域 阿 贝 尔 规范 对 称 性 , 因此 电磁 场 属于 阿 贝 尔 规范 场 . 杨 
振 宁 和 Mills(1954 年 ) 以 及 Shaw(1955 年 ) 把 定 域 规范 变换 的 概念 推广 到 了 具有 内 
部 对 称 性 的 理论 中 . 他 们 的 研究 表明 , 同样 要 有 相应 的 规范 场 与 费 米 子 场 相 耦 合 ， 
能 使 内 部 自由 度 的 对 称 性 成 为 定 域 的 规范 对 称 性 . 内 部 自由 度 的 对 称 性 是 由 非 阿 贝 
尔 群 描述 的 , 因此 这 种 规范 场 就 称 为 非 阿 贝尔 规范 场 , 它 所 传递 的 作用 称 为 非 阿 贝 
尔 规范 作用 . 

非 阿 贝尔 规范 理论 被 提出 以 后 , 并 没有 立即 在 粒子 物理 中 获得 应 用 . 这 是 因为 : 
@ 和 定 域 规范 对 称 性 要 求 非 阿 贝 尔 规范 场 的 量子 像 光 子 一 样 是 质量 为 零 的 矢量 玻 色 
子 , 它 所 传递 的 作用 应 为 长 程 作 用 , 而 实验 上 并 未 发 现 这 种 粒子 和 这 种 相互 作用 ; 
@ 非 阿 贝尔 规范 场 在 量子 化 方面 存在 着 困难 , 如 果 人 简单 地 仿照 电磁 场 的 方式 来 进 
行 量子 化 , 则 所 得 出 的 5S 矩阵 不 满足 么 正 性 的 要 求 . 

在 20 世纪 60 年 代 初 , 固体 物理 中 的 对 称 性 自发 破坏 的 概念 被 Nambu 等 引入 
到 粒子 物理 中 . 但 是 在 相对 论 理论 中 , 连续 对 称 性 的 自发 破坏 带 来 一 个 问题 , 即 它 不 
可 避免 地 导致 零 质量 粒子 的 出 现 . 这 种 零 质 量 粒子 被 称 作 Nambu-Goldstone 粒子 . 
几 年 以 后 Higgs 等 阐明 , 如 果 发 生 自 发 破坏 的 是 定 域 规范 对 称 性 , 则 这 种 零 质 量 的 
Nambu-Goldstone 粒子 将 与 规范 场 耦 结 在 一 起 , 使 规范 场 量 子 成 为 有 质量 的 矢量 玻 
色 子 , 而 Nambu-Goldstone 粒子 本 身 不 再 作为 物理 粒子 出 现 . 这 一 重要 进展 带 来 了 
将 非 阿 贝尔 规范 理论 应 用 到 短程 作用 上 的 可 能 性 . 

1967 和 1968 年 ， Weinberg 和 Salam 在 弱 作 用 普 适 V-A 相互 作用 理论 的 基础 
上 , 提出 了 统一 描述 弱 作 用 和 电磁 作用 的 定 域 规 范 理论 ， 在 这 个 理论 中 , 定 域 规范 
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对 称 性 发 生 了 自发 破坏 , 一 部 分 规范 玻 色 子 获得 了 大 的 质量 , 它们 所 传递 的 作用 就 
是 实际 观测 到 的 短程 的 弱 作 用 . 而 剩余 对 称 性 所 相应 的 规范 作用 就 是 长 程 的 电磁 
作用 . 

电 弱 统一 理论 已 获得 巨大 成 功 , 它 所 预言 的 中 性 弱 流 作用 已 于 1973 年 为 中 微 
子 散射 实验 所 证 实 , 传递 弱 作 用 的 有 质量 的 矢量 玻 色 子 W* 和 2? 也 于 1982~1983 
年 被 发 现 , 而 且 它 们 的 质量 与 理论 所 预言 的 相符 合 . 

几乎 在 电 弱 统一 理论 发 展 的 同时 , 非 阿 贝 尔 规范 场 的 量子 化 和 重 正 化 问题 也 得 
到 了 解决 . 1967 年 Faddeev 和 Poporv 找到 了 推导 非 阿 贝尔 规范 场 的 费 曼 规 则 的 系 
统 方法 . 1971 年 4 Hooft 又 证 明了 非 阿 贝尔 规范 场 论 是 可 重 正 化 的 . 这 些 工作 使 量 
子 非 阿 贝尔 规范 场 论 得 以 建立 和 完善 化 . 

通常 从 经 典 理 论 过 渡 到 量子 理论 , 是 将 描述 物理 量 的 普通 数 (c 数 ) 换 成 不 可 对 
易 的 量 (4 数 ). 这 种 不 可 对 易 量 可 以 用 算 符 来 表示 , 因此 这 种 量子 化 方法 称 为 算 符 
量子 化 . 20 世纪 40 年 代 , 费 曼 发 展 了 另外 一 种 量子 化 方法 , 称 为 泛 函 积分 量子 化 
(或 路 径 积 分 量子 化 ), 并 把 它 推广 到 场 论 中 去 . Faddeev 和 Popov 正 是 采用 这 种 方 
法 比较 完整 地 解决 了 非 阿 贝尔 规范 场 的 量子 化 问题 . 

关于 强 作用 , 1964 年 Gell-Mann 和 Zweig 提出 了 强 子 是 由 更 小 的 硅 克 子 所 组 
成 的 理论 模型 . 从 重子 波 函 数 的 交换 对 称 性 ,人们 又 提出 了 专区 子 可 能 还 具有 一 个 
隐藏 的 自由 度 . 这 个 自由 度 称 为 色 自 由 度 , 夸克 子 具 有 色 自 由 度 的 内 部 对 称 性 . 色目 
由 度 的 存在 和 色 对 称 性 后 来 在 e+e- 潭 没 实验 和 r0 衰变 为 27 的 实验 中 都 得 到 了 
支持 . 色 对 称 性 的 定 域 规范 化 所 得 出 的 理论 称 为 色 动 力学 (QCD), 其 中 将 出 现 8 个 
( 非 阿 贝尔 ) 规范 鼻 色 子 ( 称 为 色 胶 子 ), 它们 是 强 作用 的 作用 量子 , 夸克 子 在 吸收 或 
放射 色 胶 子 时 将 在 色 自 由 度 上 发 生 牙 迁 . 

轻 子 -核子 深度 非 弹 性 散射 的 实验 结果 不 仅 有 力 地 支持 了 核子 是 由 更 小 的 粒子 
构成 的 模型 , 而 且 它 所 揭示 出 来 的 强 作用 渐 近 自由 性 , 使 得 QCD 几乎 成 为 强 作 用 
的 唯一 的 候选 理论 . 因为 理论 研究 表明 , 只 有 非 阿 贝尔 定 域 规范 作用 才 可 能 具有 渐 
近 自 由 的 性 质 , 其 他 所 有 可 重 正 化 的 相互 作用 都 是 反 渐 近 自 由 的 . 至 于 零 质量 的 自 
由 色 胶 子 未 被 发 现 , 人 们 则 作为 一 个 特殊 问题 试图 用 非 阿 贝尔 规范 理论 的 红外 特性 
来 解释 . 

这 样 , 粒子 间 的 电磁 作用 、 弱 作用 和 强 作用 都 是 定 域 规范 作用 , 量子 规范 场 论 
(包括 非 阿 贝尔 的 ) 从 而 就 成 为 现代 粒子 理论 的 主要 基础 . 
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第 一 章 ” 海 森 伯 图 像 中 的 格林 函数 


在 量子 理论 中 作 具 体 的 微 扰 论 计算 时 , 采用 作用 图 像 是 比较 合适 的 , 因为 在 作 
用 图 像 中 建立 的 协 变 微 扰 论 确实 是 一 个 方便 的 计算 工具 . 但 当 我 们 对 格林 函数 或 5 
惩 阵 的 性 质 作 普遍 性 的 讨论 时 , 采用 海 森 伯 图 像 往往 更 加 方便 . 因此 在 正式 讲授 规 
范 场 本 身 的 内 容 之 前 , 作为 准备 , 我 们 将 在 这 一 章 中 对 海 森 伯 图 像 中 状态 矢量 和 场 
算 符 等 基本 概念 、 格林 函 数 和 顶 角 函数 以 及 它们 的 生成 泛 函 的 意义 和 重 正 化 规格 条 
件 等 进行 必要 的 讨论 . 如 序言 中 所 述 , 本 书 将 用 自然 单位 制 , 从 而 训 = c= 1. 


1.1 海 森 人 图像 中 的 状态 天 量 和 场 算 符 


为 了 以 后 讨论 的 需要 , 在 本 节 中 我 们 将 对 海 森 伯 图 像 中 的 状态 和 天 量 和 场 算 符 的 
表意 作 一 个 物理 上 的 说 明 . 其 中 有 些 说 法 虽 不 一 定 是 准确 的 , 但 具有 表征 性 意义 , 对 
我 们 从 物理 上 来 理解 一 些 量 有 帮助 . 另外 , 入 射 场 和 出 射 场 算 符 是 海 森 伯 图 像 中 常 
用 来 标志 状态 矢量 和 5 矩阵 元 的 工具 , 因此 也 将 在 这 一 节 中 一 并 介绍 . 


1. 状态 矢量 和 算 符 的 基本 概念 


在 海 森 伯 图 像 中 , 状态 矢量 (简称 状态 ) 不 随时 间 变 化 . 对 于 这 一 点 在 物理 上 应 
如 何 理解 ? 是 不 是 说 所 讨论 的 状态 只 限于 定 态 ? 回答 当然 是 否定 的 . 

在 物理 学 中 , 体系 的 一 个 变化 过 程 既 有 其 特殊 性 又 有 善 忆 性 的 内 涵 . 普遍 性 内 
涵 体 现在 它 服从 的 运动 规律 上 , 而 其 特殊 性 则 反映 为 某 个 具体 的 初始 条 件 . 在 海 森 
伯 图 像 的 量子 理论 里 , 体系 演变 的 普遍 性 内 容 已 归 入 到 力学 量 的 变化 中 (这 与 薛 定 
证 图 像 和 作用 图 像 不 同 ), 而 状态 矢量 只 起 初始 条 件 的 作用 ， 即 标定 某 个 特殊 过 程 . 
因此 , 也 可 以 说 : 在 海 森 伯 图 像 中 , 一 个 状态 矢量 代表 体系 的 一 个 运动 过 程 , 而 要 标 
定 一 个 过 程 , 只 要 标 出 该 体系 任 一 时 刻 的 情况 即 可 . 这 样 , 大 体系 在 刀 时 刻 情况 为 
hi1, 在 tb 时 刻 情况 为 A, 则 该 状态 矢量 既 可 记 作 41 与 ) 也 可 记 作 |42,t2), 因为 两 
者 代表 同一 过 程 . 于 是 就 有 

(Ai,ti|Az,t2) =1. 

至 于 |4, 刀 1) 和 |4,t2), 一 般 它们 并 不 相等 , 因为 “ti 时 刻 为 A4” 和 “to 时 刻 为 A” 这 


两 种 初 条 件 一 般 对 应 于 不 同 的 过 程 (除了 定 态 以 外 ). 如 果 是 定 态 , 就 不 必 标 出 时 间 ， 
表 成 |4) 即 可 . 


.2 ， 量子 非 阿 贝尔 规范 场 论 


已 知 体系 在 时 刻 情 况 为 4, 问 : 到 to 时 刻 情况 为 B 的 概率 幅 如 何 表 示 ? 根 
据 上 面 说 明 , 这 一 概率 幅 可 以 直接 表示 为 (B,t2|4, 妇 ). 当然 具体 算 它 的 值 时 , 还 是 
需要 知道 该 体系 在 t。 时 刻 的 情况 4 , 然后 通过 


(B, t2|A, t1) 一 (B, to|A’, t2) 


来 得 出 其 值 . 

同样 , 在 计算 to 时 刻 的 算 符 L(t) 作用 到 状态 矢量 |4, 女 ) 上 的 结果 时 , 首先 要 
通过 算 符 的 变化 方程 把 L(t2) 用 时 刻 的 算 符 表 示 出 来 , 然后 再 作用 到 |4,t1) 上 
面 . 

在 场 论 中 , 所 有 算 符 都 由 场 算 符 构成 . 特别 是 格林 函数 可 表 为 场 算 符 编 时 乘积 
的 真空 矩阵 元 . 因此 , 重要 的 是 场 算 符 的 物理 意义 . 下 面 分 别 对 标量 场 和 旋 量 场 加 
以 说 明 , 并 对 两 者 进行 比较 . 

先 看 标量 场 . 设 场 局 限于 体积 V = L 的 立方 腔 内 , 这 时 标量 场 算 符 $(z) 和 它 
的 正则 共 斩 场 f(z) 可 以 展开 为 


1 
(1) = 》 一 一 [ak 人 (beikem 十 中 (teikm]， (1.1.1) 
’ 2 V2wV ° ® 


2 
k= (mel + m2e2 + m3aes), (1.1.1a) 


el, ez 和 es 为 沿 立方 体 三 个 边线 的 单位 矢量 ; m1, m2 和 ms 为 整数 ; w 三 Vk? 十 m2. 
式 (1.1.1) 可 看 作 是 场 算 符 在 x 表象 和 表象 中 的 变换 关系 式 . 
通过 三 维 傅 里 时 变换 可 从 9(z,t) 和 补 (z,t) 解 出 bp(t) 和 加 人, 注意, 仅 从 
2(z 一 式 不 可 能 分 别 确定 64(t) 和 df(t), 而 只 能 定 出 它们 的 组 合 E(t) 十 中 ，(). 
利用 名 条 以 及 Pt 和 | 的 对 易 关 系 不 难 求 出 下 列 对 易 关 系 式 


[Ek (£), Ek, (t)] = Ok’ 


(1.1.2) 
[di (t), dk,, 人] = 6kk 
其 余 对 易 子 为 零 . 算 符 
lt) (t) = et (bek (t) (1.1.3) 


@ 参 见 量子 场 论 的 书 . 
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代表 t 时 刻 动量 为 kk 的 正 粒 子 数 算 符 , 而 
A NE) = dt (td 人 (1.1.4) 


代表 t 时 刻 动量 为 的 反 粒 子 数 算 符 . 正 、 反 粒子 总 数 算 符 ft 则 为 这 对 所 有 
的 和 
At)(t) = > A (). (1.1.5) 
k 


当 长 度 工 取 为 极 大 的 值 时 , 可 把 求 和 化 为 积 
V 
2 | Bi 


今 
a(k,t) = VE 2 
(1.1.6) 
dt(k,t) = V di (t), 
则 式 (1.1.1) 可 以 化 成 
PB(z) = / pr beiem 4 Rt(k,t)e-ike], 
(1.1.7) 
A(z) = -i / dl et — at(k, t)e-ik'o] 
其 中 ， 
三 / = [kl + m2)0(ko) (1.1.8) 
代表 相对 论 不 变 的 三 维 积分 . 算 符 E(-k,t) 和 (kk,t) 的 对 易 关 系 为 
[E(k, t), Et (k’,t)] = 2w6(k — k’), (1.1.9) 
因为 按 式 (1.1.6) 
(ket), et D)] — 全 (二名 = esd 
从 而 2 


3 
Joa ~ ED ew = 2 
k’ 


LN\’ V V 3 
@ 从 式 (1.1.1a) 可 得 出 的 取信 密度 为 ( 字 ) 一 -5 于 是 并 一 [5 人 dk 
k’ 


"4: 量子 非 阿 贝尔 规范 场 论 
与 直接 用 式 (1.1.9) 代入 后 计算 的 结果 一 致 
同样 , 对 反 粒 子 也 有 对 易 关 系 
[a(k, t), dt(k’,t)] = 2w6(k — k’). (1.1.10) 


算 符 0 (k,t) 三 (kk,t)E(k,t) 代表 不 变 上 空间 ( 见 式 (1.18)) 中 的 t 时 刻 粒子 
数 密度 算 符 , 因为 由 以 上 诸 式 可 得 


| dkat (k,t)E(k,t) ~ Ci DDE EA ét ( ) = 2 0 At)(t). (1.1.11) 


从 式 (1.1.9) 和 (1.1.11) 不 难得 出 , 若 |n, 为 粒子 数 的 本 征 态 , 则 对 (k,t) 作用 
到 Im,t) 上 面 时 , 所 得 的 结果 仍 为 粒子 数 的 本 征 态 , 但 本 征 值 增加 1. 在 下 文中 我 们 
有 时 简单 地 称 df(k,t) 为 在 “在 t 时 刻 发 射 动量 为 的 正 粒子 的 算 符 ”, 尽管 这 一 名 
称 原本 属于 尺 (t)( 注 意 , +t(k,t) 与 尼 (t) 在 量 纲 上 就 不 相同 ). 
在 自由 场 情况 下 , E(k,t) 和 dt(k,t) 随时 间 的 变化 具有 简单 的 形式 
é(k,t) = E(k)e et, 
(1.1.12) 
dt(k,t) = dt(k)eit. 


于 是 2(z) 的 展开 式 可 写成 
OP(z) = / nl E(k)eit? + dt(k)e™i*®], (1.1.13) 


其 中 , kz = kz 一 wt 代表 四 维 标 积 . 这 时 仅 从 2(z) 即 可 定 出 E(k,t) 和 di(k,, 因 
为 它们 随时 间 的 变化 不 同 . 相应 的 公式 为 


A 1 _ikzT RR ~ 
Cl) = - | Jr “? 04 6(7)， 
(1.1.14) 
、 1 ee 
di(k) = [ere O04 p(T), 


其 中 , f(z) 84 2(z) 代表 f(z)[849(z)] [84f(z)]p(z). 
2(z 是 否 代 表 z 表象 中 粒子 的 吸收 算 符 ? 在 非 相 对 论 的 二 次 其 子 化 理论 中 ， 
零 自 旋 粒子 的 本 定 请 波 函 数 在 量子 化 以 后 的 算 符 gs(z,b 可 赋予 这 样 的 意义 , 因为 
它 满足 下 述 对 易 关系 
[$s (2,t), Bt (2,t)] = 5(z — 12"), (1.1.15) 
而 且 
| abt(w, 6s(wt) = A) (1.1.16) 
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六 (b) 为 总 粒子 数 算 符 . 我 们 可 以 简单 地 称 $s(z,t) 为 在 t 时刻 吸收 一 个 坐标 为 z 的 
粒子 的 算 符 . 

在 相对 论 性 场 论 中 , 情况 有 所 不 同 . 首先 , 相对 论 性 的 标量 场 算 符 9$(z,t) 包括 
两 个 部 分 , 它们 分 别 涉及 正 、 反 粒子 自由 度 , 需要 分 开 . PB(z,t) 的 分 解 式 为 


PL,t) = BH) (Tt) + PB) (zt), (1.1.17) 
其 中 
PF,t) = > - Ek (te "= = 一 | dkelk, de®, 
) DT (27)3/2 
| | (1.1.18) 
_ 了 一 ikzZ 12+ 一 im 
OZ 加 = 2 a (t)e = Qn) ar (k, t)e . 


其 次 , 这 样 分 出 来 的 B04)(z,t) 和 9B(_)(z,) 也 并 不 分 别 就 是 在 t 时 刻 吸收 一 个 坐标 
为 z 的 正 粒 子 和 发 射 一 个 坐标 为 = 的 反 粒 子 的 算 符 , 关于 这 一 点 , 我 们 将 在 下 面 进 
一 步 说 明 . 实际 上 , 在 相对 论 性 场 论 中 , 标量 粒子 的 确切 含义 是 标量 场 的 量子 , 它 并 
不 完全 相似 于 量子 力学 中 的 粒子 . 只 在 粗略 的 意义 上 (或 者 说 在 作 非 相对 论 近 似 后 ) 
才 可 以 把 B04)(z, 引 称 为 上 时 刻 吸 收 坐标 为 = 的 正 粒子 的 算 符 9, 把 B(_)(z,t) 称 为 
t 时 刻 发 射 坐标 为 z 的 反 粒 子 的 算 符 . 这 样 , 2(z, 昌 作为 两 者 之 和 可 以 粗略 地 看 成 
是 xz 表象 中 粒子 数 减少 算 符 , 因 发 射 一 个 反 粒 子 或 吸收 一 个 正 粒子 都 使 粒子 数 减 
少 1. 同 理 p+(z,t) 可 粗略 地 称 为 = 表象 中 粒子 数 增加 算 符 . 当然 , 也 可 把 B(x 
称 作 z 表象 中 反 粒子 数 增加 算 符 , 把 $1(z,) 称 作 反 粒 子 数 减 少 算 符 . 

值得 指出 的 是 , 无 论 是 否 存在 场 之 间 的 相互 作用 , 算 符 E(k,t), d(k,t), 6t(k, 纪 ) 
fi(Rb 以 及 Bp(z,t) 和 (zw,t) 的 意义 都 一样 有 或 没有 相互 作用 的 差别 , 只 在 于 
不 同时 刻 的 算 符 之 间 关 系 不 同 , 不 影响 算 符 本 身 的 意义 . 另外 , 以 上 所 说 的 吸收 和 
发 射 的 粒子 都 是 指 裸 粒子 . 那 种 认为 在 有 相互 作用 时 海 森 伯 图 像 中 的 吸收 和 发 射 算 
符 是 指 物理 粒子 的 吸收 和 发 射 算 符 的 看 法 , 是 不 正确 的 . 

根据 上 面 的 讨论 , pt(zi, 与 ) 作用 到 某 个 态 |a) 上 所 得 的 新 态 P+(z1,t1)|a), 与 原 
态 的 差别 在 于 : 在 妇 时 刻 , 后 者 比 前 者 在 zi 处 ( 裸 ) 粒子 数 增加 1 个 (在 上 述 粗 略 
意义 上 ). 由 此 还 可 看 出 , Of(z 三)|a) 不 等 于 91 (zx,t2)|a). 

对 于 旋 量 场 可 以 类 似 地 处 理 , (zx) 的 展开 式 为 

do) = > > -nowrp( 十 让 gonp 人 oh (1.1.19) 


@ 注意 , 2(+) 与 苹 定 油 波 函 数 $s 的 量 纲 不 同 . 比较 完全 的 说 法 是 , 在 非 相 对 论 近 似 下 V2mB(+4) (zw, 
代表 t 时 刻 吸收 坐标 为 zx 的 正 粒 子 的 算 符 , 见 下 文 . 


:6 . 量子 非 阿 贝尔 规 克 场 论 


其 中 ,已 = VP? 十 M?, 而 


Ur,p(T) = ur(p)e?'”, vr,p(T) = vr (p)e ?® 
VE+ Mxr(p) 
ur(p) gp , 
7 
ro 


xr(p) 为 泡 利 旋 量 9 , 并 且 是 二 | = 的 本 征 态 


er 四) =7Xr(p),， r=+l. 
ur(p) 和 vr(p) 的 规格 化 条 件 为 
Ur (Pp) ur (p) = 2M orr,, 
Vr(p) Vr (Pp) = —2Méorr. 
rp 和 bp 等 满足 下 述 反对 易 关系 
{br,p(t), Gl p(t)} = brr bpp’, 
{br,p(t), bl (t)} = brr bpp. 


当 V 一 00 时 , 同样 可 将 求 和 化 为 积分 , 这 时 


Ded) = 5 | rar tree) + Hp tono(o)l 


r 二 土 1 


算 符 6.(p,t) 和 疆 (p,t) 的 定义 与 标量 场 情 况 相 似 , 即 


Gr (p,t) = Dn: br,p(t), 
bt(p,t) = (/ sito() 


”。。 @ xr(p) 的 具体 表达 式 可 参见 附录 ， 


(1.1.20) 


(1.1.21) 


(1.1.22) 


(1.1.23) 


(1.1.24) 
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它们 满足 下 述 反 对 易 关 系 
{lr(p, t), Gr, (p',t)} = 2E6rr6(p — p’), (1.1.25) 
{br(p, t), bi, (P ， t)} 一 2Fo6rr0(p p’). 
像 标 量 场 一 样 , (zx,t) 可 分 解 为 
YF,t) = Wn) (Ft) + be (F,t), (1.1.26) 
其 中 
)= 5 mn | de tur p(T) 
V+) (Zz, 一 (27)372 par\D, rT,PD ) 
的 (1.1.27) 


W_)(z， 昌 一 > mn /ai t)vr,p(T). 
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粗略 地 说 , 它们 分 别 代 表 z 表象 中 正 粒子 的 吸收 算 符 和 反 粒 子 的 发 射 算 符 . 
2. 关于 x 表象 中 吸收 和 发 射 算 符 问题 的 讨论 


我 们 将 说 明 , 在 相对 论 理 论 的 框架 中 , 要 定义 坐标 表象 中 粒子 的 吸收 和 发 射 算 
符 是 有 一 定 问题 的 . 先 来 考察 标量 场 情 况 . 从 E(k,t) 和 df(k,t) 所 满足 的 对 易 关 系 


不 难得 出 3 
1 d k 。 / 
入 r,t , Dt zt 一 eik'(z 一 全 ) 
BN), PT t= Bs / Bi (1.1.28) 


=iAr(z’ — £2,m)tvw=t. 
它 并 不 等 于 5(z' - z). 这 表明 : B(4)(z,t) 和 pV 污 (zt) 所 满足 的 对 易 关系 与 非 相对 


论 的 $s(z,t) 和 9+ (zw',t) 所 满足 的 对 易 关系 式 (1.1.15) 不 同 . 从 数学 上 看 . 出 现 这 
种 差异 在 于 式 (1.1.28) 积分 中 多 出 来 二 因子 . 这 个 因子 同时 使 得 


cn) = / det(k, tlk,t) #¢ {dsmpty (m,n (ot) 


即 t+ 并 不 能 表 为 $18 的 体积 分 . 在 这 一 点 与 非 相 对 论 情 况 的 式 (1.1.16) 不 同 . 
实际 上 ,“ 对 易 子 等 于 6(z' 一 2)” 的 一 对 算 符 是 P04)(z,t) 和 一 2iit(4)(z', 台 , 即 


[$4) (2,t), —2if( 4) (2’,t)] = 6(2’ — 2), (1.1.29) 
其 中 , 人 +) 为 中 与 正 粒 子 有 关 的 部 分 


人 。 7 1 和 一 imz 
介 ( 十 )( 了 ,加 =1 | de (kt)e kz. (1.1.30) 


Oo 
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参见 式 (1.1.30), 部 (+) 亦 可 表 为 一 2 这 (|) 与 $4) 乘积 的 三 维 积分 
hi 人 一 一 2i / d3phic (2, OP (zt). (1.1.31) 


场 算 符 9 与 非 相 对 论 的 二 次 量子 化 理论 中 的 8,( 见 式 (1.1.15)) 间 的 这 一 差别 与 下 
述 情 况 直 接 相 关联 , 即 由 克 莱 因 - 戈 登 方程 导出 的 守恒 流 几 第 4 分 量 所 对 应 的 密度 
为 
0 一 iT — np), (1.1.32) 
而 在 非 相 对 论 的 量子 力学 中 , 密度 p 却 等 于 9*9。. 
如 果 根 据 量子 力学 中 动量 表象 与 坐标 表象 间 的 关系 ,定义 一 个 z 表象 中 正 粒 
子 的 吸收 算 符 $04): 


^ 1 . 
bo) = er 
(= 2 Fe 


(1.1.33) 
1 d3k jj 
~ (2n)373 / (2w)L2 élk, tje™®, 
由 于 (与 式 (1.1.18) 相 比 ) 少 了 因子 元 : 自然 会 有 
CR (Z, t), $b) (2", t)] 一 0 一 7 )， (1.1.34) 


N+) (t) = / dkét(k, t)é(k, t) = / d3z9,) (2,t) $4) (zt), 
它们 同 $s 所 满足 的 式 (1.1.15) 和 (1.1.16) 一 样 . 
按照 上 面 所 述 的 多, ) 的 物理 意义 , 状态 
应 代表 t 时 刻 在 zo 点 有 一 个 正 粒 子 的 情况 . 于 是 一 个 具有 确定 坐标 zo 的 粒子 所 
对 应 的 场 函数 可 用 (0|$(z,t)|zo,t) 来 表示 其 值 为 


“ 7 NS/ (1) /: 
(0lp(z, 昌 mo 二 = ry / je = 常数 (下 Hi7u(imr)， (1.1.36) 


@ 对 于 一 个 处 于 状态 |5) 的 标量 粒子 ( 自 旋 为 零 ), 相对 应 的 场 函数 应 即 为 (0|I2(z)|1S) : 15) 可 一 般 地 
表示 为 》， oj 可 |0), 这 时 将 5(z) 用 展 式 (1.1.17) 代入 即 得 出 
7 


(lp(ajls) = (0| | 5 /Vaovenets| | osct| 10) = 5 oje hs”, 
k i 7 VaiV 
1 
V2mV 
1 


Hie PNR(Tt). 其 中 ， PNR(T, t) 为 非 相 对 论 量子 力学 
e-imt 与 具体 状态 无 关 . 在 量子 力学 中 可 以 将 它 除去 . 


在 非 相对 论 情况 ，Vw7 完 Vm( 注 意 c 已 取 为 1), 于 是 (0|$p(z)|s) 入 


yajeiki=. 再 补 上 随时 间 的 
J 

变化 因子 eimt-iB;t, 即 得 (0lp(z,bls) = 
中 零 自 施 粒子 的 波 函 数 . 因子 


1 
V2m 
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上 式 中 HO 代表 第 一 类 汉 克 尔 函数 , 7 为 = - zo 的 绝对 什 . 当 " 交 二 时 , 该 函数 
~ 二 (全) ”e-mr. 按照 此 式 , 具有 确定 坐标 的 粒子 所 对 应 的 标量 场 不 是 定 域 在 一 


mT 
点 , 其 扩展 范围 具有 粒子 康 普 顿 波长 二 的 量 级 
需要 指出 的 是 , 这 样 定义 的 |z, 巧 ,虽然 对 同一 上 不同 = 的 态 互相 正 交 


(x', tlz, t) = 0, (zy # 2'H) 


但 对 t 不 相同 的 类 空间 隔 的 两 点 (zx,t) 和 (zx,t), 所 相应 的 态 并 不 正 交 , 即 (注意 ， 
本 书 取 上 自然 单位 制 , = c= 1) 


(x',t'|z,t) 0， 其 中 tt (zz) (tt)*>0 


对 于 自由 场 , 通过 直接 计算 就 可 以 证 明 这 一 结果 . 上 式 意味 着 粒子 的 运动 速度 可 超 
过 真空 中 的 光速 , 因而 是 不 可 接受 的 . 这 表明 了 式 (1.1.35) 下 面 关 于 |mo, 状态 意义 
的 陈述 并 不 正确 . 

以 上 讨论 表明 , 在 相对 论 性 场 论 中 , 标量 粒子 确切 的 含意 是 指标 量 场 的 量子 ， 
只 在 非 相 对 论 近似 中 才能 定义 具有 确定 坐标 的 粒子 了 ?， 这 时 ，V2m@pc+)(z,t) 和 
V2mpl (zx,t) 分 别 代 表 这 种 粒子 在 z 表象 中 的 吸收 和 发 射 算 符 ， 因 为 在 非 相对 
论 近 似 中 , V2mZB(4)(z,t) 就 等 于 式 (1.1.33) 所 引入 的 各 . 

对 于 旋 量 场 , 虽然 有 


{Walt), (wd) = dap5(z — 2), 
(1.1.37) 
saibt(e, tb(e,t) = ale) 


使 得 (zx,t) 和 wi(z,t) 像 是 x 表象 中 的 吸收 和 发 射 算 符 , 但 由 于 (zx,t) 和 wi(z,) 
都 包含 有 正 反 粒子 的 自由 度 而 使 以 上 解释 发 生 问 题 . 像 标 量 场 一 样 , 我 们 要 将 正 反 
粒子 的 部 分 分 开 (如 式 (1.1.26)). 与 正 粒 子 有 关 的 部 分 由 (1.1.27) 第 一 式 表 示 . 这 时 
尽管 仍 有 

f(t) = / dz (2, Pn) (zt), (1.1.38) 


但 四 与 寻 间 的 反对 易 子 不 等 于 所 需要 的 5 函数 : 
{Dep (eb) Do" ted =iSre-z0nqdoe 关 ape 一 z) 


@ 因此 在 相对 论 性 场 论 中 , 传播 子 (0IT2(z)91(m')|0) 在 类 空间 隔 不 为 零 并 不 就 表示 粒子 速度 可 以 超 
过 光速 . 
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因而 Vj)(z,t) 也 不 就 具有 z 表象 中 正 粒 子 吸收 算 符 的 意义 . 
如 果 我 们 仿照 标量 场 的 讨论 , 定义 


ge 日 = DD -anonpe) (1.1.39) 


其 中 


cc 
S 
Am 
小 
| 
Am 
[ee | 
局 
Se 

Co 

一 ~ 
t5 

GO 后 OO bb、—~ 


(1.1.40) 


ip:_ 
e'P'®, 


cc 
Ce 
SB 
一 
— 
| 
一 
一 
| 
~ 
Cn 
~ 
[Se 
OO OO ~ OO 


那 将 有 
让 全 = | Fz) (md) hn (ed) 


{ 区 (cb D(z bp } = gap6(z — 1'). (1.1.41) 


于 是 上 述 义 |)(z,t) 可 称 为 = 表象 中 的 正 粒子 吸收 算 符 . 但 同样 存在 “类 空间 隔 的 
两 点 (x,t) 和 (zw,t)( 其 中 t 关 t 二 上 , 态 |z,t) 和 |z',t) 互 不 正 交 ”的 问题 . 附带 指 
出 这 样 定义 的 名 实际 上 就 是 相对 论 性 旋 量 粒子 在 Foldy-Wouthysen 表象 中 的 波 
函数 . 

3. 瘟 渐 移 引 (adiabatic switching), 入 射 场 和 出 射 场 


在 量子 力学 的 散射 理论 中 , 为 使 散射 过 程 有 一 个 明确 的 描述 , 避免 上 一 土 %o 时 
的 初 末 条 件 不 确定 性 , 通常 在 相互 作用 哈密 顿 量 Hint 上 乘 一 个 收敛 因子 e-“ 中 ,即将 
总 哈密 顿 量 改换 成 了 = Ho 十 Hintee- 4. 衰减 因子 中 的 。 为 一 个 正 无 穷 小 量 , 在 计算 
完毕 后 再 令 它 趋 于 零 . 因子 e-ltl 的 引入 , 使 得 在 遥远 的 过 去 和 未 来 ( 即 t 一 士 oo)， 
H 都 趋 于 自由 粒子 的 哈密 顿 量 , 从 而 使 散射 前 和 散射 后 粒子 皆 成 为 自由 粒子 . 显然 ， 
这 是 一 种 等 效 的 数学 处 理 . 实际 的 情况 是 , 在 散射 前 和 散射 后 , 粒子 的 波 函 数 为 互 
相 远 离 的 波 包 , 因而 都 作 目 由 运动 . 这 种 波 包 式 的 描述 , 虽然 符合 物理 实际 , 但 理论 
处 理 比较 麻烦 . 如 果 在 应 sw 上 乘 一 个 因子 e-<i 使 相互 作用 逐渐 地 引入 和 逐渐 地 
移出 , 初 末 态 中 的 波 包 就 可 以 用 平面 波 来 代替 , 使 理论 处 理 得 到 简化 . 这 种 无 限 组 
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慢 地 引入 和 移出 相互 作用 就 称 为 浸 渐 移 引 . 有 时 为 了 书写 简短 , 因子 es 不 明显 
写 出 , 只 在 具体 计算 时 考虑 它们 

在 量子 场 论 中 , 情况 有 一 些 不 同 . 即使 入 射 场 是 一 些 互相 远离 的 (描述 单个 入 
射 粒子 的 ) 波 包 , 也 不 等 于 万 不 起 作用 . 对 于 孤立 的 波 包 , Hint 的 作用 是 使 得 裸 粒 
于 成 为 缀 饰 粒子 即 通 常 所 说 的 物理 粒子 , 它 具 有 与 裸 粒 子 质量 不 同 的 物理 质量 . 考 
虑 到 这 种 情况 , 我 们 在 自由 哈密 顿 量 中 加 上 一 个 附加 质量 项 , 也 就 是 将 原来 的 裸 质 
量 换 成 物理 质量 . 同时 在 紊 w 中 减 去 这 一 附加 质量 项 ( 减 去 后 的 结果 称 为 有 效 相互 
作用 项 ) 以 保持 总 哈密 顿 量 不 变 . 然后 对 有 效 相 互 作 用 项 作 浸 渐 移 引 处 理 @ . 

在 作用 图 像 中 ， 当 se 为 无 穷 小 量 时 , t = -oo 时 的 自由 场 状态 演化 到 t = 0 时 ， 
将 成 为 总 哈密 顿 量 让 的 本 征 态 (证 明 见 下 一 小 节 ). 如 果 t= -oo 时 状态 为 裸 真空 
则 到 t = 0 时 将 成 为 物理 真空 ( 裸 真空 中 什么 粒子 也 没有 , 而 物理 真空 则 指 五 的 基 

态 , 其 中 含有 一 定 的 裸 粒子 (真空 涨 落 效应 )). 到 上 = 十 oo 时 , 它 又 回 到 裸 真空 . 在 海 

森 伯 图 像 中 这 一 过 程 用 一 个 状态 矢量 表示 , 可 记 作 |0), 代表 物理 真空 (对 于 任何 有 
限 的 t 值 ), 它 也 等 于 |(0), 一 00) 或 |(0), 十 o0), 即 t= 士 co 时 的 裸 真 空 ((0) 代表 裸 真 
空 ). 同样 , 若 上 = 一 00 时 为 一 个 四 动量 为 p 的 裸 粒子 , 则 到 t= 0 时 将 成 为 四 动量 为 
p 的 物理 粒子 , 到 上 = 十 oo 时 又 回 到 四 动量 为 p 的 裸 粒子 . 在 海 牺 伯 图 像 中 , 这 一 过 
程 将 用 一 个 状态 矢量 表示 , 可 记 作 |p), 代表 一 个 四 动量 为 p 的 物理 粒子 (对 于 任何 
有 限 t 值 ), 它 也 等 于 |(p), 一 00) 或 |(p), 十 oo), 其 中 (p) 代表 四 动量 为 p 的 裸 粒子 . 

如 果 上 = -oo 时 有 两 个 裸 粒 子 ( 设 其 四 动量 为 p 和 kk), 那 情 况 就 不 同 了 . 到 
t = 0 时 并 不 就 转变 为 四 动量 为 p 和 的 两 个 物理 粒子 , 因 这 样 的 态 并 非 总 哈密 顿 
量 五 的 本 征 态 , 应 当 还 有 相互 作用 (包括 散射 和 反应 ) 的 产物 , 这 些 产物 为 从 作用 
点 向 外 发 散 的 波 . 再 进一步 到 上 = +co 时 , 虽然 各 物理 粒子 又 还 原 为 裸 粒 子 , 但 相互 
作用 所 产生 的 实 路 迁 效应 并 不 被 消除 . 最 后 的 情况 为 , 除了 原来 两 个 四 动量 为 2 和 
k 的 裸 粒子 外 , 还 有 向 外 发 散 的 描述 作用 产物 的 裸 粒子 波 . 在 海 牺 伯 图 像 中 此 状态 
和 天 量 可 记 作 |(p,*)”) 亦 即 |(p, %), 一 00). 

还 有 一 种 状态 , 它 在 t= 十 oo 时 为 两 个 四 动量 等 于 p 和 的 裸 粒子 . 如 果 返 看 
它 的 过 去 则 将 得 出 在 t= 一 00 时 除了 上 述 两 个 裸 粒 子 外 , 还 应 有 一 定 的 “ 裸 粒 子 的 ” 
会 聚 波 . 在 海 森 伯 图 像 中 这 一 过 程 用 态 矢 |(p,*)°”) 表示 , 也 就 是 |(p, 所, 十 00). 

以 上 讨论 表明 , 对 真空 |0) 和 单 粒子 态 |p) 不 必 加 注 in 或 out, 但 对 多 粒子 态 一 
定 要 加 注 in 或 out 以 作 区 分 . 

作用 图 像 中 的 9 矩阵 元 可 直接 用 上 述 海 森 伯 图 像 中 的 状态 矢量 的 标 积 表 示 . 例 
如 , 从 四 动量 为 p 和 的 两 个 粒子 的 初 态 到 四 动量 为 p', ki 和 矶 的 三 个 粒子 的 来 

@ 如 果 将 有 效 作用 项 中 的 bm 表 作 耦 合 常数 9 的 函数 ， 那么 作 淄 渐 移 引 也 可 以 是 在 g 中 引入 因子 
eltl( 物 理 质 量 在 此 移 引 中 保持 不 变 ). 
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态 的 5 矩阵 元 用 海 森 伯 状 态 来 表示 即 等 于 ((p', k1, 9)™*|(p, 天) 
下 面 我 们 来 阐明 : 状态 |(p,k,…)") 可 以 表示 为 某 些 发 射 算 符 作 用 到 物理 真空 
|0)》 态 上 的 结果 . 以 标量 场 y 与 旋 量 场 相互 作用 的 情况 为 例 , 设 场 的 运动 方程 可 
表 为 
口 -m2)2(z) = -J/(z), 
(pv + M)V(z) = 天 (z)， 
其 中 , J(z) 和 天 (z) 分 别 代 表 标 量 场 和 旋 量 场 的 源 ， 
了 一 OHint 一 Or 
0 Ov 
-nt 为 有 效 相互 作用 哈密 顿 量 密度 (关于 有 效 相互 作用 哈密 顿 量 . 参见 p.11 第 一 
段 ), m 和 M 为 相应 粒子 的 物理 质量 . 
方程 (1.1.42) 的 解 可 利用 推迟 格林 函数 表示 出 来 


十 ce 
bz) = Pin(z) + 人 daz'Aptz ma 


(1.1.42) 


入 人 入， 十 oo 入 
wz) 王侯 2(z) 十 / dez'SR(z — x F(T"), (1.1.43) 


其 中 , Pi?(z) 和 wn(z) 为 齐 次 方程 的 解 , 它们 分 别 满足 
( 口 m?)p'™ 一 0， 
(pp 十 M)yin = 0. 


函数 AR 和 SR 可 参见 附录 . 在 了 和 下 本 身 也 由 场 算 符 $ 和 少 构 成 的 情况 下 式 
(1.1.43) 实际 上 只 是 把 原来 的 微分 方程 (1.1.42) 换 成 了 积分 方程 , 并 非 真正 求 出 了 
方程 (1.1.42) 的 解 . 

在 作 浸 渐 移 引 处 理 后 , J(z) 入 (zx) 都 含有 移 引 因子 , 故 有 渐 近 条 件 


(1.1.44) 


(1.1.45) 
由 此 可 得 Pg?(z) 和 w(x) 满足 自由 场 的 对 易 关 系 . 例如 


十 


[pm(z), Oo (2)| = iA(z ~ 2’). (1.1.46) 
我 们 将 PB?(z) 和 Vin(z) 称 为 入 射 场 . 值得 注意 的 是 , 它们 虽然 满足 自由 场 方 

程 , 却 都 是 海 森 伯 图 像 中 的 算 符 , 即 满足 
pin(z,t) = eiHt yin( , 0)e-iHt, 


i (1.1.47) 
wn (x, t) 一 eiltaypin(z 
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证 明 如 下 : 首先 2(z), V%(z) 以 及 J(z) 和 大 (zz) 都 是 海 森 伯 算 符 . 将 
bz 一 eiitb(e,0)e-it， 
jz ,tb _ eiHt f(y, t")e-itt, 


(其 中 娘 = 女 一 代入 式 (1.1.43), 第 一 式 即 可 化 出 


、 +oo 
pin (zw,t) = ei {tig$(z, 0)e-itt 一 | d3zx’dt”"AR(T — 1, —t )e tJ (r,t elt 


人 jo 、 _ 
一 e 区 一 / d4z'4Rp(z — 1',—t) J (Tt) | ett 
一 eifHt Sin(z, 0)e-iHt. 
同样 可 证 明 (1.1.47) 第 二 式 . 
式 (1.1.47) 似乎 与 入 射 场 满 足 自由 场 方程 (1.1.44) 不 相 一 致 , 但 这 只 是 表 观 上 


的 , 具体 考察 表明 
H 一 Ho(P™, tin, in, Win ), (1.1.48) 


其 中 , Ho 代表 自由 哈密 顿 量 的 函数 形式 , 而 

i7(z,t) = Dp"(w,) (1.1.49) 
(证 明 见 下 一 小 节 ). 这 就 是 说 , 当 将 总 哈密 顿 量 换 用 入 射 场 算 符 PP , ,Wi 和 加 
表示 时 , 总 哈密 顿 是 具有 自由 哈密 顿 量 的 函 雪 形 式 . 这 样 (1.1.47) 第 一 式 就 化 为 


和 1 1 sin Ain on. 和 1 一 1 Sin Ain 。。。 
pn (x,t) = eito(? 齐全， )t pin (x, 0)e iHo(P' ,和 ， )t 


于 是 可 导出 PB?*(z,t) 满足 自由 场 的 方程 . 对 于 加, 情况 亦 相 同 . 
既然 如 (z) 和 Win(z) 满足 自由 场 方程 , 那么 就 可 按 自由 场 的 方式 来 作 展开 


pin (7) 一 | a [ein (k)eik? + in (k)e—i*®], 
~ 1 |， (1.1.50) 
oO- 工 | Bsn [a Pur (pe + be (pyor(p)e |， 


En(k), din(k), Gn(p) 和 br(p) 称 为 入 射 粒子 的 吸收 算 符 , 它们 的 厄 米 共 示 算 符 则 为 
入 射 粒子 的 发 射 算 符 . 
从 渐 近 条 件 式 (1.1.45) 不 难看 出 


Ip) = |(p), —00) = 各 (p)|(0), —00) = 各 (p)l0)， 
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|(p;, k)™) = |(p, k), —00) = 各 (p)é™ (k)|(0), —00) = 如 (p)em (k)|O), (1.1.51) 


类 似 地 , 利用 超前 格林 函数 可 以 定义 出 射 场 . 方程 (1.1.42) 的 “ 解 ” 也 可 以 表 作 


十 co ~、 
pz) = Bo (2) + 人 d4z'Aa(tz — 2 ) f(z’), (1.1.52) 


入 入 十 oo 入 
D(x) = Bo (zg) + / d4z'Sa(z — 2')FP(z'), (1.1.53) 


其 中 , pout(z) 和 wowt(z) 满足 齐 次 方程 , 同样 也 是 海 森 伯 算 符 . 显然 它们 与 入 射 场 
pin(z), wn(z) 不 相等 . 从 式 (1.1.43), (1.1.52) 和 (1.1.53) 可 得 出 两 者 之 间 的 关系 


。 十 oo 
pu (7) 一 pn (7) / d4z'A4(z 7')J (7’), 
i (1.1.54) 
go 一 各 四- {divsle -oe) Fe) 
因为 
A(zT—7) = AA(z -7 )— Ar(r— 2"), 
S(T—7)= SaA(r—7)— SrR(T— 7'). 


顺便 指出 , 在 本 书 中 各 种 So 函数 与 相应 的 40 函数 间 的 关系 (在 m = M 的 情况 
下 ) 是 ; 


(1.1.55) 


S(T 一 7") 二 (一 7rO， 十 M)A0(z 一 7), (1.1.56) 


其 中 , 50 代表 Sp, 5S, S+, S_, Sa 和 SR 中 任 一 个 , 40 的 意义 相 类 似 . 
除 相 因 子 外 , |p) 也 可 表 为 bewt (p)|0), 而 


Go, k)o™) = Gout (p)éo"r (k)|O). 
(1.1.57) 
以 上 讨论 表明 状态 |(p,k,…)") 等 于 入 射 场 发 射 算 符 作 用 到 物理 真空 态 |0) 上 
的 结果 , 而 |(p,k,……)%t) 等 于 出 射 场 发 射 算 符 作用 到 物理 真空 态 上 的 结果 . 
4. 几 点 证 明 
我 们 来 证 明 2 前 面 提 出 的 两 个 命题 . 首先 , 证 明 下 述 命题 : 若 用 |f) 表示 作用 
图 像 中 自由 哈密 顿 量 房 ) 的 本 征 态 (相应 的 本 征 值 为 ), 则 
IF) ==U(0,—o00)|f) (1.1.58) 
@ 形式 上 的 证 明 . 
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将 为 上 = 0 时 总 哈密 顿 量 五 0 (0) 的 本 征 态 , 而 且 本 征 值 仍 为 EE, 其 中 UV(t,to) 代表 
从 加 到 上 的 演化 算 符 . 五 的 上 标 (D 表示 作用 图 像 中 的 算 符 . 


t1 tm 一 ~ 
D(t,to)=1+ -人 dt1 / dt2 .. | dt 让 Qt t1) .W(t )) 
to to to 


i >/ dti [ dt2.. / dtaT[A W(t1) :FAW (t)), 
n 二 1 to to to 


六 (D 代表 作用 图 像 中 的 有 效 “相互 作 用 哈密 顿 量 ”( 见 p.11 第 一 段 )， 

上 述 命题 的 意思 是 : 在 浸 渐 移 引 的 假设 下 , t = -co 时 的 自由 哈密 顿 量 的 本 征 
态 演化 到 t = 0 时 将 变 成 总 哈密 顿 量 的 本 征 态 @, 而 且 本 征 值 不 变 . 

我 们 将 在 育 (t) 上 明显 加 上 因子 e-e|tl, 在 计算 完毕 后 再 令 s 趋 于 零 . 这 样式 
(1.1.58) 可 以 写成 


(1.1.59) 


_ 。 etl (也 
F=f) -i dtien A OD (t)|f) 


(1.1.60) 
CC dt 广 dt2es(t1+t2) (0) (tH (t2)|f) + 
六 0() 随时 间 的 变化 由 下 式 给 出 
Blt) = em "de Ho + (1.1.61) 


将 它 代 到 式 (1.1.60) 中 并 利用 雇 S) = 声名 ,即将 其 中 第 二 项 化 为 


0 
_i(E_A() ie)t, 上 1 育 (5) 
—i dtie i(E Ho +ie)ti Bs) | f) 一 一 一 一 一 一 区 2 If). 
/. ! E-A)rie ™ 


对 于 式 (1.1.60) 中 第 三 项 , 可 先 对 to 积分 然后 再 对 积分 , 结果 为 


0 
, 入 _ _ 广 (3) ，， 1 人 育 (s) 
Df de BY) tn A) 
_w t E- AY)+ie ™ 
0 a 
-| dtiei(B0” -ie)t: Fy(s) ei(B+tie)t ts)| 7) 
_w in EH)+ip 
1 、 1 、 
ey lf) 


~ E-_A®)+2e “pA+ie 


@ 这 里 为 简单 计 , 设 相互 作用 不 形成 束缚 态 ,否则 U(t, 一 oo0) 不 能 像 式 (1.1.59) 那样 展开 . 在 有 束缚 
态 的 情况 , 仍 可 证 明 式 (1.1.58) 成 立 . 参见 Schweber, An Introduction to Relativistic Quantum Field 
Theory, p.321. 
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仿 此 可 得 一 般 项 的 结果 
t1 n— 
>/ 人 dineceter re fint (1) Pine (tn)|) 


Ss 1 全 (S 1 S 
-ny nf). 


= . Ti 回 宁国 
E-H 二 ine ~ E-H+iln—1)e E—Hos +ie 


在 这 里 e 与 me(m = 2,3,…) 的 差别 并 不 重要 , 它们 在 分 母 中 的 作用 只 是 说 明 运算 
时 遇 到 奇 点 如 何 绕 过 . 将 以 上 结果 代 回 式 (1.1.60) 并 将 所 有 me 都 换 成 <, 即 得 


l S) 1 (S) 
IF)=|f) + 一 一 二 一 一 外 o | 二 Hint |f) + 
Ep-H+t+ie E+ 
l (S) 
一 |f) 十 入 Li | 五) 
书 一 户 +ie ™ 


此 式 相当 于 |F) 满足 的 积分 方程 . 该 方程 常 称 为 Lippmann-Schwinger 方 程 , 分 母 中 
的 ie 保证 了 该 项 为 向 外 发 散 的 波 . 将 两 侧 同 乘 以 巨 一 访 ?) + ie, 并 对 e 取 极限 , 即 
化 出 
(EB — BM)F) = BEIF), 
也 就 是 
HF) = EIF). (1.1.62) 

由 于 户 (S) 也 等 于 作用 图 像 中 t = 0 时 刻 的 总 哈密 顿 量 闫 中 (0), 因而 证 明了 前 面 的 
第 一 个 命题 ( 见 式 (1.1.58)). 

同样 可 证 UV(0, 十 oo0)|f) 亦 为 匡 中 (0) 的 本 征 态 . 即 t= +oo 时 的 自由 哈密 顿 量 
本 征 态 返回 到 t = 0 时 亦 为 总 哈密 顿 量 的 本 征 态 . 但 它 一 般 与 嫌 (0, 一 00)|f) 不 相同 
(除了 |f) 为 裸 真 空 和 单 粒子 态 的 情况 以 外 ). 两 者 的 差别 如 前 节 所 述 , 一 个 带 发 散 
波 , 另 一 个 带 会 聚 波 . 

其 次 ， 我 们 来 证 明 第 二 个 命题 即 式 (1.1.48). 为 书写 简单 , 我 们 只 考虑 标量 场 
的 自作 用 情况 , 即 


Ho(pi™, 1m)=H. (1.1.63) 
上 式 中 Ho 代表 函数 形式 . 为 此 先 证 明 UV(0, 一 00) 的 两 点 性 质 : 
i) D(0, —o00) HD -1(0, —00) = (Ss) = , (1.1.64) 
ii) U(0, —o00)$ (x,0)U0-1(0, —00) = Pin (x, 0), 
U(0, —o0)i(z,0)0-1(0, —00) = in (x, 0). (1.1.65) 


关于 式 i), 先 将 亡 (0, -oo) 让 (8) 广 -1(0, -oo) 写成 六 5) 二 [U(0, 一 00), 冯 63)]U-1(0, 一 00)， 
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再 约 化 上 式 中 的 对 易 子 


Te 


int int 


0 
| dt1T { 8 (t1), 大 六 (0， -00)} . 


从 式 (1.1.61), 可 得 
[BG (t), BE] = i BY) 


代入 到 前 式 并 将 编 时 乘积 写 开 (注意 其 中 ti < 0) 即 得 


应 (0, —00), BLS)] = | dt1D (0,t1) int 1) 2 Uy V(t1,0)| U(0,—o0). 


再 利用 
SD, to) = -i (t t)U(t, to), 
Dot t) =iD(to, t) i (t), 
即 可 化 出 


dB W(t) 


] _ 、 A 
dt {D00,t1) A (0(t1,0)) Ul0,t) dt1 


dt1 


U(t1,0). 


将 上 式 代 入 式 (1.1.67) 后 就 得 到 


[六 (0, 00), BS)] = FO) D0, —00) = A D0, —00). 


int 


于 是 有 
D(0, —o0) BEYD -1(0, ~00) = BS) + A = (8). 


.17. 


(1.1.66) 


(1.1.67) 


(1.1.68) 


再 证 明 第 刘 点 , 即 式 (1.1.65). 这 里 $$ 和 缘 为 海 森 伯 算 符 . 先 对 (1.1.65) 第 


一 式 左 方 进行 改写 : 


U(0, —o0)¢(z, 0)07 (0, —00) = $2,0) + [UV(0, —00), (x, 0)]VU™ (0, —o00), 


(1.1.69) 
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然后 来 求 上 式 中 的 对 易 子 
[ZX(0， 一 0o)， p(T, 0)] 一 [之 (0， 一 co)， PD (Zz, 0)] 


-让 2 dtl .， 
(m 一 和 


n 二 1 


0 
dazn / dtnT{[3EW (21), D(x,0)] BW (72) BR (zn), 


一 


O36 it 
Op 十 
[B20), BDz, = -DPD (oD (zs,0)] = D(z)iA(s - z1, -hi). 


int 


代入 上 式 后 得 出 


[VU(0, ~—00), (2,0)] -> 忆 ja 广 dta 一 oo- | ds 广 dtaz …: 


n= 二 1 
x fern dtnT [J D(z1) 和 @W (rz2) -和 (7 n)] 


由 = -J, 即 有 


= / d3z1 [ _ dtiA(z — z1,—ti)TIID (x1)U(0, 一 oo)]. 
此 式 中 的 妇 总 小 于 零 , 因此 
TI[JD (zx)U(0,—00)]= UV(0,t1)ID (zi)U(t, —0%) 
=U-1(t1,0)jD(z1)U (ti, 0)U(0, 一 oo) (1.1.70) 
= J(z1)U(0, -oo)， 
在 最 后 一 式 中 我 们 利用 了 作用 图 像 算 符 与 海 森 伯 算 符 间 的 关系 
JV (zx) = Ut,0)J(z)U0-1(t, 0). (1.1.71) 
这 样 就 得 到 
[V(0, —00), P(x,0)] = | aa [ dtiA(z — z1, —t1)j(x1)0(0,—o00). (1.1.72) 
再 代 到 最 初 的 式 (1.1.69), 即将 它 化 为 


U(0, —00)P (z ,0)U- 1(0, 一 co) ot [anf dtiA (z — Zz1,—t1)J (71) 
十 ce 
一 p(x, 0) 一 人 dizi1AR(T 一 中 1， —t1)J (x1) 


= On(z,0). 
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这 就 证 明了 (1.1.65) 的 第 一 式 . 再 看 (1.1.65) 第 二 式 . 按照 定义 ， 
和 (Go) = 立 pm(oj 
在 前 面 我 们 已 经 证 明 ( 见 式 (1.1.47)) 
fin(z,t) = eftpin (gw, 0)e-idt, 
于 是 | | 
iin(z,t) = ieiHt[H, Nin(w, 0)tJeviHt. (1.1.73) 
取 t=0 再 利用 (1.1.65) 第 一 式 即 得 
iin(z,0) = ilH, "(7,0)1] = il#, UV(0, —00)P(z, 0)1U™ (0, —o0)]. 
而 从 式 (1.1.64), 又 有 
AU(0,—00) = U0(0,—00) BH) = 方 (0, 一 co) 让 和， 
广 -1(0, —o0)f = HVO-1(0, —o00) = BLVDO-1(0, 一 co)， 
代入 上 式 后 就 得 出 
iin(zw,0)= iD(0, —o0)[A", B(x, 0)1]D™1(0, —o00) 
=D(0, —o0)[B0", D(z,0)1]O-1(0, 一 oo) 
= UU(0,—o0)iD (x,0)0-1(0, 一 oo) = UV(0, —o00)i(z, 0)U-1(0, —o00). 
这 就 证 明了 (1.1.65) 第 二 式 . 从 式 (1.1.73) 还 可 证 明 逢 (z) 亦 为 海 森 伯 算 符 , 因为 
令 其 中 t=0 即 有 
iin(z,0) = iF, $i? (zx,0)1], 
代 回 式 (1.1.73) 就 得 出 
Nin(z,t) = eiftiin(y, 0)e-itt. (1.1.74) 
有 了 以 上 结果 即 可 证 明 式 (1.1.63): 
BO 的 ,各 的 )= et Ho(Gi(0), fin(0))e Ht 
= etD(0, —00)Ho($(0), 1(0))D™1(0, —00)e i 
= eiftD (0, —o00) HSU-1(0, —o0)e-it 
= eifltfre-itt -和 t. 


在 推导 上 式 中 倒数 第 二 等 式 时 , 应 用 了 式 (1.1.64). 
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1.2 格林 函数 和 顶 角 函数 , 质 壳 重 正 化 参量 


在 场 论 中 , 需要 计算 的 主要 是 带 各 种 外 线 的 格林 函数 ( 指 考虑 了 场 之 间 相互 作 
用 的 完全 的 格林 函数 9)， 有 了 格林 函数 就 不 难得 出 相应 过 程 的 5 矩阵 元 . 在 本 节 
中 我 们 将 给 出 海 森 伯 图 像 中 带 多 根 外 线 的 格林 函数 的 表示 式 , 并 对 其 中 最 简单 的 二 
线 格林 函数 ( 即 完全 的 传播 子 ) 作 进一步 讨论 

格林 函数 由 基本 传播 子 和 顶 角 构成 . 基本 项 角 就 是 哈密 顿 量 中 的 作用 项 角 . 在 
有 相互 作用 情况 下 与 同样 一 组 外 线 相 耦 合 的 所 有 项 角 之 和 , 称 为 完全 项 角 . 它 的 表 
达 式 称 为 顶 角 函 数 , 顶 角 函数 的 研究 , 对 于 讨论 重 正 化 问题 特别 重要 

通过 二 线 格林 函数 和 基本 的 顶 角 函 数 可 以 定义 质 壳 重 正 化 中 的 重 正 化 参数 


1. 传播 子 和 一 般 格 林 函 数 
在 作用 图 像 中 , 复 标量 场 的 自由 传播 子 为 
Ap(z —7) = (0IT20(z)20 (2)|0). (1.2.1) 
这 里 的 |0) 代表 作用 图 像 中 的 真空 即 裸 真空, 而 BD 代表 作用 图 像 中 的 标量 场 算 符 
同样 , 旋 量 场 的 自由 传播 子 为 
Sp(z — 2) = (0TED (2) FO)O). (1.2.2) 
如 上 节 所 述 , 当 A 中 的 m 等 于 M 时 ， 
Sp(z—2)=(-Y0r + M)AF(z — 7). 
在 海 森 伯 图 像 中 , 我 们 定义 标量 场 的 二 线 格林 函数 为 
Gz(z 一 zZ)=(0ITO(z)9 (zl0) (1.2.3) 
旋 量 场 的 二 线 格林 函数 为 
Gelz-z)]= (0ITW(zJy(e io) (1.2.4) 


与 式 (1.2.1) 和 (1.2.2) 不 同 的 是 , 在 这 里 场 算 符 为 海 森 伯 算 符 , |0) 为 物理 真空 . 根据 
上 一 节 的 讨论 , 它们 的 物理 意义 可 (粗略 地 ) 表述 如 下 . 

当 t > 刀 时 , 它们 代表 : 在 物理 真空 中 于 x 点 “增加 ”一 裸 粒子 (产生 一 个 正 
裸 粒子 或 吸收 一 个 反 裸 粒子 ), 然后 再 在 x 点 “减少 ”一 裸 粒子 (吸收 一 个 正 裸 粒子 
或 产生 一 个 反 裸 粒子 ), 所 得 结果 中 正好 回 到 物理 真空 的 概率 振幅 . 

@ “完全 ”的 意思 是 指 包 括 各 阶 微 扰 论 结果 的 总 和 . 
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当 妇 > t 时 , 则 正 反 粒子 地 位 对 调 , 即 先 在 物理 真空 中 于 z 点 增加 一 个 反 裸 粒 
子 (产生 一 个 反 裸 粒 子 或 吸收 一 个 正 裸子 ) 然后 在 x 点 再 减少 一 个 反 裸 粒子 (吸收 
一 个 反 裸 粒子 或 产生 一 个 正 裸 粒子 ), 所 得 结果 正好 回 到 物理 真空 的 概率 振幅 . 对 于 
诈 量 场 , 后 一 情况 还 要 加 一 个 人 负 号 . 

我 们 也 可 以 简单 地 说 , 在 t > # 时 它 代表 一 个 正 裸 粒 子 在 物理 真空 中 从 7 传 
到 z 的 概率 振幅 ; 而 在 t+ > # 时 , 代表 一 个 反 裸 粒子 在 物理 真空 中 由 z 传 到 x 的 概 
率 振幅 .从 以 上 解释 来 看 , 它们 应 当 就 是 作用 图 像 中 的 完全 传播 子 . 我 们 将 在 下 面 
证 明 这 一 点 . 它们 的 图 形 表示 如 图 1.2.1 所 示 . 


Co 人 2 Yi ,Mh) 
图 1.2.1 图 1.2.2 


以 上 定义 可 推广 到 任意 外 线 的 情况 . 例如 , 对 实 标 量 场 与 旋 量 场 的 相互 作用 情 
况 , 一 般 格 林 渗 数 为 
Gonti(T1, mm | 1 (1.2.5) 
= (0[TY(z1) p(n) W210) YTn)P 1) (0 
同样 可 以 证 明 , 它 就 是 作用 图 像 中 如 图 1.2.2 所 示 的 完全 格林 函数 , 具有 2n 个 旋 量 
粒子 外 线 , ! 个 标量 粒子 外 线 . 

在 量子 场 论 中 , 一 般 都 采用 费 恩 曼 的 说 法 : 一 个 粒子 不 仅 可 以 顺 时 间 运 动 ( 即 
运动 过 程 中 t 是 增长 的 ), 也 可 以 逆 时 间 运 动 ( 即 运 动 过 程 中 t 是 减少 的 ), 以 保持 时 
空 之 间 的 对 称 地 位 . 

如 果 把 以 上 结果 中 的 外 线 传播 子 换 成 相应 的 外 线 自由 波 函 数 , 并 对 这 些 外 线 波 
函数 中 的 所 有 坐标 积分 , 即 可 求 出 3 定 阵 元 . 

图 1.2.2 实际 为 各 种 可 能 的 费 恩 曼 图 的 总 和 . 在 这 些 费 恩 曼 图 中 有 一 些 是 由 互 
不 连接 的 几 个 部 分 构成 的 , 如 果 人 钨 去 这 些 图 的 贡献 , 其 结果 称 为 连接 的 格林 函数 ( 它 
所 对 应 的 费 恩 曼 图 都 是 连接 的 图 ), 并 将 用 G° 表示 . 

下 面 来 证 明 式 (1.2.3) 代表 作用 图 像 中 完全 的 传播 子 . 海 森 伯 场 算 符 与 作用 图 
像 中 场 算 符 之 间 的 关系 是 


pz,t) = Ut,0)PV (x,t) Ut, 0). (1.2.6) 
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于 是 在 ti > tt 时 


Ga(zl — x2) = (0|8(71)91 (22)|0) 
= (0|U(0, oo0)1U0-1(t10)8D (z1)U(t, 0) 
U1(ta, 0)8 (xz2)0(t2, 0)U(0, —00)|0). 


再 利用 演化 矩阵 的 性 质 以 及 
U(oo, —00) = 5, 
即 可 将 上 式 化 为 
Ga(zl 一 Z2)= (0| 太 (co 与)20(zi) 袜 (ta 妇 )20 (z2)0 (tz, —00)|0) 


(1.2.7) 
= (0IT2O(zi)2D (zz)310)， 


其 中 , 第 二 表达 式 的 意义 是 : t = 一 00 时 的 裸 真 空 态 |0) 演化 到 ts 后 , 在 zs 处 增加 
一 裸 粒 子 再 演化 到 ti, 并 在 zl 处 减少 一 裸 粒 子 , 最 后 演化 到 t = 二 oo 时 回 到 裸 真 
空 的 概率 振幅 . 在 t。 > 五 时 , 类 似 地 可 推出 


G2(z1 — x2)= (OIU(00, to)@® (x2)0 (toti)pD (zr)U(t, —00)|0) 


(1.2.8) 
= (0IT2O(zi)2OD (zz)510). 
将 3 的 展开 式 代 入 式 (1.2.7) 和 (1.2.8) 后 即 得 (无 论 石 > tb 还 是 tz > 三 ) 
_ CD)" fa fi 
Gos1 2) = oi /: 1 /sw (1.2.9) 


(0ITOOD(zi)20D (72) BR (1) EN (yn)|0). 


其 中 , T 代表 编 时 乘积 .通过 将 编 时 乘积 化 成 为 正规 乘积 的 和 , 即 可 看 出 上 式 各 项 
代表 各 级 微 扰 论 中 的 传播 子 . 例如 
纶 0 = g(O01o0)2 时 , 上 式 可 用 图 形 表示 为 


/9-p ja 


图 1.2.3 


由 此 可 见 G2(zx1 一 x2) 等 于 完全 的 传播 子 . 
对 于 带 多 根 外 线 的 格林 函数 可 以 采用 类 似 的 讨论 来 证 明 . 
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2. 传播 子 的 谱 表 示 
我 们 以 后 将 完全 的 传播 子 简称 为 传播 子 , 而 把 它 的 最 低 阶 近似 称 为 目 由 的 传播 
子 . 
利用 理论 的 相对 论 不 变性 (以 及 某 些 分 立 变 换 的 不 变性 ) 和 物理 粒子 的 质量 谱 ， 
可 以 得 到 传播 子 的 一 种 谱 表示 . 从 这 个 谱 表 示 我 们 将 看 到 , 标量 粒子 的 物理 质量 (也 
就 是 质 壳 重 正 化 方案 中 的 重 正 化 质量 ) 将 决定 动 基 表 得 中 该 粒子 传播 子 Go(k) 的 极 
点 位 置 ( 较 确 切 地 说 , k? = 一 m? 为 Ga(52) 的 极点 ), 而 其 留 数 就 等 于 -iZy, Zi 为 质 
过 重 正 化 中 的 波 函 数 重 正 化 常数 . 对 于 旋 量 粒子 也 有 相应 的 结果 . 我 们 在 这 里 讨论 
传播 子 的 谱 表 示 , 就 是 为 了 要 从 传播 子 来 确定 质 党 重 正 化 方案 中 的 重 正 化 质量 和 波 
消 数 重 正 化 常数 . 
为 简单 计 , 我 们 来 看 实 标量 场 ( 复 标量 场 可 分 解 为 两 个 实 标量 场 ) 的 传播 子 . 相 
互 作用 可 以 是 标量 场 的 自作 用 也 可 以 是 与 其 他 场 之 间 的 作用 . 对 于 实 标 量 场 
Ca2(zZ1 一 Z2) 三 40TO(Z1)OZ2 咱 0 (1.2.10) 
当 妇 > 妇 时 ， 
G2(71 一 Z2) = (0|P(71)9(72)|0). (1.2.11) 
我 们 可 在 两 个 场 算 符 中 插入 “由 一 组 完备 状态 作成 的 ”单位 算 符 ， 取 此 组 完备 态 
Pp.4,a) 为 体系 ( 指 相互 作用 的 场 ) 的 总 动量 p、 总 能 量 E(B = VP 十 12, 其 中 , 1 
代表 体系 的 不 变质 量 ) 的 本 征 态 , 并 用 4 代替 五 来 对 态 作 标志 . a 为 其 他 补充 的 量 
子 数 . 状态 的 规格 化 取得 使 单位 算 符 可 表 为 


2 “9 d3p 2 2 
dy Dm >》 Ip,K’,a)(p,L’ ,a|=1. (1.2.12) 
0 oo a 


41? 可 能 含有 分 立 谱 , 对 这 些 分 立 谱 的 值 jj, 积分 应 改 为 求 和 . 但 我 们 仍 统一 地 用 积 
分 表示 . 量子 数 a 如 果 包 含 连续 谱 , 相应 部 分 的 求 和 可 理解 为 积 
将 单位 算 符 的 展 式 (1.2.12) 插入 式 (1.2.11) 的 两 个 场 算 符 之 间 , 得 (ti > t2 时 ) 


Oo 十 oo .13 
G2(z1 — 22) = / dp / SP Solp(e) lp, p20) (p12, alp(z2)|0) 
3 
利用 时 空 平移 变换 , 并 将 5 了 2 的 三 维 积分 换 成 depg(po)5(p2 + 刀 ) 的 四 维 积分 即 可 
将 上 式 化 为 
OO 十 Co 
G 一 Za2) = du d4Dpg(D 6(D2 + 2eip(z1 一 z2) 
(zi 一 za / 2 pg(po)5(p2 + p2)e 


>》 {0p(0) |p, py2, a) (p, p27, al2(0)I0)， 


a 
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不 难看 出 , 上 式 被 积 函数 中 的 


>》 (0I2(0)lP, 2 ap al2(0)10) 


a 


为 党 伦 兹 不 变量 ， 因此 它 只 能 依赖 于 p? 和 jx. 但 p? 又 等 于 一 性, 于 是 可 将 它 记 作 
ELA 这 样 t1 > to 时 有 
Oo 十 oo . 
G2(71 — 72) = ry | dp 人 dspO(po)5(p? 十 Jo)e 2) 
人 dp*p(p°)At (zl — x2, 1°). 
0 
同样 ， 在 t2 > tl 时 可 得 
G2(71 — 22)= i dpy2p(p°)AT (x2 — 1, 8°) 
0 
= i/ dy p(12) A (x1 — x2, 4). 
0 
将 两 式 合 起 来 , 就 得 出 对 任意 二 和 妇 ， 
Ga -二 = 人 depli)4r(m ~ v0, p82) (1.2.13) 


其 中 , A (zx1 一 x2,1) 是 质量 为 1 的 标量 粒子 的 自由 传播 子 . 

从 式 (1.2.13) 我 们 看 到 , 标量 粒子 的 传播 子 可 以 表示 为 各 种 可 能 质量 的 目 由 传 
播 子 的 琶 加 , 或 者 说 , 在 有 相互 作用 时 一 个 裸 标量 粒子 可 以 通过 不 同 的 质量 来 进行 
传播 . 导致 这 一 结果 的 原因 是 , 在 存在 相互 作用 时 2 作用 到 物理 真空 |0) 所 得 的 态 ， 
可 以 分 解 为 具有 各 种 不 变质 量 / 的 状态 的 释 加 ( 它 投影 到 |p, /2,a) 上 的 振幅 即 为 
(p,12, al2(z)|0)), 不 像 自 由 场 中 9(z) 作用 到 真空 上 只 得 到 单 粒子 的 态 . 从 p(12) 的 
定义 

p(p°) = (27)° >》 (01P(0) lp, p20) (p, p27, alp(0)|O) (1.2.14) 
可 知 
p(1*) > 0， (1.2.15) 
p(12) 可 理解 为 2(0)|0) 中 含有 “不 变质 量 平方 ”为 J*、 动 量 为 p 的 所 有 状态 的 概 
我 们 来 证 明 对 于 通常 的 场 之 间 的 相互 作用 , p(y2) 满足 规格 化 条 件 


/ p(p2)dp* =1. (1.2.16) 


第 一 章 ” 海 森 伯 图 像 中 的 格林 函数 . 25 . 
为 此 我 们 来 考察 场 算 符 的 真空 期 望 值 (0l[2(zi),2(za)]|0). 通过 类 似 前 面 的 作法 , 可 
以 得 出 

oz 2(za 川 0) = ij rplp) ae — x2, 4°). (1.2.17) 
此 式 表明 有 相互 作用 时 的 (0[9(z1), B(x2)]I0〉 可 以 表示 为 其 自由 值 iA(xi 一 x2, 7) 
按 权 重 因 子 p(y2) 的 至 加 . 将 式 (1.2.17) 两 侧 对 to 作 微 商 , 并 利用 

-0 A(x, 1°)|to0 = 6(2), 

即 得 

Oop(e1), Boa) lO)n = = ie — «2) { py) dp 
尽管 在 有 些 情 况 下 , 6 并 不 就 等 于 多 (例如 , 标量 场 与 规范 场 相互 作用 时 , 两 者 就 不 
相等 ), 但 通常 它们 与 2 的 等 时 对 易 关 系 相 等 

[$(21), P72)]t1=t2 一 [(P(21), it (x2)]t =t2 一 i0(z1 一 ZT2), 


代入 上 式 后 即 化 出 式 (1.2.16). 

我 们 来 考察 p(12) 不 为 零 的 区 域 , 它 也 就 是 式 (1.2.13) 的 实际 积分 域 . 对 于 这 
个 问题 , 我 们 可 从 守恒 律 来 研究 . 

状态 2(0)|0) 的 量子 数 与 一 个 标量 粒子 的 量子 数 相同 , 因而 只 有 那些 量子 数 与 
一 个 标量 粒子 相同 的 状态 |z,w2, o), 才 可 能 使 


(p, 12,al2(0)|0) #0. 
显然 一 个 物理 标量 粒子 的 态 |k,m?) 是 这 样 的 态 . 令 


、 1 
(Km2|2(0I0) = ER (1.2.18) 


由 于 洛 伦 兹 不 变性 , Zs 对 大 的 依赖 只 能 通过 k 的 形式 , 而 刀 = -m2, 因此 2 实 
际 上 为 一 常数 . 为 了 说 明 Zi 的 意义 , 我 们 将 上 式 中 的 2(0) 恢复 B(z), 则 得 


(mlptojl0) = 2 Te CL2.19) 
四 2 ?75e "代表 “在 物理 真空 态 |0) 上 于 z 点 增加 一 个 神 粒 子 所 得 出 的 


态 ” 到 一 个 动量 为 k 的 物理 粒子 态 上 的 投影 . 这 个 投影 不 直接 代表 概率 幅 , 因为 态 
没有 规格 化 . 作为 比较 , 我 们 来 看 自由 场 情 况 下 该 投影 的 值 . 该 值 为 


(k,m’*|$(z)|0)s = je (1.2.20) 
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这 表明 一 = 二 se 代表 坐标 为 > 的 裸 粒子 态 2(z)|0) 到 动量 为 的 裸 粒子 态 上 的 
投影 , 坐标 为 z 的 物理 粒子 态 到 动量 为 上 的 物理 粒子 态 上 的 投影 也 应 由 式 (1.2.20) 
右 方 表示 . 于 是 式 (1.2.19) 中 的 2 ?应 代表 物理 真空 中 于 z 点 增加 一 个 裸 粒子 所 
得 的 态 投影 到 一 个 坐标 为 z 的 物理 粒子 态 的 概率 幅 . 或 者 说 , Zs 代表 物理 真空 加 
上 一 个 裸 粒 子 的 态 含 一 个 物理 粒子 的 概率 . 当然 , 这 里 所 谓 的 坐标 为 z 的 粒子 只 是 
一 个 粗略 的 说 法 , 我 们 在 上 节 中 已 做 过 说 明 . 
将 式 (1.2.18) 代入 到 式 (1.2.14) 中 , 就 得 出 单个 物理 粒子 的 态 对 p(j2) 的 贡献 
为 
Zs6(1 一 7 ). 
因子 5(p2 - m2) 是 由 于 m2 为 /2 谱 分 布 中 的 一 个 分 立 值 而 加 上 去 的 . 
2(0)|0)》 中 除 含 单 物 理 粒子 态 以 外 , 还 将 含 两 个 或 多 个 相互 作用 着 的 物理 粒子 

态 . 就 两 个 物理 粒子 态 而 言 , 它们 可 以 是 一 对 正 反 旋 量 粒子 , 也 有 可 能 是 两 个 标量 粒 
子 , 这 要 根据 量子 数 情况 而 定 . 对 于 两 个 旋 量 粒子 , 由 于 它们 之 间 可 能 有 相对 运动 
因而 它们 的 不 变质 量 并 不 就 是 2M, 而 形成 从 2M 一 co 的 连续 谱 . 二 个 标量 粒子 的 
不 变质 量 谱 则 是 从 2m 一 oo. 这 两 种 态 对 G(x1 - zz) 的 贡献 将 分 别 是 (如 果 有 的 
话 ) _ 

| p2a(p°)AF (zi — Y2,1°) dy, 

4M?2 

| ,eal )Ar(e — e210) dye. 
这 样 总 起 来 就 有 


G2(7T1 一 Z2) = Zo Ap (zx1 — x2,m’) + | p(12)AF(zi — x2, 1 ) dy”. (1.2.21) 


Ho 


ho 为 所 有 实际 有 贡献 的 多 粒子 (包括 两 粒子 ) 物理 态 的 不 变质 量 的 最 下 限 . 
转 到 动量 表象 中 , 即 有 


G2(k) 三 | fwe We Goto 一 Z2 ) 


Ly -i p(p*) dp. 
2 


km ic 3 kh2+h ie 


从 上 式 我 们 看 到 , G2(k) 只 是 &? 的 函数 ( 记 作 G2( 一 k2)), 并 且 可 以 延 拓 到 整个 复 平 
面 . 


(1.2.22) 


延 折 的 函数 为 z , 
G2(z) = 2 十 i A kde (1.2.23) 
Ho 
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它 在 

z=m’ (1.2.24) 
即 物理 质量 平方 处 有 一 极点 , 其 留 数 为 iZy, 同时 在 jo 一 co 实 轴 上 有 一 制 线 . 而 格 
林 函 数 G2( 一 k) 即 为 该 函数 在 z = 一 k* 十 ie 点 的 值 , 或 者 说 是 > 从 实 轴 上 方 趋 于 
一 k” 时 的 极限 值 (参见 图 1.2.4). 


图 1.2.4 ”G2(z) 的 极点 和 制 线 


常数 Zop 称 为 标量 粒子 在 质 壳 重 正 化 方案 中 的 波 函 数 重 正 化 常数 . 这 种 方案 中 
的 重 正 化 质量 也 就 是 物理 质量 . 关于 重 正 化 问题 我 们 将 在 下 节 作 必要 的 说 明 . 
式 (1.2.16) 可 以 改写 为 


Zs 十 / | p(p2)d12 = 1. (1.2.25) 
Ho 
由 于 式 (1.2.15), 即 得 
0< Zo<1. (1.2.26) 
这 同上 面 关 于 2Z, 的 概率 解释 是 一 致 的 . 场 论 的 “发 散 困难 ”实际 上 对 应 于 
2Z, = 0. (1.2.27) 


至 于 微 扰 论 计算 的 Ze 发 散 , 那 是 因为 它 将 Zi 表示 为 耦合 常数 大 级 数 展开 式 的 绿 
故 . 
在 作 浸 渐 移 引 的 处 理 时 , 式 (1.2.19) 将 引起 一 些 问 题 . 在 上 节 中 我 们 曾 给 出 
$1) = PB" (2) 十 三 de4z'AR(z 一 2)J(z) (1.2.28) 


尺 及 
lim 2(z) = 2" (2). 


Et 一 一 OO 


. 28 . 量子 非 阿 贝尔 规范 场 论 


将 上 式 在 |0) 和 |l,m“ ) 态 之 间 取 和 矩阵 元 ,， 即 得 


,lim (k,m’ |B(z)10) = (k, mm lp™(z)|0). (1.2.29) 
上 式 右 方 根据 入 射 场 的 性 质 将 等 于 一 <-erike， 而 左 方 按 式 (1.2.19) 却 等 于 


(272 
Zo DE er， 多 了 一 个 常数 Zs . 另外 , 若 对 式 (1.2.28) 取 上 述 态 之 间 的 矩阵 元 , 则 巴 
盾 更 加 突出 : 


(k,m 5(z)|0) = (rm IP (z)|0) 十 人 dy’An(z — 2)(k,m?|f(z)0), (1.2.30) 


而 根据 式 (1.1.42), j(z) = (一 口 十 m?)$(z), 于 是 


(k,m?|J(2)|0) = (-D + mm) (hk, mp(z)|0) 
1 


—ikz’ 一 
(27)372" 1 


= (-- 口 "十 m Fn 
这 样式 (1.2.30) 就 化 为 
(有 rm IP(z)|0) = (k, mm’ |p "(zx)|0). 
当 把 式 (1.2.19) 及 (k, ml|z*(z)|0) 的 值 代 入 后 , 同样 可 得 出 左 方 比 右 方 多 因子 Zi/? 的 矛盾 ， 
而 这 次 却 是 对 任意 的 z. 
在 我 们 看 来 , 这 个 矛盾 的 一 个 简单 解决 办 法 是 , 在 作 浸 渐 移 引 时 , 应 将 Zs 看 作 是 一 个 
时 间 的 缓 变 函数 . 即 Zo(t) 在 elt| 之 1 的 区 间 为 一 常数 28… 而 当 elt| 一 co 时 趋 于 1. 这 一 
结果 在 物理 上 是 容易 理解 的 , 因 当 elt| 一 co 时 , 已 无 相互 作用 , (k, mlB(z)|0) 的 值 应 与 自由 


场 的 值 相同 , 有 了 lim Zo = 1, 式 (1.2.29) 的 矛盾 就 不 再 存在 


下 面 再 来 研究 式 (1.2.30) 中 的 矛盾 . 为 此 我 们 将 2Z3?(t) 具体 取 为 
Zi/2(t) =1+ (201/2 一 Te (1.2.31) 
于 是 (1.2.30) 右 方 第 二 式 即 化 为 


十 co 
- / d4z'AR(z — 2)(D — m?)(k, mp(z)|0) 
~ (1.2.32) 


to 1 —ikz’ 
— 人 _ dz'AR(z 一 2z)(D' — m’) 1 ER rz | . 


在 略 去 e? 的 项 后 ， 


( 口 ' 一 mm2)(22 2(t)erise )= —2(0w 2% *(t')) (Owe *? ) 


—2iwee™it® (200)1/2 一 1)est ， t<0 
2iwee™ik® (260)1/2 一 1)e™et, t >0. 
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每 此 式 和 4R(z 一 2 ) 的 表达 式 代 入 式 (1.2.32), 积分 后 得 出 


十 oo ~ —e€ 1 —ikz 
-adware -oO mk me) = (2 De rae 


这 样式 (1.2.30) 右 方 化 为 


ikz (0)1/2 -elt| 1 _ikz _ 1/2 1 _ikz 
e + (Zw 一 1)e CE EE = Zo (0) on)373° 


1 
(27)3/2 
与 式 (1.2.30) 左 方 一 致 , 于 是 矛盾 也 不 再 存在 . 
对 于 旋 量 粒子 , 可 类 似 地 处 理 . 只 是 它 的 传播 子 G2(z1 一 zz) 为 旋 量 空间 中 的 
4x4 和 矩阵 , 结构 比较 复杂 . 
当 ti1 > ts 时 , 同 前 一 样 有 
~ 00 十 oo . 
G2(71 — T2)ap = | dp [. d4p0 (po)6(p? + 12)eip(z1 一 72) 
(1.2.33) 
x 2 Olwa(0)|p, Ha)(P,u2， al%s(O)|0) 
在 字 称 守恒 的 情况 下 , 以 2 0|wa(0)|p; p27,a) (p42,ala(0)|0) 为 矩阵 元 所 构成 的 旋 


量 惩 阵 只 有 7:z 和 1 两 项 ( 若 宇 称 不 守恒 , 则 还 可 能 有 Ys(Y :2) 和 ?5 两 项 ), 因而 
该 项 可 写成 


S (Ohba(0)|p, 2, 0) (p, v2, ofa(0)|0) = 


a 


sl(—iy :p+ Happi(p) — bapp2(1°)] 
(1.2.34) 


6 
的 形式 
我 们 来 证 明 pl 和 pz 都 是 正定 的 . 将 上 式 乘 以 (ya)pe 并 对 a 和 6 求 和 , 即 得 
DIO oF = Bam) 


由 此 得 出 pi(1*) 为 实数 而 且 
pi(1”) 之 0. (1.2.35) 


类 似 地 , 若 将 (iy :p 十 1)soa 和 ((iy .pp 十 Ya)ps 乘 在 式 (1.2.34) 两 侧 应 对 a, pb， 
6 求 和 , 则 得 


2 到 p+ /Mslp, 12, Ol = Bup2(p) 


在 推导 此 结果 时 我 们 利用 了 十 jw = 0. 由 上 式 , pz(/) 亦 为 实数 而 且 


p2(1*) > 0. (1.2.36) 
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将 式 (1.2.34) 代 回 到 式 (1.2.33) 即将 它 化 为 
~ 1 Co 十 oo 
Be 二 = 人 do 
x[pi(p2)(—Y: 01 + 4) 一 pa(12)]eip(za 2) 
= :| dp*p1(p°)S+ (21 — x2, 4) — i/ dy? p2a(p°)A+(z1 — z2,1°). 
0 0 
以 上 是 五 > tz 情况 , 当 ti < to 时 , 利用 CPT 不 变性 , 可 得 
Ga(zl — za) = | dy*p1(1°)S_ (x1 — zx2, 4) ri/ dy* pa(p°)A- (x1 — x2,1°). 
0 0 
这 样 , 合 起 来 就 有 
G2(z1 一 Z2) = | dy’ [pi(1°)SF(z1 一 Z2, 只 一 paz(/)Ar(zl 一 Z2， 1)]. (1.2.37) 


由 此 可 见 G2(z1 一 x2) 并 不 简单 就 是 Sp (zi 一 x2, 4) 的 释 加 , 它 还 包含 Ap(z1 一 x2, p17) 
的 县 加 项 . 

下 面 我 们 来 求 单 粒子 态 (一 个 物理 的 旋 量 粒子 ) 对 谱 函 数 的 贡献 . 在 字 称 守恒 
的 情况 下 , (p, M?,7|w(0)|0) 的 一 般 形式 为 


(py MIO)0) = ZY? a372 Tm2(0) (1.2.38) 


其 中 , Zy 为 一 常数 , 代表 物理 真空 中 增加 一 裸 粒 子 后 所 得 的 态 包含 一 个 物理 粒子 的 
概率 . 由 式 (1.2.38) 可 得 


5 (Ol$a (0) lp, M2,7)(p, M2,r 护 5(0)|0) = EAA ‘p+ M)ag. (1.2.39) 
r 二 1,2 


此 结果 表明 , 单个 物理 粒子 态 只 对 pi(j2) 有 贡献 , 其 贡献 值 为 
Zu6 (1 — M?*). 
将 单 粒子 项 单列 出 来 后 , 式 (1.2.37) 化 成 
Goa(zl — 172) 一 ZpSr(zl — x2, M)+ + pi(12)SF(z1 — x2, 1)dp 


-| pa(12)4p(zl — x2, 1°) dr. 
局 
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转 到 动量 表象 中 即 有 


C2(D) 三 | dre wee Go 一 Z2) 


ip.7-M ./™ ip:y—h . pz2(1°) 
-oz +i), p(s de ti | ssa 
0 


Dp 一 2D2 十 12 一 证 2 十 12 一 jc 
(1.2.40) 
如 果 我 们 按 旋 量 结 构 把 Gs(p) 分 成 下 述 两 项 
G2(p) = fi(—p?)p :7y +ife(—p’), 一 (1.2.41) 
则 广 (-p*) 和 户 (-2) 都 可 延 拓 到 复 平面 . 
7 Co 2 
0) = 2 + Cd | (1.2.42) 
0 1.2.42 
7,,M Oo 2 2 
fa(2) = -2 + | pote) A ) 2. 
此 式 表 明 i(z) 和 fo(z) 在 
z=M? 


即 物理 质量 平方 处 有 一 极点 , 留 数 分 别 为 Zy 和 ZwyM, 在 局 到 co 之 间 有 一 割 线 
而 及 (-p?) 和 所 (Pp?) 分 别 为 z 从 实 轴 上 方 趋 于 -zz 时 户 (z) 和 户 (z) 的 极限 值 . 
在 质 壳 重 正 化 方案 中 , 费 米子 的 波 函 数 重 正 化 常数 就 是 Zy, 重 正 化 质量 , 同 玻 
色 子 的 情况 一 样 , 就 是 物理 质量 M. 
通过 对 {Wo(z1), 咏 (z2)} 真空 平均 值 的 讨论 , 同样 可 证 


f[ pi(1*)dy* = 1, (1.2.43) 
0 
即 本 
Zy +| pi(y )dy = 1. (1.2.44) 
po 
于 是 同样 有 
0 < Ly <1. 
微 扰 论 中 出 现 的 “发 散 困 难 ” 对 应 于 理论 计算 的 Zy 值 为 零 . 
3. 项 角 函 数 


费 恩 曼 规则 中 的 顶 角 是 由 拉 格 朗 日 函数 .2 中 的 互 作用 项 .nt 确定 的 . 这 种 顶 
角 我 们 称 为 基本 项 角 . 例如 , 腹 标 量 场 与 旋 基 场 的 相互 作用 , -nt 为 -igowysyyp, 其 
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本 顶 角 就 是 (~igons). 又 如 , 实 标量 场 的 自作 用 , .Gn = -29w， 那么 基本 顶 角 就 是 
(0). 一 般 来 说 基本 顶 角 等 于 将 .8a, 对 其 中 所 有 的 场 量 作 微 商 所 得 出 的 结果 
在 费 恩 曼 规则 中 , 费 恩 曼 图 中 的 每 个 顶点 应 等 于 


i(2r) 5(2pi) x (基本 顶 角 ) 


现在 来 考虑 包括 高 阶 修正 的 完全 顶 角 . 这 种 顶 角 不 再 是 定 域 的 , 也 就 是 说 不 是 
一 个 点 . 因此 通常 称 为 项 角 孔 数 (参见 图 1.2.5). 

我 们 先 来 看 腹 标 量 场 与 旋 量 场 的 相互 作用 . 完全 的 三 线 (两 旋 量 线 、 一 夺标 量 
线 ) 格林 函数 Gs(z1, zz,y) 如 图 1.2.5 所 示 , 从 其 中 分 出 三 个 外 线 传 播 子 (完全 的 ) 以 
及 因子 i 以后, 所 剩 下 的 部 分 即 称 为 三 点 顶 角 函数 T3(z1, 22,y), 用 数学 式 表示 出 来 
即 为 


Gas(zlz2g) = (0ITW(zl)w(zz)2(y)10) 


= | dri arnty Ga — 71)T3(71, To, 四 )Ga(z — zt2)G2(y — Yy). 


(1.2.45) 
显然 , 天 (zz 所 对 应 的 图 形 是 正规 图 形 , 即 单 粒子 不 可 约 的 连接 图 . 
TV (x4, zy,y) = 一 igo766(z4 — 24)6(21 —Y)) (1.2.46) 


也 就 是 前 面 定义 的 基本 顶 角 . 

再 来 看 实 标量 场 自作 用 的 情况 . 设 rt = 一 息 yg3 和 0yh， 于 是 三 点 基本 顶 角 
为 (ko0), 四 点 基本 顶 角 为 (一 Xo). 我 们 先 看 四 点 顶 角 函数 . 设 考虑 了 所 有 高 阶 修正 
后 的 四 线 连接 格林 函数 为 G8 (zl za za za) = (0|[TO(z1)9(z2)P(z3)P(z4)|0)。, 其 中 
角 标 c 表示 只 计算 连接 的 费 恩 曼 图 的 贡献 . 是 否 像 上 面 一 样 , 从 GY 中 分 出 i 和 四 
个 传播 子 之 后 的 部 分 就 是 四 点 顶 角 函数 T(z1,z4, x4, 24) 呢 ? 不 是 . 像 图 1.2.6 中 所 
画 的 部 分 就 不 应 包括 在 四 点 顶 角 之 内 . 而 应 看 作 是 两 个 三 点 顶 角 的 结合 . 对 此 下 面 
还 将 说 明 . 

总 的 说 , 顶 角 函数 (不 论 是 几 点 ) 所 对 应 的 图 形 不 仅 是 连接 的 还 必须 是 单 粒子 
不 可 约 的 , 即 为 正规 图 形 (图 1.2.6 所 示 的 就 是 单 粒子 可 约 的 图 形 . 只 要 断 开 中 间 的 
单 粒子 内 线 , 就 约 化 成 两 个 三 点 顶 角 图 )， 

以 上 讨论 的 项 角 函 数 可 称 为 基本 顶 角 函数 , 因为 它们 是 由 基本 顶 角 及 其 高 阶 修 
正 构成 的 . 我 们 可 把 顶 角 函数 推广 到 有 任意 n 个 “外 线 连接 点 ” 的 图 形 . n 点 顶 角 函 
数 im 的 定义 是 : 为 去 掉 n 个 外 线 传播 子 后 的 正规 图 形 的 贡献 总 和 | 
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图 1.2.5 中心 圆 为 点 顶 角 图 1.2.6 单 粒子 可 约 图 形 


利用 顶 角 函数 ( 指 所 有 可 能 的 顶 角 函数 ) 来 构造 格林 函数 时 , 只 要 通过 传播 子 
把 它们 连 成 树 图 即 可 . 在 这 种 构造 过 程 中 , 不 出 现 新 的 圈 积 分 . 因此 , 只 要 传播 子 和 
各 项 角 函 数 都 消除 了 发 散 , 整个 格林 函数 中 也 就 不 含 发 散 了 . 另外 , 各 个 顶 角 函数 所 
含 的 发 散 互 相 不 关联 , 于 是 消除 发 散 可 对 各 个 顶 角 函数 分 别 进行 . 这 就 使 得 顶 角 函 
数 在 重 正 化 问题 的 研究 中 占有 重要 地 位 . 

既然 格林 函数 是 由 顶 角 函数 和 传播 子 的 各 种 “ 树 图 组 合 ” 所 构成 . 我 们 就 不 难 
理解 , 为 何 四 点 顶 角 函数 中 不 能 包括 图 1.2.6 的 贡献 . 因为 该 图 已 经 包括 在 三 点 顶 角 
函数 和 传播 子 构 造 出 来 的 格林 函数 中 , 若 四 点 顶 角 函数 中 再 包括 它 , 那 就 会 出 现 计 
算 重复 . 根据 同样 的 理由 , 所 有 ( 带 任意 个 “外 线 连接 点 ” 数 的 ) 顶 角 函数 所 对 应 的 
图 形 都 必须 是 单 粒 子 不 可 约 的 . 

以 上 讨论 的 格林 函数 和 顶 角 函数 都 是 在 坐标 表象 中 表示 的 . 对 它们 作 健 里 叶 变 
换 , 并 分 出 一 个 四 维 5 函数 即 可 得 出 动量 表象 中 的 表示 . 如 果 所 有 外 线 上 的 动量 都 
按 “入射 动量 来 取 值 (一 个 动量 为 gq 的 出 射 粒子 , 其 对 应 的 入 射 动量 即 为 了 = -9q)， 
那么 点 顶 角 T(z1, zz ,Zn) 在 动量 表象 中 的 表示 Tn(p1,p2,… ,pn) 即 由 下 式 
定义 : 


(27)*6° (3p Tn (p1, p2,* +: , pn) 一 dsm dsone ea (1.2.47) 


4. 顶 角 重 正 化 常数 


我 们 将 对 理论 中 的 每 个 基本 顶 角 定义 一 个 重 正 化 常数 .为 此 我 们 来 考虑 基本 
顶 角 函数 , 它们 的 结构 和 所 依赖 的 独立 宗 量 可 通过 对 称 性 分 析 而 定 出 . 例如 , 前 面 
所 说 的 旋 量 粒子 和 硒 标 量 粒子 的 相互 作用 , .nt = 一 igowysyp, 宇 称 是 守恒 的 , 因此 
图 1.2.5 所 示 的 三 点 顶 角 函数 的 一 般 结构 为 2 


@Ts(p1,pP2,K) 为 4x4 甜 阵 , 因而 总 可 按 7 7 opwv,Y5,Yn,Y5 来 展开 . 由 于 两 个 独立 矢量 p1,p2 不 
可 能 做 成 用 标量 和 性 矢量 , 因而 展开 式 中 实际 只 能 含 ys, YsYx 和 ysowv 三 类 项 . 
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Ts(p1, p2, k) = —igoys f (ip17y, ip2Y, k”), (1.2.48) 


其 中 
f (ipiy, ip2y, k?) = fi(p1, p32, Kk?)ip1y + f2(p1, p2, 1)ip27 
+fa(p?, p32, k?)(ip1Yy) (ip2Yy) + fa(p1, p2, k*). 
在 这 里 ps 取 为 入 射 旋 量 粒子 动量 , 而 pi 为 出 射 旋 量 粒子 动量 , 有 = pa 一 pl 为 夺标 
量 粒 子 动量 . 由 于 实际 上 只 有 二 个 独立 的 四 维 动量 , 故 最 多 只 能 作成 三 个 独立 的 标 
量 , 它们 可 取 为 p?, p2 和 k2. (1.2.48) 第 二 式 中 的 方 都 是 相对 论 不 变 的 函数 , 因此 
只 能 依赖 这 三 个 标量 . 
在 零 阶 近似 中 


rs 即 化 为 基本 顶 角 T4. 
我 们 来 定义 顶 角 重 正 化 常数 . 令 


l . . 
ZF flip1 * 7, ip2 :7, Ke?)lipy.y=—ipa:y=M,p?=p2=—M?,k2=—m? 
= fi(—M?,—M?,—m?)M - fo(—M?,—M?— mM (1.2.49) 
—fs(—M?,—M?,—m)M? + fA(—M?,—M?— mm’). 


由 于 ipi :Y= 一 jpo:yY= M, 放 =P2= 一 M2? 和 及 = 一 mm 对 应 于 所 有 外 线 都 在 质 沉 
上 , 故 这 样 定义 的 Z 称 为 质 壳 重 正 化 方案 中 的 顶 角 重 正 化 常数 . 这 样 , 在 质 党 上 就 
有 1 

Ts = ig0%s (1.2.50) 


再 看 实 标量 场 自作 用 情况 . 设 ne = 一 各 4, 则 四 点 顶 角 函 数 可 表 为 
Ta(k1, ko, ka, ka) = —AMof (k?, k2, ks, k4, s,t), (1.2.51) 


其 中 , s, 由 式 (1.2.52) 表示 . 这 是 因为 有 十 ko 十 ks 十 ka = 0, 实际 的 独立 天 量 只 有 
三 个 , 由 它们 只 能 做 出 六 个 独立 标量 , 其 中 四 个 可 选 为 , 奴 , k3 和 kz, 男 外 还 需 补 
充 两 个 . 通常 令 


s=—(kii+k2)s, t=—(ki+ ka)?, v=—(ki + ka)’, (1.2.52) 


和 


如 果实 际 入 射 粒子 是 (1, 2) 而 出 射 粒子 为 (3, 4), 那么 s 就 代表 质心 系 中 总 能 量 的 
平方 , 而 t 和 分 别 代 表 质 心 系 中 三 维 动量 转移 平方 的 负 值 (在 这 里 所 有 都 是 按 
入 射 动量 取 值 的 ). 而 着 实际 入 射 粒子 是 (1,3), 则 上 就 是 质心 系 中 总 能 量 的 平方 , 如 
此 等 等 . 
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不 难 证 明 s, t, wv 与 所 有 好 之 间 有 下 列 关 系 
s 十 t 十 二 一 (k2 十 妈 2 十 kk3 十 4)， (1.2.53) 


因此 这 七 个 变量 中 只 有 六 个 是 独立 的 . 在 式 (1.2.51) 中 , 取 了 (7 = 1,2,3,4) 加 上 
s 和 上 
我 们 定义 


1 
pa 一 CE kz, k3, k2, 5, t)|k2 =k2=k2=k3=—m2,s=t= 和 m2 (1.2.54) 
VU 


为 质 壳 重 正 化 方案 中 的 四 点 顶 角 重 正 化 常数 . 其 中 , s 和 的 取 值 是 这 样 定 的 : 在 质 
过 上 , 由 式 (1.2.53), s 十 t 十 等 于 4m2, 我 们 取 对 称 点 (s = 上 = %%) 的 值 , 于 是 得 


s=t=u= Sm?. (1.2.55) 
同 前 类 似 , 在 质 尝 对称 点 上 有 


1 ~ - 

-元 (1.2.56) 、 ed 
前 已 指出 , 只 需 对 基本 顶 角 定义 顶 角 重 正 化 常数 , 而 

基本 顶 角 是 指 拉 格 朗 日 函数 中 所 包含 的 顶 角 . 在 可 重 正 
化 理论 中 , 每 个 含 原始 发 散 的 顶 角 函 数 都 须 有 一 个 与 之 
相应 的 基本 顶 角 . 例如 , 对 厢 标 量 场 与 旋 量 场 相互 作用 一 \ 
的 情况 , 图 1.2.7 是 一 个 原始 发 散 图 . 这 样 拉 格 朗 日 函数 
中 还 必须 有 -全 94 的 项 , 这 样 该 理论 才 可 能 经 过 重 正 
化 得 出 有 意义 的 结果 , 仅 有 igpysww 型 的 作用 项 是 “不 
可 重 正 化 的 ”， 


T= 


图 1.2.7 


1.3 ”格林 函数 和 项 角 函 数 的 生成 泛 函 , 重 正 化 规格 条 件 


在 讨论 规范 场 的 量子 化 和 重 正 化 时 , 我 们 将 经 常用 到 格林 函数 和 顶 角 函数 的 生 
成 泛 函 . 因此 在 这 里 先 对 它 作 一 个 简单 的 介绍 . 另外 , 我 们 还 将 对 重 正 化 的 意义 作 
概括 性 的 说 明 并 给 出 重 正 化 的 规格 条 件 . 


1. 格林 函数 和 项 角 函 数 的 生成 泛 函 


我 们 以 实 标量 场 的 相互 作用 为 例 来 说 明 格林 函数 和 项 角 函 数 两 者 的 生成 泛 函 
的 定义 , 以 及 它们 之 间 的 关系 . 设 n 线 格 林 函 数 为 Gn(X1,… ,zn), 格林 函数 生成 泛 
函 的 定义 是 
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[7(z)] =1 D3 1/ Zld4zo :dirnGn(z1, To, (1.3.1) 


ja (Zn)， 


图 131 其 中 , j(z) 为 任意 的 实 函数 , G1(z) = (0l2(z)|0) 代表 场 算 符 的 真空 
平均 值 , 相应 的 图 形 如 图 1.3.1 所 示 (此 图 称 赂 时 图 ). 通常 G1(z) = 
0, 除非 真空 中 有 标量 场 的 凝聚 
对 于 任意 一 个 j(z), 由 式 (1.3.1) 可 以 确定 2[7(z)] 的 一 个 值 . 故 217(z)] 为 j(2) 
的 泛 函 . 


定义 泛 函 微 商 Bj(z) 
A py .3. 
5 6( ) (1.3.2) 
于 是 有 (用 了 = 0 表示 j(z) 处 处 为 零 ) 
1 bn"2Z0] = Gi (T1721) Ln) (1.3.3) 


in 6j(71) :607(7n) 1j=0 
即 通过 对 2Z[]] 的 泛 函 微 商 可 得 出 各 个 格林 函数 . 因此 2D] 称 为 格林 函数 的 生成 泛 
2Z[j] 用 海 森 伯 算 符 表示 出 来 为 
2[)] = (0ITeiy d ?8(7)i(®)|0). (1.3.4) 
在 下 一 章 中 , 我 们 将 给 出 它 的 泛 函 积分 表达 式 . 
以 上 写 出 的 Gn(7z1,…, zn) 为 完全 的 格林 函数 , 包括 连接 的 和 非 连 接 的 . 下 面 
将 把 连接 的 格林 函数 加 上 标记 (c), 如 G8(z1,… zn). 完全 的 Gn(z1,…zn) 可 以 表 
示 为 硅 干 个 连接 格林 函数 乘积 的 和 , 例如 


Cs(Z1， X92,， Z3 ) 一 GS (Z1， 2， Z3 ) 十 [es (Z1， x2)G'™ (Zz3) 十 GK) (Z2， 7r3)G'°) (721) 
+GP (za, 71)G (22)] + GY (21)GY (22)G7 (za) 


当 G(o(z) = 0 时 , Gs 就 等 于 G4. 对 一 般 的 mw 此 关系 可 表示 为 


Gn(T1,:*: ,Tn) 一 > GHG ... (mi 十 mo2 十 …， = n). 
各 种 结构 及 
{zn} 的 各 种 分 配 


如 果 用 带 双 层 轿 的 图 VC 表示 连接 的 格林 函数 , 那么 上 式 可 如 图 1.3.2 所 示 (各 
个 外 线 端点 上 都 带 有 坐标 ) 
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1 1/ ‘ 
\ | \ 人 \ 人 ‘\ < 
mm~ ANT、 、 \ ‘ 
、\、 ~ \ ~、、、 ‘ n-l ~ \ (CI 
和 
vv ~、 m=l 。 {z} 的 ff 
/A \ /A 各 种 分 本 
Gr Gu 
G, GO n- 
\ 人 \ x \ 人 
\ \ \ 
， 而 -全 基 
之 2 2 D; 办 2 OO 
各 种 分 配 ” 下 7 7 
1 1 1 
Gr GY GL, 
图 1.3.2 
对 于 连接 格林 函数 同样 可 以 定义 它 的 生成 泛 函 2. 思 ]， 
OO 这 
Zclj| = > 可/ ae dd4znGGi(z1 Zn)7T(z1) :I(Tn). (1.3.5) 
n=1 
Zc 思 与 2 的 关系 为 
2Z[j] = e (1.3.6) 


将 上 式 右 方 展开 , 再 对 两 边 作 泛 函 微 商 , 即 可 得 出 G 与 G(9 之 间 的 关系 . 

我 们 还 可 以 通过 2Z.|j] 建造 出 顶 角 函数 的 生成 泛 函 [6(z)], 这 里 $(z) 是 任意 
的 实 函数 ， 顶 角 函 数 生成 泛 函 的 意义 是 , 对 它 作 n 次 泛 函 微 商 即 可 得 出 项 角 函 数 
[. 在 标量 场 无 真空 凝聚 情况 ( 即 G(9(z) = (0lp(z)l0) = 0) 下 , 公式 为 


0 


oDe) Hotan)| em 0m) 四 


$=0 
有 真空 凝聚 的 情况 将 留 到 2.6 节 中 再 讨论 . 
Jona-Lasinio 证 明了 AY 的 勒 让 德 变 换 就 能 满足 上 述 对 [9] 的 要 求 . 我 们 
先 来 说 明 Ze[j] 的 勒 让 德 变换 的 意义 . 令 
_ 162 


$(Z) = 了 Bz) (1.3.8) 
将 式 (1.3.5) 代入 , 并 利用 所 作 的 假定 “G9(z) = 0” 即 化 出 
00 这 一 ! 
dg(z) = 2 m1 /aa . .dtzn_1G(9 (71, ,Tn 1 T)I(T1) .I(Tn_1). (1.3.9) 
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由 此 可 见 , $(z) 既是 x 的 函数 又 是 j(z ) 的 泛 函 . 反 过 来 , j(z ) 也 可 看 作 是 ~ 的 函 
数 和 4%(z) 的 泛 函 ”. 
Zc[j] 的 勒 让 德 变换 的 定义 是 


Zi | dni(e)l) 


将 ; 看 作 是 9 的 泛 函 , 上 式 即 为 iTI9]( 这 里 带 上 因子 i 是 由 于 当初 定义 顶 角 函 数 时 
分 出 了 一 个 i), 于 是 有 


rig] = 52.0]— | dszj(n)ole) (1.3.10) 


对 上 述 定义 的 了 内 作 泛 函 微 商 , 即 可 得 到 顶 角 函数 . 但 在 这 里 我 们 不 拟 作 这 项 
数学 证 明 , 而 将 在 下 一 章 中 给 出 一 个 比较 直观 的 论证 . 

前 节 定 义 的 顶 角 函数 , 是 从 n= 3 开始 的 , 没有 给 出 n= 1,2 时 顶 角 函数 的 定义 . 
现在 我 们 可 以 把 式 (1.3.7) 推广 到 mn = 1,2 的 情况 , 并 由 此 给 出 局 (z) 和 T2(z1, zz) 


Pr 
% 


先 来 求 到 全 由 式 (1.3.10) 


07 |g i 4 0Zclj] 607(Y) iz) 4 07(Y) 
59(7) / y) Sp) 一 7) /: 2959 
由 式 (1.3.8), ly) 等 于 --i4 0, 代入 上 式 即 知 第 一 、 三 项 互相 消去 , 于 是 有 
7 人 jz). (1.3.11) 


此 式 可 看 成 式 (1.3.8) 的 逆 关 系 式 , 它 给 出 j(z) 作为 $ 的 汉 函 的 表达 式 (此 式 亦 可 
看 作 $ 所 满足 的 泛 函 方程 ). 
按照 式 (1.3.7), 定义 


oTIg| 


ey 


= —j(7) 


p=0 


0 三 0 


在 写 式 (1.3.7) 时 , 我 们 已 假定 标量 场 无 真空 凝聚 , 在 这 种 情况 下 , 当 了 三 0 时 有 
9 三 0( 参 见 式 (1.3.9)). 由 于 $$ 和 j; 的 关系 是 一 一 对 应 关系 , J(z)jls=o 将 等 于 零 , 于 
是 


71 (zx) 二 0. 
@ 在 G4)(z,z') 的 道 存在 的 情况 下 , 从 式 (1.3.9) 可 以 求 出 j(z') 的 一 个 级 数 解 . 
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再 来 看 [2. 将 式 (1.3.11) 两 侧 对 j(y) 作证 函 微 商 , 结果 为 


Br 鸭 82) sa 
| je Ge = 
TE (0) dG(z) 622.[ 
7) __ 7 
jy) S76I(Y) 
代入 上 式 得 

ae = 64(z —Yy). (1.3.12) 

69(T)69(7') 07(7')67(Y) 
“Tg °Fc[] > 一 0 对 所 ， 一 = 由 
这 表明 Fs 本 EE 本 的 逆 ， 再 加 上 = 0 对 应 于 7 三 0, 于 是 得 

0 ,022 


的 逆 , 也 就 是 


S61) G72)| os S71)5j(z2)| 
T2(71, 72) 一 iG3 (zl £2). (1.3.13) 


在 这 里 略 去 了 GY) 中 的 标号 (c), 因 在 Gt = 0 时, G8 = G2. 
这 一 结果 表明 , 按照 式 (1.3.7), 二 点 顶 角 即 等 于 二 线 格林 函数 的 道 乘 上 因子 i. 
有 了 以 上 关于 I 和 书 的 定义 , 我 们 就 可 把 顶 角 函数 的 生成 泛 函 TI9] 写成 


= 了 /ac d4zng(zi) gz)P(zi Za ,Tn). (1.3.14) 


下 面 我 们 再 来 对 (标量 场 的 ) 二 点 顶 角 函数 作 进一步 的 讨论 , 在 动量 表象 中 ， 


Ts(p) = —[p +m + 2D(p)]. (1.3.15) 
其 中 , 区 (p) 为 正规 目 能 函数 . 零 阶 的 二 点 顶 角 为 
D3 (p) = —(p? + m?), (1.3.16) 
在 坐标 表象 中 它 化 为 
Potzz) = (DO — m2)6(z 一 zz (1.3.17) 
这 样 , 作用 量 I 中 的 自由 场 项 可 以 表 为 ? 


1 和 = 了 /olz) 口 -mp(z)dz 
/ (1.3.18) 


一 ; /ez (z, zeo(z )d rd rx.. 


d4z 是 等 价 的 . 


@ 对 作 变 分 或 泛 函 微 商 来 说 ， / p(z)Dp(z)d4z 与 /2 Op(®) Pte) 
用 
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反 过 来 TV 也 可 以 表 成 10[g] 的 泛 函 微 商 


01o[g] 


dz 65970) i 1 L “ ot)。 
69(7T1)69(72) T2 (21, 72) (1.3.19) 


另外 , 根据 前 面 的 讨论 , 基本 顶 角 也 可 表 为 作用 量 中 的 相互 作用 项 Lot = / ned 
对 场 量 的 泛 函 微 商 (参见 式 (1.2.46)). 而 基本 顶 角 也 是 “基本 顶 角 函数 ”的 零 阶 近 
似 . 将 此 与 式 (1.3.18) 综合 起 来, 就 得 出 一 个 重要 的 结果 ， 

Tg] 的 零 阶 近似 O16] 就 等 于 作用 量 7 网 

在 本 节 中 , j(z) 和 gz) 是 作为 定义 生成 泛 函 的 工具 引入 的 ( 见 式 (1.3.1) 下 和 
式 (1.3.7) 上 文 ), 我 们 没有 讨论 它们 的 物理 意义 . 下 一 章 我 们 将 说 明 , j(z) 代表 在 原 
来 的 相互 作用 之 外 另 引 入 的 标量 场 附加 经 典 源 , 而 $(z) 就 是 在 此 附加 经 典 源 的 作 
用 下 标量 场 的 真空 凝聚 值 ( 即 有 7 存在 时 场 算 符 的 真空 期 望 值 ) 


2. 质 壳 重 正 化 


在 量子 场 论 中 , 由 微 扰 论 计算 出 来 的 各 个 格林 函数 都 包含 紫外 发 散 ( 在 本 书 中 
我 们 不 讨论 红外 发 散 , 因而 紫外 发 散 也 简称 发 散 ). 经 过 许多 人 的 研究 , 已 经 证 明 , 对 
于 满足 一 定 条 件 的 拉 格 明日 函数 , 这 个 问题 可 以 通过 重 正 化 来 “解决 ”, 即 通过 质 
量 、 耦 合 常数 以 及 场 算 符 的 重 正 化 把 发 散 吸 收 掉 . 符合 这 一 要 求 的 场 论 通常 称 为 可 
垂直 化 的 场 论 ”. 但 要 指出 的 是 , 并 不 是 计算 结果 出 了 发 散 才 需 要 进行 重 正 化 , 只 要 
场 之 间 有 相互 作用 就 要 进行 重 正 化 (即使 没有 出 现 发 散 ). 下 面 以 帮 标 量 场 与 旋 量 场 
相互 作用 为 例 来 作 一 说 明 . 设 


_ — 1 1 ， 一 入 
= -poy — Mopy — 5(0up) 一 5map2 — igop ysyp — Tip 


此 式 中 的 参量 Mo 和 mo 只 在 无 相互 作用 时 才 代 表 旋 量 粒子 和 硒 标 量 粒子 的 质量 . 
当 存 在 相互 作用 时 , 由 于 自 能 效应 , 真正 的 物理 质量 并 不 就 是 Mo 和 mo, 而 要 附加 
上 相应 的 6M 和 56m. 我 们 将 称 Mo 和 mo 为 乡 中 的 质量 参数 或 称 为 粒子 的 裸 质 
量 . 求 出 物理 质量 M 和 m 与 裸 质量 Mo 和 mo 之 间 的 关系 , 并 将 诸如 散射 截面 、 
跃迁 概率 等 物理 量 换 用 物理 质量 M 和 m 表示 出 来 , 就 叫做 质量 重 正 化 (这 是 就 质 
壳 重 正 化 方案 而 言 ). 物理 质量 也 就 是 质 壳 重 正 化 方案 中 的 重 正 化 质量 . 另外 , 由 于 
真空 涨 落 , 真空 中 将 出 现 各 种 虚 粒 子 . 这 种 效应 使 真空 类 似 于 茶 种 介质 , 从 而 影响 粒 
子 间 相互 作用 的 强度 . 在 经 典 电动 力学 中 , 我 们 知道 , 当 一 个 电荷 g 处 于 介质 中 时 ， 
由 于 介质 的 极 化 效应 , 它 的 有 效 值 将 降 为 9/e, 此 处 s 为 介质 的 介 电 常数 . 而 所 谓 电 
何 也 就 是 电磁 作用 的 看 全 常数 . 在 量子 场 论 中 , 还 有 其 他 效应 影响 实际 的 看 全 强度 ， 
@ 更 确切 地 说 法 应 当 是 : 可 通过 重 正 化 把 发 散 吸 收 掉 的 场 论 . 
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它们 合 起 来 使 乡 中 的 参量 go 和 Ao 并 不 就 是 物理 的 而 全 常数 , 我 们 将 称 go 和 Xo 
为 裸 看 合 常 数 . 找 出 物理 的 而 合 常数 g 和 和 与 裸 斐 合 常数 go 和 Xo 间 的 关系 , 并 将 
计算 出 的 诸如 散射 截面 、 跃 迁 概 率 等 物理 量 换 用 g 和 和 表示, 就 叫做 而 合 常 数 的 重 
正 化 . 关于 场 算 符 的 重 正 化 将 在 下 面 说 明 . 
发 散 困难 表现 在 : 从 有 限 的 Mo, mo, go 及 Xo 出 发 , 用 微 扰 论 计算 出 的 MA, m， 
9, 入 和 所 有 S 矩阵 元 都 含 发 散 . 用 重 正 化 来 克服 发 散 困难 的 做 法 其 精神 是 : 将 经 过 
波 函 数 重 正 化 处 理 的 5S 矩阵 元 和 格林 函数 , 换 用 物理 质量 (M,m) 和 物理 耦合 常数 
(9, 入 ) 表示 出 来 , 如 果 这 种 表示 式 中 已 不 再 显 含 发 散 , 那么 困难 就 被 避 开 了 , 因为 我 
们 可 把 M, m, 9 和 入 用 实测 的 物理 值 代入 , 而 不 去 管 对 应 的 裸 质 量 和 裸 耦合 负数 
的 值 . 这 样 计 算出 来 的 散射 截面 或 牙 迁 概率 等 就 都 是 有 限 值 , 从 而 可 与 实验 相 比 较 . 
为 了 将 裸 质 量 和 裸 耦 合 常数 换 用 重 正 化 的 质量 和 耦合 常数 表示 , 首先 就 要 从 理 
论 上 确定 它们 之 间 的 关系 . 在 质 壳 重 正 化 中 , 重 正 化 质量 就 是 粒子 实际 的 物理 质量 ， 
它 的 理论 值 可 从 传播 子 定 出 . 上 节 已 经 指出 , 标量 或 大 标量 粒子 的 传播 子 G2( 一 k?)， 
作为 -全 的 函数 , 极点 位 置 即 等 于 物理 质量 m 的 平方 , 因而 m 的 理论 值 可 由 下 式 
确定 
G3 (—k?)|_r2=m? = 0. (1.3.20) 


同样 旋 量 粒子 的 物理 质量 可 由 其 传播 子 中 的 不 变 函 数 户 (-22) 和 fo( 一 p) 的 极点 
确定 (参见 式 (1.2.41) 和 (1.2.42)), 亦 即 


fr 1(—p)| pM? = fp) pM =0. (1.3.21) 


在 质 沉 重 正 化 方案 中 , 波 函 数 重 正 化 常数 为 上 节 定 义 的 Ze 和 2y, 它们 可 通过 
传播 子 极 点 上 的 留 数 来 确定 . 如 以 z 代替 -局 或 -2 则 有 


d 1 


d d 1 
1_ 一 ] _ 2 一 ”一 -一 一 一 一 | __ -一 一 一 一 一 -一 2 一 一 一 . .22 


上 式 中 的 有 i(z) 和 fo(z) 由 式 (1.2.42) 表示 . 

质 壳 重 正 化 名 称 的 由 来 就 在 于 一 及 或 -22 取 为 物理 质量 平方 , 即 所谓 质 充值 
的 缘故 

从 式 (1.3.20) 和 (1.3.22) 第 一 式 得 出 , 在 一 有 = m2 附近 , G2 守 元 (一刀 一 m2)， 
于 是 在 质 壳 附 近 

—iZwy 
K2 十 mr2 一 ic 
同样 , 在 质 壳 附 近 旋 量 粒子 传播 子 的 近似 式 为 


~ J: ip:yY—M 
G2(p) Ey _ ie 


G2(—k*) Pe 
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它们 与 自由 传播 子 的 差别 只 在 多 出 因子 Zs 和 2 
波 函 数 的 重 正 化 可 通过 场 算 符 的 重 正 化 表示 出 来 . 定义 重 正 化 的 场 算 符 为 
pn(z) = 25726(z)， 积 (z) = Zp i(z) 
机 (1.3.23) 
fr(7) = 27. V7), YR(z) = 25 Y(z). 
用 重 正 化 场 算 符 定义 的 格林 函数 就 是 经 过 波 函 数 重 正 化 的 格林 函数 (简称 重 正 化 的 
格林 函数 , 因为 剩 下 的 问题 就 是 换 宗 量 , 将 原来 的 mo, go,… 换 成 m,g…), 并 加 上 
标 (R) 来 表示 , 例如 对 实 标量 场 ， 
GH) (za za Ln) = (0ITOR(zi)On(zz)…OR(zn)l0)， (1.3.24) 
这 样 G8? 和 G5 在 质 壳 附近 就 化 为 
O(N) 页 元 一 
_ sy (1.3.25) 
与 自由 传播 子 表达 式 相 一 致 
值得 注意 的 是 , 对 易 关 系 在 用 重 正 化 场 算 符 表示 时 要 带 有 因子 221 和 251， 
[pr (z, t), firR(T", t)| 一 iZ 6(z 7'), 
{Wa(z,t)o, M(t)e} = 27 6086(7 — 2). 
下 面 再 来 讨论 耦合 常数 的 重 正 化 . 在 上 节 中 我 们 曾 给 出 了 顶 角 重 正 化 常数 . 例 
如 , 在 旋 量 场 与 厦 标 场 看 合 情 况 下 , 在 质 壳 上 Ts 可 约 化 成 -i ms. 亦 即 


(1.3.26) 


a(p1)T3u(p2) = -iZ (pi) su(p2), (1.3.27) 


go/Z。 就 代表 重 正 化 耦合 常数 ?还 不 是 . 原因 在 于 I 是 取 (0|TY(z1)(z2) B(y)|0) 

中 单 粒子 不 可 约 部 分 得 出 的 , 这 里 场 算 符 未 重 正 化 . 如 果 我 们 取经 过 波 函 数 重 正 化 

的 三 线 格林 函数 G9Y = (0|TYr(z1)wr(z2)Pr(y|0)), 并 在 其 动量 表示 G$™ (pi, pz,%) 

中 分 出 因子 i 和 三 个 重 正 化 的 传播 子 G 因 (pi), GD) (pz) 和 GS (k), 则 结果 就 称 为 

经 过 波 函 数 重 正 化 的 三 点 顶 角 函数 TL (简称 重 正 化 的 三 点 顶 角 函数 ). 动量 表象 中 

的 G8” (p1,p2,k) 与 坐标 表象 中 的 GE) (zi, 7z2,y) 间 的 关系 仍 与 前 相同 , 即 
(27)464(p1 十 pa + kG (p1, p2, k) 


z (1.3.28) 
一 / dtz1dtz2dtye™ i(P1T1+p272+ky) GE (Z1， To2， y). 
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同 前 一 样 , TY (pi1, pz2,k) 可 表示 为 


TV (pi1,p2, k) = —igoys fa(ip17y, ip2y, £2), 


fa(ip17y, ip2y, k?2)= fA™ ee k?)ip1y + fA™ (p32, p32, 人 Jp (1.3.29) 
(p3, p32, k?)(ip1y) (ip2y) + fA (p?, p3, k2). 
不 难 求 出 , fk 在 质 壳 上 的 值 为 元 26222 如 果 定 义 
g=g0/2g, 2Zg= Zu2 1221, (1.3.30) 
那么 在 质 党 上 ”就 等 于 -igys, 即 
up Tu(p2)? = —igu(p1)ysu(p2). (1.3.31) 


上 式 右 方 与 基本 顶 角 的 结果 相同 , 只 是 go 换 成 了 g. 这 样 定义 的 9 称 为 重 正 化 耦合 
常数 ,2 称 为 耦合 常数 的 重 正 化 常数 . 由 于 上 述 2Z。, Zo 和 Zw 都 是 在 质 壳 上 定义 
的 , 因而 相应 的 9 和 2Z。 皆 为 质 壳 重 正 化 方案 中 的 参数 

从 式 (1.3.31) 和 (1.3.30) 我 们 看 到 , 重 正 化 耦合 常数 9 等 于 质 壳 上 的 重 正 化 项 
角 函数 TL 分 出 -ins 后 的 值 , 因而 它 的 大 小 不 仅 与 顶 角 重 正 化 常数 有 关 , 还 同 波 
函数 重 正 化 常数 有 关 . 

一 般 说 来 , 重 正 化 顶 角 函数 TA 的 定义 是 : iRi) 等 于 从 连接 的 G8 中 去 掉 
n 个 重 正 化 的 传播 子 后 的 正规 图 形 的 贡献 总 和 | 

下 面 再 对 一 般 格林 函数 的 重 正 化 问题 作 一 些 补充 说 明 . 

用 微 扰 论 计算 5 矩阵 元 或 格林 函数 (包括 传播 子 ) 时 , 由 于 要 出 现 紫外 发 散 , 因 
此 在 动量 积分 中 需 引 入 一 个 上 限 来 进行 截断 , 否则 表达 式 将 不 存在 . 这 种 处 理 称 为 
规制 化 . 我 们 用 4 来 表示 这 个 截断 动量 , 于 是 n 线 格林 函数 (其 中 旋 量 粒子 外 线 数 
为 ni, 标量 粒子 外 线 数 为 nz,ni 十 n2 = n) 可 写成 


Gn(p1, p2,*: , Pn1; Kk1, ko, ”" , kn,; Mo, m0, 90, , A), 


当 4 一 co 时 , Gn 将 出 现 发 散 . 

一 般 说 来 , 规制 化 就 是 通过 某 种 方法 来 抑制 或 规 束 G 中 的 发 散 , 以 得 到 一 个 
有 限 的 表达 式 并 使 G。 可 以 看 作 是 此 表达 式 的 某 种 极限 . 我 们 并 可 用 规制 参数 (如 
上 述 G 中 的 4) 来 表示 被 规制 的 发 散 , 规制 化 不 限于 作 动量 截断 , 在 规范 场 论 中 最 
党 用 的 是 维 数 规制 化 , 我 们 将 在 第 6 章 中 介绍 . 

从 前 面 的 讨论 还 可 看 出 , 在 M, m, g,… 和 Mo, mo, go,… 的 关系 式 中 , 将 含有 
被 规制 的 发 散 A. 
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一 个 场 论 是 否 可 重 正 化 就 看 最 后 得 出 的 5 矩阵 元 中 的 发 散 是 否 可 吸收 到 M， 
m, g, … 中 去 . 对 于 Gn, 相应 的 要 求 就 是 , 在 将 宰 参 数 换 用 重 正 化 参数 表示 后 , 和 
下 的 发 散 只 出 现在 外 乘 的 与 动量 无 关 的 因子 23"23” 中 , 因而 可 通过 波 函 数 重 正 
化 消去 . 换 句 话说 , 就 是 Gh 中 的 发 散 可 以 完全 吸收 到 M, m, g, … 中 去 . 这 一 性 
质 用 公式 来 表示 即 为 

mn 23 ™ Zp i Gn (pis po Pr; ki, k2,*:, kns; Mo, mo, 90 , A) 


(1.3.32) 
一 GO } (pi1, po, “0 , Pn; Kk1, kK2, “ ,kn,; M, m, 9， “ -)， 


右 方 的 G4Y 在 用 重 正 化 参量 表示 时 已 不 再 显 含 4 
如 前 所 述 , 所 有 的 重 正 化 参量 M, m, g, … 的 值 将 通过 实验 来 确定 . 
根据 重 正 化 顶 角 的 定义 , 不 难得 出 它 与 未 重 正 化 的 顶 角 函数 之 间 的 关系 是 
mn 23™ 22"™ Th, (p1, po， 机 ki, k2, "1 ) Mo, Tn0, 90,'*…， A) 


(1.3.33) 
一 rs ) (pi pz2, :3 ki, ha, ; M,m, 9 


注意 , 上 式 左 方 乘 上 的 是 Zy 和 2 的 正大 次 , 而 式 (1.3.32) 左 方 是 Zy 和 2 的 负 
宕 次 . 这 是 因为 在 定义 DAY 时 , 分 出 的 是 重 正 化 的 传播 子 . 
3. 重 正 化 规格 条 件 

前 面 我 们 已 经 给 出 确定 重 正 化 参量 的 公式 , 例如 式 (1.3.20)，(1.3.21)，(1.3.22) 
和 (1.3.27) 等 . 这 些 公 式 也 可 通过 重 正 化 的 顶 角 函数 (或 重 正 化 的 格林 函数 ) 表示 出 
来 ， 其 结果 称 为 重 正 化 的 顶 角 函 数 (或 格林 函数 ) 的 规格 化 条 件 . 例如 , 实 标量 场 的 
日 作用 情况, 设 名 = 一 二 ow“, 则 重 正 化 顶 角 将 满足 下 述 条 件 


有 (z)|zs=m? = 0， 


d 
D2 (2)|s=m = 1, (1.3.34) 


及 
T(z)| 质 过 对 称 点 一 一 入 


4 
其 中 , 质 壳 对 称 点 即 为 “k? = k2 = k2 = k2 = 一 m?,s = 二 t= gm” 的 点 ,入 = 


22X0. 式 (1.3.34) 实际 为 式 (1.3.20), (1.3.22) 第 一 式 和 式 (1.2.56) 的 改写 . 它 就 


是 质 壳 重 正 化 方案 中 的 重 正 化 规格 条 件 . 


@ 对 于 旋 量 场 的 QED, 相应 的 公式 参见 Itzykson and Zuber, Quantam Field Theory p.413, 式 
(8-96). 
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当 理 论 中 含有 物理 质量 为 零 的 粒子 时 , 顶 角 函数 在 质 之 上 会 出 现 红外 发 散 . 因 
此 质 壳 重 正 化 方案 变 得 不 适宜 , 需要 换 用 其 他 重 正 化 方案 . 仍 以 上 述 实 标量 场 为 例 ， 
车 物理 质量 等 于 零 , 我 们 可 以 选取 k? 的 某 个 类 空 值 /2 作为 重 正 化 点 ”, 并 定义 波 
函数 重 正 化 常数 Zs 和 重 正 化 看 合 常数 入 为 


1 
Ta(k?)|k2=,2 一 -Bk 
1.3.35 

(1.3.35) 


《和 Co) 对 和 点 二 


其 中 , (2) 对 称 点 代表 各 = 习 = 悦 = 尼 = |r,s =t= 32 的 点 . 相应 的 重 正 
化 项 角 函 数 满足 下 述 规格 化 条 件 


TA™ (k2)|k2=p2 一 一 


(1.3.36) 
了 |( oa 对称 点 一 一 人 
物理 质量 为 零 的 条 件 由 下 式 表 述 
TW (KE2J|ka -0 = 0. (1.3.37) 


式 (1.3.36) 与 (1.3.37) 合 起 来 仍 为 三 个 条 件 . 与 式 (1.3.34) 一 样 . 
在 物理 质量 不 为 零 的 情况 下 , 我 们 也 可 以 把 重 正 化 点 选 在 非 质 壳 处 , 并 用 下 式 
来 定义 重 正 化 质量 m, Zs 和 重 正 化 耦合 常数 2 和 


1 
To(k?)|k2=,2 = -到 + m2)， 
p 


dT (k? 1 
12 一 02 Y 


1 |(_jz) 对 称 点 22 和 


@ 重 正 化 点 取 为 动量 的 类 空 点 (或 欧 几 里 得 点 ), 是 为 了 避 开 传播 子 和 顶 角 函数 作为 J]?( 或 ki 有 s, 


的 函数 的 极点 和 制 线 . ) 
@ 也 可 以 将 重 正 化 质量 仍 取 为 物理 质量 , 只 将 Zp 和 和 定义 改 为 T2(k?)|2-p2 = -A + m2?), 
w 


14| 入 . 


1 
(一 p2) 对 称 点 22 
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于 是 重 正 化 顶 角 函数 满足 下 述 规格 化 条 件 
TW (ke2) p22 = 一 (02 十 m2)， 


dr (k?) __] (1.3.39) 
da | 
及 “| 各 点 一 
显然 这 里 的 重 正 化 质量 m 已 不 是 粒子 的 物理 质量 . 它 和 和 都 只 是 理论 中 所 含 的 参 
量 , 它们 的 值 可 以 通过 理论 与 实验 的 拟 合 来 确定 . 
选用 不 同 的 重 正 化 点 ( 即 不 同 的 / 值 ) 得 出 的 重 正 化 参量 m, Zs 和 和 的 值 将 
不 同 , 同一 物理 量 (如 跃迁 概率 ) 的 理论 表达 式 也 不 相同 . 前 一 因素 造成 的 差异 通过 
后 一 因素 得 到 补偿 , 使 最 后 的 结果 仍然 一 致 . 
从 (1.3.39) 前 两 式 可 得 出 , 在 重 正 化 点 如 = 六 附近 


TV (Ek2) = —(k? + m?), 


— 入 . 


N 


于 是 当 妇 = /2 时 ,有 
此 式 形 式 上 与 (1.3.25) 第 一 式 一 致 , 不 过 现在 及 = 一 m? 并 非 G 加 (7) 的 极点 , 因 
式 (1.3.40) 只 在 如 = /2 范围 成 立 , 不 适用 于 如 = -mm2 的 区 域 . 在 采用 非 质 壳 重 正 
化 点 时 . G8 与 Gn 之 间 以 及 TA 与 I 之 间 的 关系 . 仍 由 式 (1.3.32) 和 (1.3.33) 
表示 . 

关于 采用 非 质 沉重 正 化 点 的 好 处 , 我 们 将 在 第 6 章 讨论 . 


4. 重 正 化 顶 角 函数 的 生成 泛 函 


对 于 重 正 化 顶 角 函数 , 同样 可 以 引入 它 的 生成 泛 函 . 仍 以 实 标量 场 为 例 , 它 的 
定义 为 


GO (Rk?) ~ (1.3.40) 


Talgr| = > = | sre ‘dtrnpR(z1) brR(Tn) TD (z1, za Zn) (1.3.41) 
n=1 
通过 对 TR [gr|] 的 泛 函 微 商 即 可 得 出 重 正 化 顶 角 隆 数 . 如 果 约 定 
bR(T) = 25 29(7) (1.3.42) 
(这 种 约定 与 pr 和 的 关系 一 致 ), 则 由 于 RAR = 23 人 ,从 式 (1.3.41) 即 得 出 


TRIon] = DO de dn dm) Blon) Ta en 2, 1m) = Tol. 
(1.3.43) 
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在 这 种 约定 下 , Ta 与 了 相等, 因而 下 标 R 可 以 去 掉 . 对 作 泛 函 微 商 得 出 结果 
为 I, 而 对 Gr 作 泛 函 微 商 得 出 结果 即 为 IA. 


我 们 再 定义 重 正 化 附加 源 jR 为 
jR(7) = -py (1.3.44) 
然后 作出 
ZI] = iTR + i | dain (ns) (1.3.45) 


在 式 (1.3.42) 约定 下 , 上 述 ZV 亦 将 等 于 2Z.. 这 是 因为 从 TR = 卫 和 式 (1.3.42) 可 
得 
jin(7) = 21/2j(z). (1.3.46) 


将 这 些 结果 代入 式 (1.3.45) 右 方 , 即将 它 化 为 
iT +i | rile)go), 


也 就 是 Z.. 
这 样 , ZI 的 上 标 (R) 亦 可 除去 . 2。 对 了 作 泛 函 微 商 就 得 未 重 正 化 的 连接 格 
林 函 数 , 而 对 jr 作 泛 函 微 商 就 得 重 正 化 的 连接 格林 函数 . 
完全 的 格林 函数 的 生成 泛 函 2 等 于 ez, 因而 也 将 有 同样 的 性 质 . 以 上 结果 也 
可 表示 为 
ZI 和] = Zelj], ZY] = 2 (1.3.47) 
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沁 函 积分 量子 化 通常 义 称 为 路 径 积 分 量子 化 .后 一 名 称 用 于 量子 力学 是 合 i 
的 , 用 于 量子 场 论 则 前 一 名 称 较为 确切 . 这 种 量子 化 方式 与 通常 的 算 符 量子 化 相 比 ,， 
更 能 显示 出 量子 理论 与 经 典 理论 间 的 关系 . 此 外 , 对 于 带 约束 条 件 的 体系 , 采用 这 
种 方式 来 量子 化 常常 更 为 有 效 . 规范 场 就 是 一 种 带 约束 的 体系 , 其 中 的 非 阿 贝尔 规 
范 场 更 是 一 种 复杂 的 带 约束 的 体系 , 适宜 于 采用 这 种 方式 来 推导 它 的 格林 函数 生成 
沁 函 和 微 扰 论 的 费 恩 曼 规则 .这 就 是 我 们 在 这 一 章 中 专门 讨论 泛 函 积分 量子 化 的 
原因 . 


2.1 量子 力学 振幅 的 路 径 积分 表示 


在 本 节 中 , 我 们 先 通过 量子 力学 来 说 明 路 径 积分 量子 化 的 基本 思想 , 给 出 跃迁 
振幅 的 路 径 积 分 表达 式 , 并 说 明 它 和 算 符 量子 化 方法 之 间 的 联系 . 

路 径 积 分 的 想法 是 狄 拉克 的 1933 年 首先 提出 来 的 , 20 世纪 40 年 代 费 转 曼 将 
它 发 展 为 系统 的 理论 , 并 将 它 的 应 用 从 量子 力学 扩展 到 量子 电动 力学 ”. 尽管 从 今 
天 看 来 , 算 符 量 子 化 是 量子 理论 的 一 种 更 基本 和 更 全 面 的 表述 形式 (路 径 积分 的 表 
示 式 可 从 它 推 导出 来 ), 但 费 恩 曼 所 提出 的 路 径 积 分 基本 思想 , 仍 使 我 们 对 量子 理论 
特别 是 它 的 动力 学 有 更 深刻 的 认识 


1. 路 径 积 分 重子 化 的 基本 思想 


在 经 典 力学 中 , 当 我 们 要 确定 一 个 粒子 的 运动 路 径 时 , 除了 应 用 运动 方程 以 外 , 
还 可 以 应 用 变 分 原理 来 达到 这 一 目的 . 这 里 所 谓 的 运动 路 径 , 不 仅 是 指 它 在 空间 的 
轨迹 , 还 包括 它 通 过 轨迹 上 各 点 的 时 间 . 如 果 将 粒子 的 三 维 坐标 统一 地 用 4 来 表示 ， 
那么 运动 路 径 就 与 函数 q(t) 相对 应 . 


@ 较 近 的 总 结 性 文章 有 Khandekar & Lawande, Phys. Rept. 137, 115, 1986. 
讨论 路 径 积分 的 数学 基础 的 文章 有 

Truman, J. Math. Phys. 17, 1852, 1976; 18, 2308, 1977; 19, 1742, 1978. 
Dewitt-Morette, Comm. Math. Phys, 28, 47, 1972. 

Mizrahi, J. Math. Phys. 17, 556, 1976. 

另 见 

Dewitt-Morette, etc., Phys. Rept. 50, 255, 1979. 
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粒子 坐标 为 gq. 我 们 要 确定 粒子 如 何在 to 到 ty 时 段 内 从 qo 运动 到 gy 的 , 也 就 是 
要 确定 现实 的 运动 路 径 qs(t). 


图 2.1.1 
令 g(t) 为 满足 上 述 端 条 件 (q(to) = go, q(tf) = gj) 的 任 一 函数 , 作用 量 


7 = | Zl(q(t)alt))dt (2.1.1) 


即 为 上 述 g(t) 的 泛 函 . 经 典 力学 的 变 分 原理 说 : 现实 的 路 径 qs(t) 将 使 上 述 作 用 量 
取 极 值 , 即 
ST1|a(s)=g,(t) = 0， (2.1.2) 


并 通过 这 一 要 求 来 确定 qs(t). 

路 径 积 分 量子 化 对 上 述 经 典 规律 作 了 修改 . 它 的 基本 思想 是 : 在 量子 理论 中 , 仍 
可 认为 粒子 (在 to 到 tf 时 间 内 ) 从 qo 到 gy 是 通过 路 径 运 动 过 去 的 , 但 不 是 按照 某 
个 确定 的 路 径 qs(t). 粒子 的 运动 具有 随机 性 . 任何 一 个 满足 条 件 的 路 径 9(), 都 有 它 
出 现 的 概率 幅 , 这 些 概率 幅 的 幅 值 相等 , 只 是 相位 不 同 , 其 相位 等 于 该 g(t) 所 对 应 的 
作用 量 的 值 I. 求 粒子 在 to 到 ty 时 间 内 从 go 到 gy 的 总 概率 幅 G(qy,ty; qo,t0) 时 ， 
要 把 各 种 可 能 的 路 径 的 贡献 都 加 起 来 , 也 就 是 说 将 概率 幅 对 所 有 可 能 的 路 径 q(t) 进 

值得 注意 的 是 , 这 里 说 的 不 是 各 种 可 能 路 径 实现 的 概率 , 而 是 它 的 概率 幅 . 因 
而 可 以 出 现 干涉 效应 : 两 条 路 径 的 概率 幅 可 能 互相 抵消 . 这 是 量子 理论 同 经 典 统计 
理论 不 同 之 处 . 在 经 典 统计 理论 中 , 由 于 随机 作用 , 粒子 也 可 能 通过 各 种 不 同 的 路 
径 从 go 运动 到 qjy, 每 个 路 径 有 一 定 的 出 现 概率 , 但 不 同 路 径 的 概率 不 会 出 现 抵 消 
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现象 . 
以 上 结果 可 用 公式 表达 如 下 


(qf,tf) 
Gl(gs,tp; qo,to)= N dgq(t)eiT(a(t) 


(qo,to) 
_ | 0 Da(t)ei Jed ze,aCD)dt 站 
(qo ,to) 
其 中 ,da(b) 代表 对 q(t) 的 泛 函 积分 , 它 的 具体 含意 将 在 下 一 小 节 说 明 .N 为 规格 化 
常数 , 积分 限 标 志 路 径 的 初 末端 , Da( 代表 Nda(t). 
上 述 表达 式 还 可 用 来 比较 从 go 到 不 同 gy(to 与 tf 不 变 ) 的 概率 幅 (规格 化 常数 
N 就 是 按照 /IGarts: qo,to)?dg; = 1 来 确定 的 ). 从 经 典 理论 看 来 , 这 意味 着 在 粒 
子 的 初始 状态 (坐标 具有 确定 值 go) 中, 动量 具有 确定 的 概率 分 布 , 因为 在 经 典 理论 
里 , 在 同一 时 刻 tf 到 达 不 同 的 qf 点 , 对 应 于 不 同 的 初始 动量 . 式 (2.1.3) 的 这 一 性 
质 就 暗含 着 量子 理论 中 测 不 准 关系 的 内 容 . 
当 把 qj 看 作 变 量 时 , 上 述 G(qy,ty; qo,to) 实际 上 就 是 量子 力学 中 上 = to 时 坐 
标 具 有 确定 值 go 的 态 演化 到 ty 时 的 状态 波 函 数 (qjy). 
我 们 进一步 考虑 从 ty 到 tt 的 演化 . 对 “从 (gqo,to) 到 (of, 妇 ) 的 各 种 可 能 的 路 
径 ” 求 和 时 , 可 分 两 步 计 算 : 先 对 “ty 时 通过 某 个 gs 的 ”所 有 路 径 求 和 , 然后 再 对 
各 种 可 能 的 qf 值 求 和 , 这 样 就 得 出 


(gy ty) ; tf (qf ,tf) Lt 
人 De(be | ~” | Da(t)e' lo 四 
(qf,tf) (qo,to) 


= | dqsGlay, th; gr tr) Ger ty; qo,to) 


Gg th; gosto) = / dg 


(2.1.4) 
从 同一 初始 态 演化 到 tf 时 的 波 函 数 . 如 果 一 般 性 地 将 它们 分 别 表示 为 (gy,ty) 和 
y(qi, 共 ), 那么 上 式 就 化 为 


W%(qy ,好 ) = | Garth an tp) an tr)dar (2.1.5) 


利用 量子 理论 中 的 状态 全 加 性 , 此 式 可 推广 到 任意 的 波 函 数 (gq,t) 上 . 

式 (2.1.5) 还 表明 , G(qf,t4; qf,tf) 相当 于 波 函 数 的 演化 算 符 . 已 经 波 函 数 的 初 
始 值 时 , 通过 它 即 可 确定 任何 时 刻 波 函 数 的 值 

从 式 (2.1.5) 还 可 求 出 波 函 数 所 满足 的 微分 方程 , 所 得 出 的 结果 实际 上 就 是 梅 
定 证 方程 . 
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2. 跃迁 振幅 的 路 径 积 分 表达 式 的 推导 

在 通常 的 量子 理论 中 ,上述 G(gj,ty; go,to) 应 等 于 (qj 好 |ao,to) 因而 可 称 为 路 
迁 振 辐 , 其 中 |qy,ty) 和 |go, to) 都 是 海 森 人 图像 中 的 态 失 量 . lw 她 代表 珀 时 刻 具 
有 确定 坐标 qi 的 状态 , 即 

(ti)|g, ti) = qilq, ti). (2.1.6) 

在 这 一 小 节 中 , 我 们 要 从 通常 的 量子 理论 出 发 , 导出 G(qy,ty; qo,to) 的 路 径 积 分 表 

为 此 我 们 将 时 间 间 隔 (to,ty) 分 成 为 ni 十 1 个 小 间隔 , 为 简单 起 见 , 假定 它们 是 
等 分 的 (并 不 必须 如 此 ), 于 是 有 


ti = to 十 /At tf = 如 十 1. 


“同一 时 刻 各 种 g 值 ” 的 态 构成 完备 集合 . 在 适当 的 规格 化 条 件 下 , 这 一 性 质 可 
以 表 为 
| al tt 二 1. (2.1.7) 
对 所 有 的 tt 时 刻 都 写 出 上 述 公式 , 并 将 这 些 单位 算 符 的 展 式 插入 到 (gqy,tylgo,to) 之 
中 , 即 得 出 


十 oo 
G(gqrs, ts; qo,to) = (gf, tf|go, to) -| d5sgldqaz 
7 _w (2.1.8) 


“ d’ gn (gp, tf|qn, tn,) (qn, tn,|qn-1) tn_1) (q1， tilgo, to). 


为 了 求 (quad 我 们 要 找 出 |q,t 十 At) 与 |q, 录 之 间 的 关系 . 根据 上 面 
所 说 的 |q,t) 态 的 定义 , 有 


dG(t)|q,t) = qlg, t), 


(2.1.9) 
G(t+ At)lg,t + At) = glq,t + At). 
我 们 知道 海 森 伯 算 符 4(t 十 Ab 可 通过 时 间 平 移 算 符 与 4(t) 相 联 系 , 结果 为 
G(t + At) = eifAtG(t)e-ifAt (2.1.10) 


于 是 得 (通过 将 ei#At 右 乘 上 式 两 侧 , 再 作用 到 |g,t) 上 ) 


G(t + At)eifAtlg,t) = eifAtG(t)|g, t) 
= geif tlg, t). 
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这 表明 状态 e# 人 Atlg,t) 满足 (2.1.9) 第 二 式 , 因此 有 
lq, t+ At) = ef Atlg,t). (2.1.11) 
利用 这 一 结果 即 可 得 出 


(gir1,tirilgi, ti) = (qr1, tile-iHtlg, ti) 
~ (qi+i,ti|(1 ~ iHAt)|g, ti) (2.1.12) 


(gir1 — qi) — i(qiri, ti|Hlq, t) At. 


通过 对 易 , 我 们 总 可 将 太 表 成 按 p 一 g 编 序 的 形式 , 即 在 的 每 一 项 内 5 都 在 
9 的 左 方 . 另外 , 由 于 五 与 时 间 无 关 , 故 五 中 的 D6 可取 作 P(t&) 和 a(t1). 将 这 样 的 
厂 记 作 H(p,9), 则 有 


十 oo 、 
dpi(qi+1, tilpi, ti) (pi, ti|Hlq, ti) 
OO 


(qr tia ty)= |/ 
(2.1.13) 


-三 _1 3 eipr'qt1 H( )e-izea 
/Qn fF pi, ql . 
在 推导 上 式 时 , 我 们 插入 了 一 个 “单位 算 符 的 展 式 ” 

| asprlpnt) pnt =1, 


并 利用 上 面 所 说 的 五 (B(t), 6(t)) 中 2(&) 和 (ti) 的 编 序 将 它们 分 别 作用 到 左边 和 
右边 的 态 上 , 从 而 得 出 五 (ou q/)”. 此 外 还 应 用 了 同一 时 刻 的 坐标 本 征 态 和 动量 本 
征 态 之 间 的 投影 公式 


1 。 


将 式 (2.1.13) 代 回 到 式 (2.1.12) 即 可 化 出 


CE d3preiP! (qi+1 —qi)—iH(pi,gi)At (2.1.14) 


十 co 
《Qi 二 1 万 十 1 au， t1) 祝 | 
一 oo 


于 是 式 (2.1.8) 在 了 一 co 后 化 为 


十 oo Do 
Glants; gto) =, lin, / dodo / On) 
和 (2.1.15) 
| d*pn i 2 lpi(qrt1—q) ~H(p1,9)Ad 
(27)° 


@ 从 下 面 关 于 量子 理论 的 经 典 极限 的 讨论 来 看 , 及 (p,q) 应 该 就 等 于 经 典 的 哈密 顿 量 , 这 就 反 过 来 对 险 
密 顿 算 符 太 中 方 和 4 的 排列 次 序 提出 了 要 求 . 
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我 们 可 将 gq; 写成 gq(), 将 pi 写成 p(t). 在 n 一 co 时 , [q(t1), q(t2),…, q(tn)] 
的 一 组 取 值 , 连同 端点 q(to) = go, g(tn+1) = 9y, 代表 函数 q(t) 的 一 种 取 值 , 它们 
满足 同样 的 端 条 件 并 且 是 t 的 单 值 函 数 . 当 我 们 对 q(t1), q(t2),… ,q(tn) 积分 时 
[q(t1), q(t2),… ,q(tn)] 出 现 各 种 组 合 值 ， 因 而 代表 函数 q(t) 的 各 种 取 值 . 这样, 对 
q(t1), q(t2),… ,q(tn) 的 积分 就 相当 于 对 “ 变 函 数 ”g(t) 的 积分 . 对 “ 变 函 数 ”p(t) 的 积 
分 情况 类 似 . 于 是 上 式 可 以 写成 


(qs,tf) t tf , 
Glqp, tf; gosto) = / do) /emot (0110) 


qo,to) 


其 中 , q(t) 满足 端 条 件 
q(to) = go0, dt) 三 qh (2.1.17) 
对 p(t) 则 没有 端 条 件 的 限制 . 


g(t) 


和 在 和 by bt 
图 2.1.2 ”函数 g(t) 的 取 值 的 个 例 


如 上 所 述 , 式 (2.1.16) 中 的 积分 变量 不 是 变数 , 而 是 “ 变 函 数 ” (而 每 个 函数 对 应 
于 一 个 “无 穷 多 个 数 ” 的 集合 ), 因而 这 种 积分 称 为 泛 函 积分 . 式 (2.1.15) 可 作为 泛 
函 积 分 式 (2.1.16) 的 定义 ， 

式 (2.1.16) 指数 中 的 (pg - 五 ) 像 是 拉 格 朗 日 量 三 , 但 这 只 是 形式 上 的 相似 . 因 
为 在 此 式 中 , p(t) 和 q(t) 是 互相 独立 的 积分 变量 . 

在 哈密 顿 量具 有 下 述 形式 


Hl(p,g) = 于 +V(g) (2.1.18) 
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的 情况 下 , 式 (2.1.16) 中 对 p(t) 的 积分 立即 可 以 积 出 . 利用 高 斯 积分 公式 


/ dp ei(P1d1— 2p1)At _ PD -ah (pr md) "Att dm At 
(2n) (2 (2.1.19) 
站 人 ”At 
加 (zt) 6 
、 ~、 1 、 人 
并 将 其 中 的 表示 为 元 (qit1 一 q) 再 代入 式 (2.1.15) 中 . 即将 它 化 为 
十 oo i ~ 1mg?— 1 
Glaptsato) = im N/ ddgne se" ,2120) 
其 中 ji 
m \3(ntl 
N= (aia) 
代表 规格 化 常数 . 再 按照 泛 函 积 分 的 定义 , 即将 上 式 化 成 
(qs ty) ot , 
G(gf, tr; qo, to) 一 v/ | dq(t)e—ilio Ladt (2.1.21) 
qo,to 
LL 为 拉 格 朗 日 量 , 其 表达 式 为 
L= 二 (t) — V (q(t)). (2.1.22) 


规格 化 常数 亦 可 表 作 


fd) | i rdt 
v= | [Be 
这 样 就 导出 了 (2.1.3) 第 一 式 . 

我 们 看 到 ，N 不仅 与 gj 无 关 , 还 同 qo 无 关 , 故 可 将 它 包 括 在 谤 函 积分 的 测度 
内 , 在 用 D(q(t)) 代替 Ndg(t) 后 即 得 出 (2.1.3) 第 二 式 


(gy ,tf) 


Gl(gqs, tp; go, to) = / Dgei fo Ze) (2.1.23) 


qo,to) 

应 注意 , G(qy,ty; qo,to) 的 (2.1.21) 表达 式 是 在 式 (2.1.18) 的 条 件 下 导出 的 . 而 
表达 式 (2.1.16) 则 不 受 任何 限制 , 具有 更 广 的 适用 范围 . 

G(gqf,ty; qo,;to) 的 路 径 积分 表达 式 能 清楚 而 又 直观 地 显示 出 量子 理论 的 动力 学 
如 何 过 渡 到 经 典 的 动力 学 . 这 里 的 了 是 以 所 为 单位 的 , 对 于 一 个 宏观 体系 , 了 是 一 
个 极 大 的 数 . 当 路 径 从 g(t) 变 到 q(t) + 6q(t) 时 , 尽管 所 取 的 5q(t) 从 宏观 尺度 看 来 
已 经 很 小 , 但 27 仍 可 以 是 2r 的 一 个 很 大 的 倍数 . 这 样 在 与 q(t) 邻近 、 宏 观 上 几乎 
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与 q(t) 难以 区 分 的 许多 路 径 之 间 , 因子 e ”的 值 急剧 地 振荡 , 使 得 它们 的 贡献 互相 
消去 . 只 有 使 了 取 极 值 的 路 径 qs(t) 除外 , 在 它 附近 的 路 径 具 有 几乎 共同 的 相位 ( 因 
极 值 条 件 要 求 87 = 0). 这 样 只 有 gs(t) 以 及 邻近 的 路 径 才 对 概率 幅 有 重要 贡献 , 使 
得 体系 看 起 来 是 按照 确定 的 路 径 gs(t) 运动 . 这 一 路 径 正好 就 是 变 分 原理 所 给 出 的 
经 典 路 径 . 

对 于 准 宏观 体系 , 量子 效应 可 归结 为 路 径 在 经 典 路 径 附 近 有 一 涨 落 . 而 对 微观 
体系 , 各 种 路 径 的 贡献 都 重要 , 粒子 按 确 定 路 径 运动 的 概念 已 失去 意义 . 


3. 坐标 算 符 编 时 乘积 的 矩阵 元 


为 了 以 后 在 场 论 中 用 泛 函 积分 来 表示 格林 函数 作 准 备 , 我 们 来 讨论 粒子 坐标 算 
符 编 时 乘积 的 矩阵 元 . 先 来 求 (qy,ty|4(t)|qo,to), 其 中 娘 位 于 to 和 ti 之 间 . 我 们 可 
取 分 割 点 之 一 的 去 等 于 纪 按照 时 序 插入 单位 算 符 按 |q; : t;)(q; : 刀 | 的 展 式 后 即 得 


(arsts la ) lao to) = 人 am dsgn(gps trlgns tn) 


(qi, ti|G(ti)|gqi1, ti-1) *** (gi, tilgo, to) (2.1.24) 
/ a q(t )ei ld (pa Has, 


参见 式 (2.1.8) 和 (2.1.16). 在 哈密 顿 量具 有 式 (2.1.18) 所 表 叙 形式 的 情况 下 , 上 式 


可 化 为 

) (qs ,tf) 
(qp, ts la(t ) go, to) = | 
(qo,t 


0,¢0 


Dag(t )ei fio Tdt. (2.1.25) 


与 式 (2.1.23) 相 比 , 右 方 被 积 函 数 中 多 了 一 个 q(t). 
再 来 看 (qs,ty|TG4(t)6G(t”)|qo,to), 其 中 和 t 都 位 于 to 和 tf 之 间 . 同 前 相似 ， 
我 们 取 分 割 点 等 于 “t 和 t 中 ”的 较 早 者 , 取 tm 等 于 其 中 的 较 晚 者 . 于 是 有 


(qf, ts|Ta(t)G(t" )|go, to) = faq .dgn(gs,tflqn, tn) ::: (gm, tm|G(tm)|qm_1, tm-1) 


。 (gq1, tilG(ti) lq 1, ti_1) “* (q1， t1， [go, to) 


— dq(t)dp(t) / mifef (pa—H)dt 
= {| e280 | ge)ger)e ls wi 
/| 人 (2.1.26) 


在 式 (2.1.18) 所 示 的 条 件 下 . 上 式 可 化 为 


(qf ,tf) .rtf 
antlTa ice leo,to) = f " Dag)a Ye on 12 
t 


do0,to 
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与 式 (2.1.23) 相 比 , 右 方 被 积 函 数 中 多 了 g(t")q(t”). 
以 上 结果 不 难 推广 到 多 个 & 算 符 的 编 时 乘积 的 矩阵 元 ， 


(qf,t7) i +f L(q,g)dt 
ap tro) .Glin)lento) = | Daq(t1) .q(tn)e “0 . (2.1.28) 
do ,to 


值得 注意 的 是 , 上 式 左 方 中 的 $f 算 符 必 须 是 编 时 乘积 , 否则 上 述 公式 不 适用 . 这 一 后 
也 可 从 下 述 事实 看 出 : 右 方 积分 中 q(t1), q(t2), …, q(tn) 的 次 序 可 以 随意 交换 , 因 
它们 都 是 普通 的 c 数 , 而 左 方 的 (1), 6(t2), … 是 算 符 , 只 在 编 时 符号 下 才能 随意 
交换 . 

在 做 式 (2.1.19) 中 的 对 pi 的 积分 时 , 我 们 应 用 了 积分 公式 


十 oo 2 
/ ex dz = (2.1.29) 


但 上 式 中 的 被 积 函数 在 z _，+oo 时 是 振荡 的 , 严格 说 积分 值 不 确定 .在 式 (2.1.16) 
进一步 对 g 积分 时 还 可 能 遇 到 类 似 的 情况 . 对 于 式 (2.1.29), 这 个 问题 可 通过 下 面 的 
处 理 来 解决 : 先 将 ii+ e, 其 中 上 为 一 正 无 穷 小 . 于 是 左 方 积分 成 为 有 意义 的 积 
分 , 其 值 等 于 /= 然后 再 令 。 0. 在 这 种 理解 下 , 式 (2.1.29) 才 成 立 . 至 于 其 


他 情况 , 这 种 处 理 是 否 都 有 效 并 不 清楚 (Gel’fand & Yeglom, 1960). Klander(1960) 
指出 , 吞 不 在 坐标 表象 而 是 在 相干 态 全 纯 表 象 中 来 作 路 径 积 分 , 这 一 麻烦 就 不 出 现 . 

改 用 相干 态 全 纯 表 和 象 还 有 另 一 好 处 , 即便 于 过 渡 到 场 论 中 去 . 在 场 论 中 通常 并 
不 采用 坐标 表象 . 对 于 实 标 量 场 2, 场 的 “坐标 ”是 场 量 w,z 是 p 的 脚 标 . 采用 坐 
标 表 和 象 就 要 将 场 的 状态 用 2(z) 的 本 征 态 表 示 出 来 . 在 粒子 物理 中 , 体系 的 初 态 和 
末 态 通常 是 粒子 数 本 征 态 , 用 坐标 表象 来 表示 它们 是 不 方便 的 . 

在 下 一 节 我 们 将 结合 量子 场 论 和 量子 力学 中 的 谐振 子 来 介绍 相干 态 的 物理 意 
义 , 并 在 此 基础 上 建立 全 纯 表 象 . 在 2.3 节 中 再 来 讨论 全 纯 表 和 象 中 的 路 径 积 


2.2 ”相干 态 和 相干 态 全 纯 和 表象 


在 量子 场 论 中 通常 用 的 是 粒子 数 表 象 . 在 此 表象 中 , 作为 基底 的 态 天 量 是 各 个 
模 粒子 数 算 符 的 本 征 态 ” . 这 种 表象 能 清楚 地 显示 出 场 的 粒子 性 . 用 它 来 表示 基 子 
场 之 间 的 作用 也 是 合适 的 , 例如 在 量子 电动 力学 中 ，Hint 的 作用 就 是 增加 或 减少 一 
个 光子 , 费 米子 数 不 变 或 增加 (减少 ) 一 对 正 反 费 米 子 . 但 用 这 种 表象 来 进行 泛 函 积 


@ 复 标 量 场 可 分 解 为 两 个 实 标量 场 . 
@ 因而 也 是 自由 场 的 能 量 和 动量 的 本 征 态 . 


第 二 章 ”证 函 积分 量子 化 .57 . 


分 量子 化 却 是 不 方便 的 , 因为 光子 数 确定 的 量子 态 并 不 具有 经 典 场 对 应 . 这 一 点 可 
从 
(nlA,(z)In) =0 


看 出 . 

前 已 提 到 , 在 对 场 作 泛 函 积分 量子 化 时 , 我 们 将 采用 另 一 组 态 天 量 的 集合 来 作 
基底 . 这 一 组 态 天 量 就 是 量子 场 的 相干 态 , 它 对 应 于 经 典 的 相干 场 . 

在 下 文中 我 们 将 看 到 , 全 体 相干 态 的 集合 是 超 完 备 的 . 因此 用 它 来 作 表 篆 基 底 
所 得 出 的 状态 表示 函数 并 不 唯一 . 我 们 将 证 明 存在 一 种 相干 态 表 和 象 , 其 中 的 表示 函 
数 为 全 纯 函 数 . 这 就 是 相干 态 全 纯 表象 . 如 在 上 节 末 尾 处 所 述 , 采用 这 种 全 纯 表 和 象 
来 作 泛 函 积分 , 不 仅 可 以 避免 振荡 的 无 穷 积分 , 使 路 径 积 分 (或 汉 函 积分 ) 具有 明确 
的 意义 , 而 且 可 以 方便 地 表示 场 论 中 的 端 条 件 , 在 求 出 2 算 符 的 全 纯 表 示 以 后 , 并 
能 够 立即 得 出 5 算 符 本 身 . 


1. 量子 场 相干 态 的 定义 

我 们 来 观察 最 简单 的 实 标量 场 情况 . 

相干 态 是 作为 场 算 符 吸收 部 分 的 本 征 态 来 定义 的 . 如 第 一 章 所 述 , 场 算 符 O(z) 
可 表示 为 


pz) = BH (0) + PL (0) (2.2.1) 
其 中 
人 1 了 eikz 
OD Derm a (2.2.2) 
代表 2(z) 的 吸收 部 分 . 状态 |9c4)(z),) 称 为 (t 时 刻 的 ) 相干 态 2, 如 果 对 所 有 的 
zf( 在 t 时 刻 ). 
PP (TL, BNG) (2),t) = Bet) (PNP) (1), t). (2.2.3) 
上 式 中 的 wz) 为 本 征 值 , 由 于 +)(z, 坟 为 非 厄 米 算 符 , 故 (4)(z) 一 般 为 复数 . 我 
们 亦 将 它 展开 为 
1 , 
bz) = 》 一 一 一 ake 2 (2.2.4) 
(+)\T 2 V3 
ak 一 般 也 为 复数 . 
注意 , 这 里 采用 的 是 海 森 伯 图 像 , 一 个 状态 代表 一 个 过 程 , 我 们 只 能 (也 只 需 ) 给 
定 它 在 某 个 时 刻 的 情况 . 为 简便 起 见 , 在 下 文中 将 取 此 时 刻 为 零 , 并 略 去 不 明 写 出 . 


@ 对 于 自由 场 , t 时 刻 的 相干 态 也 是 其 他 任何 时 刻 的 相干 态 . 
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由 于 展 式 中 的 e*” 为 一 组 正 交 函数 , 故 $(+)(z) 的 本 征 态 也 就 是 各 个 模 的 吸 
收 算 符 bx 的 本 征 态 , Gx 亦 为 非 厄 米 算 符 , 其 本 征 值 即 为 式 (2.2.4) 中 的 ap， 


Ck| P+) (2)) = Qk| P+) (1)). (2.2.5) 


式 (2.2.5) 对 所 有 的 模 k 都 成 立 . 每 个 模 代 表 场 的 一 个 独立 的 目 由 度 , 故 |9$(4) (2)) 
可 表 为 各 个 单 模 相干 态 |ax) 的 外 乘积 , 即 


p+) (7)) = [Elax), 
k 


Ck |Qk) 一 CR|ap/， 


(2.2.6) 


(2.2.6) 第 二 式 表明 , |ak)》 态 具 有 这 样 的 性 质 , 即 从 它 吸收 一 个 粒子 后 仍 得 出 它 
目 己 . 显然 粒子 数 的 本 征 态 不 具有 此 性 质 , 它 的 有 限 项 全 加 也 不 具有 此 性 质 . 这 样 
的 态 如 果 存 在 , 一 定 是 粒子 数 本 征 态 的 无 限 项 的 合 加 . 
我 们 来 研究 某 个 模 (k). 为 简便 起 见 指标 亦 略 去 . 粒子 数 (n 个 裸 粒子 ) 的 本 
征 态 可 表示 为 
- I (2.2.7) 
In) = | ): 2. 


如 前 所 述 , 这 里 都 是 对 上 = 0 时 刻 的 情况 而 言 , |0) 代表 t= 0 时 刻 为 裸 真空 的 状态 . 


Gin 
如 果 “ 满 足 ala) = ala) 的 态 ” 确 实 存在 , 那 将 有 (利用 |n) = vail0) 
(nla) = (0 万 2) - S00) (2.2.8) 
上 式 中 的 (0|a) 为 一 个 与 nn 无 关 的 常数 , 可 通过 归 一 化 条 件 
(ala) = >_(aln)(nla) = 1 (2.2.9) 
n=0 
定 出 ( 准 到 一 个 相 因 子 ), 结果 即 为 
(0la) =e ee 
代入 式 (2.2.8) 得 
(n|a) = A (2.2.10) 
于 是 有 、 , 
0) = n(nlo) =eriol > A (2.2.11) 


7 一 0 人 九 一 0 


第 二 章 ”证 函 积分 量子 化 . 59 . 


式 (2.2.11) 也 可 表示 为 
lay = e- 3lel +oé |0). (2.2.12) 
不 难 证 明 上 述 |a) 确实 满足 dla) = ala)， 也 就 是 说 相干 态 确实 存在 . 从 式 
(2.2.11) 我 们 看 到 , |a) 第 从 各 他 项 只 是 a = 0 的 相干 
态 除外 . a = 0 的 相干 态 与 n= 0 的 态 相 重 合 , 即 为 裸 真空 态 . 
应 指出 , |a) 并 非 发 射 算 符 ef 的 本 征 态 . 实际 上 也 不 存在 这 样 的 本 征 态 
在 |a) 态 中 测 出 ”个 粒子 的 概率 为 


W(n) = |(njo)? = er, (2.2.13) 


是 一 个 泊 松 分 布 , 当 |al” 大 时 , W(n) 可 用 图 2.2.1 表示 . 


Wn) 


图 2.2.1 
利用 (alét = (ala* 不 难得 出 相干 态 的 下 列 几 点 性 质 ; 
i) 交 的 平均 值 为 
(n) = (alété|la) = |a|” (2.2.14) 


W(n) 的 最 大 值 也 出 现在 n 3 |al? 处 . 更 准确 地 说 是 在 lal? 一 1 与 |al* 之 间 . 因为 


lo 


W(n+1)= 7 Wn) (2.2.15) 


当即 < |al? 一 1 时, n 增加 1 将 使 W 增 大 ,而 当 n > |al? 时 ,nn 增加 1 将 使 W 减 小 . 
ii) 当 |al? 增加 时 W(n) 的 变化 行为 是 : 对 于 n > |al? 的 值 , W(n) 增加 ; 而 对 
n < |al? 的 值 , W(n) 减 小 . 因为 


2 lal*™ 3? —|al? 
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ii) 粒子 数 的 方 均 根 差 为 
Sn = |al. (2.2.17) 
这 一 结果 不 难 从 式 (2.2.14) 以 及 下 式 推 出 : 


(n2) = (aléeteétéla) = (alét (été + 1)élo) 


= |al* + |al”. 
从 式 (2.2.17) 得 知 , |a| 愈 大 , 方 均 根 差 sn 愈 大 , 但 它 与 (n) 的 比值 却 愈 小 : 
友 - 局 (2.2.18) 


2. 相干 态 的 物理 性 质 

我 们 先 通 过 量子 力学 中 的 谐振 子 来 说 明 相干 态 的 物理 性 质 . 我 们 将 看 到 , 当 |al 
大 时 , 相干 态 的 行为 十 分 接近 于 一 个 经 典 振 子 . 

设 振子 质量 为 m. 哈密 顿 量 可 写作 


、 1 1 
H= 7 -mw6. 2.2.19 
Tb? + 了 mo2 (2.2.19) 


4 和 方 满足 对 易 关 系 
[Gt), Bt)] = i. 
引入 一 对 共 轿 的 算 符 E(t) 和 et(t) 来 代替 P(t) 和 G2)， 


6 = -Bm + WO) 


= - 启 志 md —B)] 


(2.2.20) 


从 BP(t) 和 60) 的 对 易 关 系 不 难 推出 : 

[Fe(#), el(t)] = 1. (2.2.21) 
此 关系 同 场 论 中 吸收 算 符 和 发 射 算 符 之 间 的 对 易 关 系 完全 一 样 . 4(t) 和 P(t) 也 可 通 
过 E(t) 和 6 ( 表示 出 来 , 结果 为 


dt) = -天 


V2mw 


P(t) = i/ [et) — at (0)]. 


[é(t) + ei (é), 


(2.2.22) 


代入 云 (2.2.19) 中 可 得 出 
H=w ja 十 ， (2.2.23) 
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它 与 标量 场 一 个 模 的 哈密 顿 量 相同 . 
利用 上 述 哈密 顿 量 和 对 易 关 系 式 (2.2.21) 可 以 解 出 E(t) 和 寻 人 )， 
SD) = (2.2.24) 
et(t) = éleiwt 
(2.2.25) 


代入 式 (2.2.22) 得 | 
4(t) = pr 
P(t) = —i/ (Cee — Cleiwt) 


(2.2.26) 


éla) = ala). 


从 式 (2.2.25) 可 以 看 出 , 除 常数 因子 \/ 一 外 , 6 等 于 振子 的 复 振幅 ( 带 初 相位 的 ) 
算 符 (因而 相干 态 也 就 是 复 振幅 算 符 的 本 征 态 ). 如 将 它 的 本 征 值 a 写作 |ale-?, 由 
(2.2.27) 


在 相干 态 中 , 4(t) 和 F(t) 的 平均 值 为 
5 的 = (alG()lo) = V =|alcos(wt + 0), 
5(t) = (alj(t)|a) = ~vV2mw|alsim(wt 十 9). 


它们 随时 间 的 变化 , 同一 个 振幅 幅 值 为 \/ -二 lol、 初 相位 为 9 的 经 典 振子 的 坐标 和 
(2.2.28) 


动量 一 致 . 5(t) 与 9(t) 之 间 的 关系 为 
da(t) 
dt | 


我 们 可 像 以 前 一 样 定义 相干 态 |a)， 


F(t) =m 

不 仅 如 此 , 坐标 和 动量 还 具有 低 限 的 方 均 根 差 . 我 们 不 难 求 出 
(ol (We) = =——[dlal?eos?(wt + 0) + 
(al?(D)lo) = [dlal?sin? (wt + 0) +1]. 

(2.2.29) 


于 是 得 它们 的 方 均 根 差 为 
g(t) = pt 
本 
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上 式 表 明 , q(t) 和 p(t) 都 不 随时 间 改 变 , 而 且 其 值 与 |a| 无 关 , 因而 就 等 于 零点 振 


动 中 的 坐标 和 动量 的 不 确定 值 . 从 式 (2.2.29) 还 得 出 
1 


bq(t)op(t) = 本， 


即 两 痢 的 乘积 等 于 测 不 准 关系 所 允许 的 最 低 限 . 


(2.2.30) 


下 面 我 们 进一步 考察 此 相干 态 在 坐标 表象 中 的 醉 定 证 波 函 数 fa(g,). 令 lg, 


为 6(t) 的 “本 征 值 为 qg” 的 本 征 态 , 则 fo(q,t) 可 表示 为 
falq,t) = (gq, tla). 


利用 式 (2.2.20) 和 (2.2.24) 可 以 得 出 下 述 关 系 


(0 tba) + BO) = (a, te lel) 


= Qae-wt(g,tla) = Qe ivt f(g, t). 


上 式 堪 方 6 和 方 的 矩阵 元 又 可 化 为 
(q, t|4(t)|a) = qlgq, tla) = qfalg, t), 
(让 (lo = > _(q, tp(t)|p, t) (p, tlo) 
= > rw tlp, t) (p, ta) 


_ -i ti t)(p,tla) 
Ofalq,t) 


= _i12 (qtlo, = 一 一 全 一 一 . 


Oa Ogq 
将 它们 代入 式 (2.2.32) 式 后 就 得 到 fa(gq,t) 所 满足 的 方程 
0falg, t) 


a +mwgfalg,t) ~ V2mwae “falg,t) =0. 
d 


此 方程 的 解 不 难 求 出 , 归 一 化 后 的 结果 为 ” 
falg,t) = (2 ooe- 垄 (500)2. 
从 上 式 可 求 出 粒子 的 坐标 概率 分 布 


MW —mw(gq—q 2 
W(g,t) = fol@ DP = Ye "a 


Q@ 此 解 也 可 以 通过 式 (2.2.11), 利用 振子 的 定 态 波 函 数 求 出 , 


(2.2.31) 


(2.2.32) 


(2.2.33) 


(2.2.34) 


(2.2.35) 


(2.2.36) 
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这 是 一 个 中 心 位 于 5 的 的 波 包 , 波 包 形 状 与 a 无 关 , 并 且 不 随时 间 弥 散 变 形 . W 实 
际 上 是 以 5 为 原点 的 基态 量子 振子 ( 即 作 零 点 振动 的 振子 ) 的 坐标 分 布 函数 

这 样 , 相干 态 所 对 应 的 空间 图 像 是 : 一 个 像 经 典 振子 一 样 往返 振动 的 稳定 波 包 ， 
波 包 中 心 位 置 为 /二 lalcos(wt + 0), 波 包 的 大 小 相当 于 振子 零点 振动 的 范围 . 

当 |a| 大 时 , 波 包 的 尺度 与 振幅 幅 值 相 比 为 一 小 量 . 这 时 相干 态 就 对 应 于 一 个 
“坐标 具有 零点 振动 不 确定 度 ” 的 经 典 振子 . 

波 函 数 fa(q,t) 还 含有 相位 因子 e 丈 409, 这 表明 载波 的 波 矢 量 即 为 振子 的 平均 
动量 5(t). 当时 间 变 化 时 , 不 仅 波 包 位 置 来 回 振动 , 其 载波 波 矢量 也 作 周 期 性 变化 . 
foal(g,t) 的 示意 图 如 图 2.2.2. 


(qt) 


中- 


图 2.2.2 波 函 数 fa(g,t) 的 示意 图 


通过 作 傅 里 叶 变换 , 可 从 式 (2.2.35) 求 出 振子 动量 的 分 布 概率 . 结果 为 


] 
TMW 


这 表明 动量 分 布 也 是 一 个 高 斯 分 布 . 其 中 心 值 (i) 也 随时 间 周 期 性 地 变化 . 分 布 宽 
认可 用 相应 的 方 均 根 差 表 示 , 其 数值 为 |/ 品 ， 当 |o| 大 时 , 它 与 zf) 的 振幅 相信 相 
比 亦 为 一 小 数 即 ~ 二， 
以 上 我 们 用 了 相当 大 的 篇 幅 讨论 了 谐振 子 的 情况 , 目的 是 要 说 明 , 在 图 像 上 经 
典 振子 的 量子 对 应 是 上 述 相干 态 而 不 是 通常 所 求 的 定 态 (能量 的 本 征 态 ) 这 是 因为 
能 量 只 与 振幅 幅 值 相 联系 , 完全 不 包含 初 相位 的 因素 
对 于 场 , 情况 也 与 此 相似 . 例如 , 经 典 的 电磁 波 , 不 仅 其 强度 (或 者 说 振幅 幅 信 


Wi/(p,t) = li (2.2.37) 
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有 客观 意义 , 其 相位 也 具有 客观 意义 . 两 个 源 发 出 的 电磁 波 可 以 相干 . 经 典 的 平面 
波 既 具有 确定 的 幅 值 也 具有 确定 的 相位 . 在 量子 电动 力学 中 虽然 也 可 以 定义 各 个 模 
k 的 幅 值 算 符 和 ( 初 ) 相位 因子 (ei*) 算 符 . 但 两 者 不 可 能 具有 共同 的 本 征 态 . 与 振 
子 情况 相似 , 光子 数 的 本 征 态 In) 也 就 是 幅 值 算 符 的 本 征 态 , 但 它 的 初 相位 是 完全 
不 确定 的 . 上 述 相干 态 |a) 虽然 既 不 是 幅 值 算 符 也 不 是 相位 因子 算 符 的 本 征 态 , 但 
在 |a| 大 时 , 这 两 者 各 自 的 方 均 根 差 与 相应 的 平均 值 的 比 都 是 小 值 . 这 一 性 质 使 得 


大 |a| 的 相干 态 成 为 是 经 典 平面 波 的 量子 对 应 . 
对 单 模 自 由 电磁 场 的 相干 态 , 不 难 求 出 电场 强度 的 平均 值 为 


(alE(z -VY 守 < |alsin(k Tz—wt— 0), 


E?(z,t) 的 平均 值 为 


4 


、 1 
(a|E*(z,t)|a) = [epPsiazl :ZT—wt—0)+ | . 


由 以 上 两 式 即 得 出 五 的 方 均 根 差 为 


zeo- 订 


此 值 与 zx,t 无 关 , 并 相当 于 零点 振动 所 对 应 的 场 强 值 . 当 |a| 大 时 ， 


EL 
(E) lal 


为 一 小 量 , 这 时 相干 态 就 接近 于 经 典 的 电磁 波 . 


Glauber(Phys. Rev. 131, 2766, 1963) 曾 证 明 , 经 典 的 电流 7(z)( 它 是 


所 产生 的 量子 电磁 场 就 是 相干 态 . 该 态 可 表 为 


|) = Lok), 


ob) = A 人 dt / di3zes(k) . j(z,t )e Ke ot) 
其 中 , s 为 偏振 指标 , e*(k) 为 偏振 基 矢 . 场 强 在 此 态 的 平均 值 为 

(B(z,t)) -2 六 (ee 
这 样 , 若 存在 两 个 发 射 源 (不 一 定 在 同一 区 域 ), 则 总 的 电流 密度 为 


了 (z ,加 一 J1(7,t) + Jj2(7,t), 


(2.2.38) 


(2.2.39) 


(2.2.40) 


给 定 的 c 数 函 数 ) 


(2.2.41) 


(2.2.42) 
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上 式 中 jj(z,t) 和 jo(z,t) 分 别 为 两 个 源 的 电流 密度 的 空间 分 布 函数 . 从 a 与 7 的 线性 关 
系 , 即 可 得 出 

(E(x,t)) = (1|E(zx,t)|1) + (2|E (x,t)|2). (2.2.43) 
其 中 , |1) 和 |2) 代表 两 个 源 单独 存在 时 的 电磁 场 状 态 . 式 (2.2.43) 表明 两 个 源 同时 存在 时 ， 
场 强 吾 (z,t 的 平均 值 就 等 于 该 两 个 源 分 别 存 在 时 妃 (z,t) 的 平均 值 的 又 加 , 从 而 导致 两 个 
经 典 源 的 辐射 场 的 干涉 效应 . 
3. 任意 态 用 相干 态 来 展开 , 全 纯 表象 


相干 态 与 通常 的 厄 米 算 符 的 本 征 态 不 同 : 不 同 本 征 值 的 相干 态 互 不 正 交 . 利用 

式 (2.2.12) 即 可 求 出 
(alB) = ego #0 0+B"B). (2.2.44) 

其 绝对 值 平方 可 写作 
(alB)? = erle-p (2.2.45) 
它 随 着 两 个 本 征 值 间 的 距离 la 一 8| 的 平方 而 指数 下 降 . 只 当 |a - 8| 大 时 , 态 |a) 

和 态 |6) 才 近 似 正 交 . 
相干 态 互 相 不 正 交 的 性 质 , 使 得 它 很 长 时 间 内 未 被 用 来 作 表 和 象 的 基底 . 然而 正 
交 性 并 非 一 组 态 能 作为 基底 的 必要 条 件 . 必要 条 件 是 完备 性 . 要 证 明 相干 态 的 全 体 
合 是 完备 的 , 只 要 证 明 单位 算 符 可 用 相干 态 的 投影 算 符 |a)(a| 来 展开 即 可 . 定义 

d2a 为 本 征 值 复 平面 中 的 面积 元 为 


d2a = d(Rea)d(Ima), (2.2.46) 
再 令 a = |ale-*, 不 难 求 得 


fe )"a™e-la ‘dra= | lal™t"et molt loldodla 


(2.2.47) 
一 TI0 
由 此 并 利用 式 (2.2.11) 即 可 求 出 
d2a _lal?a(Q ) da 
ol 一 = > | In) (mle™l® oo 
/ nml x (2.2.48) 
= 


这 表明 单位 算 符 可 表 为 |a)(a| 的 积分 , 于 是 任意 状态 |f) 都 可 用 |a) 态 来 展开 . 设 
二 Danln), 
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利用 式 (2.2.48) 和 (2.2.11) 得 


(2.2.49) 
_ /la syda 
- oe fe) 
其 中 ey 
f(a*) = Do JT (2.2.50) 
如 果 | 有 ) 是 粒子 数 确定 的 态 |m), 则 相应 的 f(a*) 即 为 久生 ; 
根据 |f) 的 归 一 化 条 件 
> on 三 二 
可 得 出 : 由 式 (2.2.50) 定义 的 f(a*) 作为 ax 的 复 变 函 数 为 全 纯 函 数 
对 于 任意 全 纯 函 数 g(a*), 存在 下 述 公式 ， 
20 
fe -ogo) -op (2.2.51) 


将 g(a*) 作客 级 数 展开 (此 帮 级 数 在 全 复 平面 上 收敛 ) 并 利用 式 (2.2.47), 即 可 证 明 
上 式 . 

从 状态 |f) 的 展 式 (2.2.49), 利用 式 (2.2.44) 和 (2.2.51) 可 以 反 求 出 f(a*), 结果 
为 

f(a*) = ezlol (al 廊 . (2.2.52) 

于 是 每 个 状态 |f) 将 对 应 一 个 唯一 的 f(a*). 由 于 f(a*) 与 | 有 ) 的 上 述 一 一 对 应 关系 ， 
我 们 可 用 f(a*) 来 表示 |f). 这 一 表象 称 为 相干 态 全 纯 表 象 , 因 表示 函数 f(a*) 为 
oa* 的 全 纯 函 数 . 但 要 注意 , 任意 |f) 投影 到 |a) 上 的 概率 |(a|f)|* 并 不 就 是 |f (a*)|”， 
而 是 |/(a)|2e-iel . 

既然 相干 态 彼此 不 是 线性 无 关 的 , 任意 态 用 它 来 展开 时 , 展 形 系数 应 该 不 唯一 ， 
为 何 这 里 又 能 唯一 地 确定 f(a*)? 原因 在 于 我 们 限制 了 f(a*) 为 a* 的 全 纯 函 数 , 否 
则 不 能 利用 式 (2.2.51), 自然 也 就 得 不 出 式 (2.2.52). 

两 个 状态 的 标 积 在 全 纯 表 象 中 为 


emD= / (Qlo)(all) -2 


2.2.53 
= | flo") “)fi(a el Ee | 
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自 此 可 得 状态 的 归 一 化 条 件 为 
f re) =1. (2.2.54) 
T 
既然 相干 态 彼此 不 是 线性 无 关 的 , 某 个 相干 态 也 可 表示 为 其 他 相干 态 的 矢 加 
d2a 
8)= | Walg) 


2 
= | ee oe. 
TL 


(2.2.55) 


上 式 右 方 也 可 写成 
la)e- Io-Bl + im(Ba) do 
区 
因此 实际 对 积分 有 重要 贡献 的 范围 只 是 8 的 近 域 
4. 全 纯 表象 中 的 算 符 


我 们 考虑 任 一 算 符 不 的 全 纯 表示 . 设 它 在 粒子 数 表象 中 的 表示 为 Tinn, 即 
T= 》_ Tnnlm) (nl, 


则 有 
?= | lwoltlo) le 


已 1 
d2a d26 
= Dm f om tnle) ol 
将 (alm) 和 (nl/y 的 表达 式 代入 即 得 


2 qd2? 
oot (2.2.56) 


T= | Toe", ere “#18l |ay(B| - 
其 中 , 系数 (a*, 8B) 由 下 式 定 义 : 


T(a*,pB) 一 > 机 Tmmn. 


(2.2.57) 


对 于 场 论 中 常用 的 算 符 , T(a*, 6) 对 a* 和 6 两 个 变量 来 说 都 是 全 纯 函 数 (参见 

下 面 的 式 (2.2.64)). 在 这 种 情况 下 , 同样 可 求 出 展开 系数 (a*, 6) 与 矩阵 元 (a|T|B) 
之 间 的 关系 , 结果 为 

T(a*,B) = (alTlB)edlol + 二 21 . (2.2.58) 
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于 是 Ta,p) 与 个 也 一 一 对 应 , 我 们 可 用 T(a*, 8) 来 表示 全 , 并 称 它 为 该 算 符 在 相 
干 态 全 纯 表象 中 的 表示 . 
算 符 从 的 全 纯 表 示 与 算 符 全 的 全 纯 表示 之 间 存 在 着 简单 的 关系 . 将 式 (2.2.57) 
右 方 Tn 换 成 7 即 得 出 全 的 表示 , 其 结果 即 为 T(8*, a)*. 
两 个 算 符 乘积 的 全 纯 表示 亦 不 难 求 出 . 令 
T= 人 TTD, (2.2.59) 
则 有 ， 
人 6) = (olfi fl) = { (Ai) oI) 
将 算 符 的 矩阵 元 与 全 纯 表示 间 的 关系 代入 , 即 得 
2 2 
T(e,B)= Tilo WB, Be MY (2.2.60) 


在 场 论 中 所 有 的 算 符 都 可 表示 为 吸收 和 发 射 算 符 正规 乘积 的 代数 和 , 而 且 一 般 
只 有 有 限 项 , 即 


有 限 项 
T= >》 mmn(em(6". (2.2.61) 
这 时 , 由 式 (2.2.44) 可 得 
(al 家 6) = 7(a*, B)e®’B- lol -让 61 ， (2.2.62) 
其 中 
有 限 项 
T(0",B) = Tmn(o)™p", (2.2.63) 


称 为 算 符 了 的 正规 核 . 显然 它 是 a* 和 6 的 全 纯 函 数 , 从 式 (2.2.62) 还 可 得 出 了 的 
全 纯 表 示 为 
T(a*,P) = 7T(a*, B)e® 2. (2.2.64) 
它 与 正规 核 只 差 因子 e* 5, 因而 亦 是 a* 和 6 的 全 纯 函 数 . 
知道 了 一 个 算 符 的 正规 核 r(a*, 6), 立即 可 以 写 出 该 算 符 本 身 . 如 用 了 表示 此 
算 符 , 则 结果 为 
T=: 7(€+,6€)., (2.2.65) 
符号 :: 代 正 规 编 序 . 再 由 全 纯 表 示 和 正规 核 之 间 的 关系 , 知道 了 一 个 算 符 的 全 纯 表 
示 亦 可 通过 下 述 方式 得 出 该 算 符 


P=: T(ét, ee e.. (2.2.66) 
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最 后 我 们 来 考察 算 符 对 态 的 作用 . 设 算 符 了 作用 到 |f) 上 得 出 的 态 为 |9), 即 


9) = TIf). 


(2.2.67) 


我 们 要 找 |9) 的 全 纯 表示 与 |f) 的 全 纯 表示 之 间 的 关系 . 以 (a| 乘 上 式 并 在 了 的 右 


方 插入 一 个 “单位 算 符 的 相干 态 展 开 式 ”, 得 
。 d28 
(alg) = /me 及 有 
再 将 上 式 中 的 各 量 与 其 全 纯 表示 的 关系 式 代 入 后 即 得 出 
2 2 
go = /To pe 


这 就 是 所 要 的 结果 . 
我 们 来 看 两 个 特殊 情况 . 一 是 了 = ,这 时 


2 2 
oo) = | oie sf(8")e lo SF = or flo") 


在 后 一 等 式 中 我 们 利用 了 式 (2.2.51). 通过 
(alg) = (alél|f) = a* (alf), 


也 可 直接 得 出 式 (2.2.69). 
另 一 个 例子 是 全 = 6, 这 时 


, d2 
glo")= | Be®sf(8")e-l? 于 


d * 2d2 
-= a / er21pe SF 


(2.2.68) 


(2.2.69) 


(2.2.70) 


以 上 两 式 的 结果 可 以 这 样 来 概括 : 对 全 纯 表 示 函 数 来 说 , 算 符 6i 的 作用 表现 
为 乘 上 a*, 而 算 符 6 的 作用 表现 为 取 微 商 , 其 情况 与 算 符 6 和 算 符 方 在 坐标 表象 中 


的 作用 相似 . 


2.3 全 纯 表象 中 的 路 径 积分 , 标量 场 的 泛 函 积分 量子 化 


本 章 第 一 节 中 的 路 径 积分 是 在 坐标 表象 中 作 的 . 场 是 一 个 无 穷 多 自由 度 体 系 ， 
以 实 标量 场 来 说 “, 场 的 广义 坐标 即 为 p(x), 这 里 x 代表 自由 度 指标 , 如 同 9 中 的 


@ 复 标量 标 可 以 分 解 为 两 个 实 标量 场 . 


.70 . 量子 非 阿 贝尔 规范 场 论 


j. 场 的 坐标 表象 就 是 用 4(z) 的 本 征 态 为 基底 的 表象 . 但 这 一 表象 在 场 论 中 通 滑 并 
不 适用 . 
前 面 已 指出 , 相对 论 性 的 场 算 符 包括 吸收 和 发 射 两 个 部 分 , 对 于 实 标量 场 ， 


6(z) = PH) (7) + Py) (7). 


而 相干 态 是 吸收 算 符 部 分 8(4)(z,t) 的 本 征 态 . 于 是 我 们 看 到 : 相干 态 表 象 与 “ 坐 
标 表象 ”的 差别 , 就 在 于 前 者 不 是 取 整 个 场 算 符 $ 的 本 征 态 作为 基底 , 而 是 取 其 中 
吸收 算 符 部 分 的 本 征 态 作 为 基底 . 对 于 复 标量 场 
PT) = BH) 十 PB(-) (7). 

这 时 正 粒子 的 相干 态 是 2(+)(z) 的 本 征 态 , 而 反 粒 子 的 相干 态 则 是 Bi_)(z) 的 本 征 
态 (参见 式 (1.1.18)). 

在 这 一 节 中 , 我 们 先 把 量子 力学 振幅 的 路 径 积分 表示 从 坐标 表象 转 到 相干 态 全 
纯 表 象 , 然后 再 考虑 从 量子 力学 到 量子 场 论 的 过 渡 . 

采用 相干 态 全 纯 表象 的 好 处 是 : 求 出 了 演化 算 符 的 全 纯 表示 , 即 可 得 出 该 算 符 
的 “正规 乘积 形式 ”. 这 种 形式 特别 适合 于 场 论 中 的 应 用 . 
1. 全 纯 表 象 中 的 路 径 积 分 

为 简单 起 见 , 我 们 考虑 一 维 量子 力学 体系 (但 不 限于 谐振 子 ). 定义 算 符 E(t) 和 
at(t) 如 前 (参见 式 (2.2.20)), 对 易 关 系 仍 为 


[e(b,ef(b] = 1, (2.3.1) 
只 是 哈密 顿 量 不 再 是 式 (2.2.23), 我 们 一 般 性 地 将 它 表示 为 
H = H(él,é), (2.3.2) 


并 假定 其 中 的 ii 和 e 已 按 正 规 编 序 排列 . 
我 们 用 |a,t) 表示 海 森 伯 图 像 中 a(t) 的 本 征 态 (本 征 值 为 o)， 


é(t)|a, t) = ala, t), (2.3.3) 
则 体系 在 to 到 ty 期 间 从 ao 路 迁 到 ay 的 概率 幅 为 
G(as, ts; oo, to) = (Qf, tf lo0, to)- (2.3.4) 
可 以 仿 前 将 t0 到 tj 分 成 为 许多 小 的 间隔 , 并 在 上 式 右 方 插入 一 系列 的 单位 算 符 


d?2a 
flout ont 元 ) 
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从 而 将 它 化 成 
2 2 
G(ar, tr; oo, to) = / 一 …， en (Qtylan, tn) .… (Q1,t1|Qo, to). (2.3.5) 
然后 利用 
la,t + At) = eifAtlo, t) (2.3.6) 


即 可 像 前 面 一 样 来 推导 出 G 的 汉 函 积分 表示 . 

另 一 个 更 方便 、 更 直接 的 方法 是 利用 上 节 给 出 的 全 纯 表 旬 中 算 符 乘 积 的 公式 . 

我 们 将 采取 这 一 方法 . 为 此 取 一 个 基准 时 间 ts( 其 值 可 以 任意 取 定 , 例如 可 取 为 0). 

根据 海 森 伯 状态 之 间 的 关系 (参见 式 (2.1.10). 注意 , 式 (2.1.9) 和 (2.1.10) 中 的 Ai 
可 取 任 何 有 限 值 ) 有 

[ay 好) = eH (tT ts) oy, ts), 


i 2.3.7 
[Qo, to) 一 eifH(to-ts)|@o, ts). ( ) 


于 是 
(Qf tf|o0, to) = (ap, ts, |e™ F(t 74)|o, ts), (2.3.8) 


即 G(ay,tj; oqo,to) 等 于 算 符 e- 这 (ro) 在 |ajy,ts) 与 |ao,ts) 之 间 的 矩阵 元 . 由 于 
H 与 二 无 关 , 故 可 取 为 


H= H(ts)= H(ét(t,), ets)), (2.3.9) 
代入 式 (2.3.8) 并 令 了 = tj 一 to, 即 得 


Gl(ay, tf; Wo, to) 一 (QF, tf|ao, to) 


2.3.10 
= (Qay, tsle-iH(et (ts),é(ts)T oo, ts). ( ) 


在 上 式 右 方 , 两 个 状态 都 是 ts 时 刻 的 相干 态 , 而 中 间 的 算 符 也 是 t 时 刻 的 吸 
收 和 发 射 算 符 , 因此 可 以 直接 进行 运算 . 其 中 的 ts 可 以 略 去 不 写 
设 算 符 e- 这 7 的 全 纯 表示 为 UV(a}, ao,T), 则 式 (2.3.10) 可 表 为 


G(as, tf; oo, to) = U(a, ao, T)e™ 231° 一 eol ， (2.3.11) 


需要 进一步 求 的 就 是 U(ay,ao,T)， 

算 符 e-ia7 可 以 写成 n+1 个 算 符 e-i#4t 的 连 乘积 , 因而 e-i?7 的 全 纯 表示 
U(o*,ao,T) 可 用 eiHAt 的 全 纯 表示 U (a ia Ab) 合成 得 出 . 在 n 取得 足够 大 使 
At 很 小 的 情况 下 ， 

eiHAt v1 ~ ifAt = 1 iH(e,é)AL, (2.3.12) 
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于 是 
Ul(airi, ab At) = (Qile-iHAto etl 二 二 az+ra 
~ (ash -iehaAilat)eileP+iieeo 
(2.3.13) 
一 Eerot [1 一 ij 五 (QT1， Qi)Ai| 


之 eat+1ce -iH(arria)At 


在 推导 第 三 等 式 时 , 我 们 利用 了 五 (6i,6) 中 的 6 和 6 已 按 正 规 编 序 排列 的 假设 ( 见 
式 (2.3.2) 下 ). 这 样 , 利用 乘积 公式 就 可 得 到 


d2a 
一 :exp{a* oo 一 过 (al,ao)At 


Doyo0T) = dn, / » 


+ > [ory — 0)a; 一 这 (agoj)Ah. 


j=1 


(2.3.14) 


如 将 a; 写成 attj), 则 在 At 一 0 时 , 上 式 指数 中 对 j 的 求 和 可 化 成 对 上 的 积分 
MA 20y 2 
[各 也 可 写成 汉 函 积分 符号 | |, 寺 是 式 (2.3.14) 化 为 


TL 
l= 二 1 


U(a*, ao,T) = / | oo (to)aot fed [ee” (t)alt) iH(o" (t),a(t)]dt (2.3.15) 
上 式 指数 中 第 一 项 所 含 的 a* (to) 实际 为 (to 十 Ab 的 极限 , 它 是 积分 变量 , 并 非 端 
点 值 ao 的 共 斩 . 同样 , 五 中 的 a*(t) 与 alt) 亦 非 互 共 轿 , a*(t) 实际 为 a(t 十 At) 的 
共 统 , 由 于 At 一 0 而 写成 了 a*(t). 
式 (2.3.14) 也 可 改写 成 另 一 形式 


、 . — d2a ， . 上 
U(a¥, ao 了) -um / 一 exp{ayan — iH(ay, Qn)At 
n 和 1 (2.3.16) 
+ 2 -os (0 — oj-1) 一 达 (oj @;-1)Ad)}, 
j=1 
在 At 一 0 时 它 化 为 
U (a*, oo n= | da 人 oo alti) + fed [or (bat) iH (oa* (t),a(t))]dt (2.3.17) 
f， 》 元 》 


其 中 , afty) 为 afty -~ At) 的 极限 , 它 也 是 积分 变量 , 并 非 端点 值 or 的 共 罗 
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我 们 还 可 以 将 被 积 函数 中 的 指数 写成 对 称 的 形式 , 即 取 为 式 (2.3.15) 和 (2.3.17) 
中 的 指数 的 和 的 一 半 . 在 这 种 取 法 下 ， 


Ula, 00, T) =/ | exp {3 [aalti) 十 ar (to)ao] 318, 
十 | Lo* (0), alt), or (0), eh))at), 


指数 中 的 L(a*(t), a(t), ox*(t), &(t)) 由 下 式 定义 : 
L(o™(t), a(t), oe (t), a(t)) = 2[c" (Walt) — A (ta(t)] — H(a”(t), a(t)), (2.3.19) 


称 为 全 纯 表象 中 的 拉 格 朗 日 量 . 我 们 看 到 , 式 (2.3.18) 的 被 积 函 数 不 仅 是 exp( fii Lat). 


还 有 一 个 含 端点 值 的 指数 因子 . 这 是 全 纯 表 示 中 路 径 积 分 的 表达 式 与 过 去 的 其 他 表 
达 式 不 同 之 处 . 
积分 路 径 a(t) 和 a*(t) 的 问 条 件 是 
al(to) 一 Q0， Qo (ti) 一 QF. (2.3.20) 
注意 , a(t) 和 a*(t) 有 不 同 的 端 条 件 , 一 个 给 定 初 值 , 一 个 给 定 终 值 . 
有 了 U(a*, Qo,T) 从 式 (2.3.11) 式 即 可 得 出 跃迁 振幅 G(ay,ty; qo, to)， 如 果 初 
态 和 牙 迁 的 末 态 并 非 相 干 态 , 则 可 将 它们 按 相干 态 展 开 , 求 出 结果 后 再 通过 蕉 加 求 
出 相应 的 跃迁 振幅 . 
坐标 表象 中 的 路 径 积分 表达 式 实 际 上 也 可 利用 这 种 方法 来 推导 . 跃迁 振幅 可 写成 
G(qjs, ts; qo,to) = (qs, tslqo,to) = (qs, tsle™ tT |(go, ts). (2.3.21) 


对 一 维 体系 , 利用 ee" 二 (qu,ts|puts)(! 非 求 和 指标 ) 可 得 


dgqidpi i 
Va ———|g,t s) (Pl, ts le nia 


(2.3.22) 
= | ag | dpilgts) (talon ts) pu to 二 1. 


司 样 将 e-iRT 分 成 为 n 十 1 个 e-iRAt 的 连 乘 积 , 并 在 其 中 插入 一 系列 上 式 所 给 出 的 单位 算 
符 的 展 式 (1 取 1,2,…,n 十 1). 在 五 表 成 及 (P,6) 的 形式 其 中 所 有 方 都 在 所 有 6 的 左 方 的 
情况 下 , 有 
(pp tsle— Atlg 1, to) ~ (pu tol[l — iH(P(ts), (ts)) Atllqr1, ts) 
一 [1 一 iH (pi, qi-1)Atl(pi, ts|qi1, ts) (2.3.23) 


一 ©—ipiq—1—iH(p1,g1—1)At. 
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于 是 即将 式 (2.3.21) 右 方 化 为 


..d 9 dp1 dpnn 。 ! 学 , [Pi (497-451 )H(pj;,q;_1)Ad 
qn DT oe 


i 二 oo 
(gj,tsle ”|qo,ts)= lim / dgi 
mn 一 oo 


此 式 同样 可 写成 式 (2.1.16) 的 形式 . 
下 面 通过 谐振 子 的 实例 , 说 明 上 述 路 径 积 分 如 何 计算 . 对 于 谐振 子 , 在 全 纯 表 


象 中 哈密 顿 量 取 为 ? 
H = wété, (2.3.24) 


我 们 可 以 从 定义 式 (2.3.14) 或 (2.3.16), 对 a 逐个 积分 . 首先 对 d2a 积分 . 式 (2.3.14) 
中 含 ai 和 ad 的 因子 为 


eo ol +(l1—iwAt)aiaot+(l1—iwAt)asal 
) 


如 令 


al =7T+iy. a =27— iy, 
则 此 项 积分 化 为 
jsp 十 只 一 (ao+as — iwAt)z 一 iao 一 ax)(l 一 iwADY} ey, (2.3.25) 
这 是 高 斯 型 积分 , 利用 公式 


too 2 TL 
/ eK? tardz = /we RekK > 0， (2.3.26 ) 


其 中 , M 等 于 指数 -Kz? + az 的 极 值 , 即 可 将 式 (2.3.25) 积 出 . 从 极 值 条 件 


_2Kzx+a=0 (2.3.27) 
解 出 z, 求 得 
a2 
= (2.3.28) 
式 (2.3.25) 的 积分 值 为 ee3eoG-iwA9?. 代 回 式 (2.3.14) 再 对 2 积分 , 通过 求 
极 值 同样 可 得 出 结果 为 esico(i-iwAb8. 如 此 类 推 , 最 后 得 出 
U(ay;ao;T) 一 ecyooe ” (2.3.29) 


” @ 当 应 这样 取 时 , 相应 的 再 (or (人), atb) = wor (Dalt) = [mwa(t) —ip(Djlmwalt) +ip()] = 
元 -72(9) + mw2g2( 的 ， 与 经 典 值 相同 作为 量子 算 符 ， 它 并 不 等 于 二 -名 (十 3mer2 加 ()， 而 等 于 
ja() 4 Lr ?2 的- io 即 略 去 了 零点 振动 能 . 这 一 变动 只 是 使 G(ayty, aoto) 多 一 个 相 因 子 eziwT. 
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我 们 看 到 , 以 上 所 作 的 无 穷 积分 都 具有 良好 的 收敛 性 , 结果 中 不 出 现 振荡 型 的 不 确 
定 行为 

在 泛 函 积分 中 , 常常 要 利用 高 斯 积分 公式 、 下 面 列 出 多 变量 的 高 斯 积分 公式 
对 于 n 个 实 变量 情况 , 若 K 为 实 对 称 正定 矩阵 , 则 有 


十 oo 7 
一 ZJ 玫 jZI 十 QJZ .i 一 TT M 
[. e dzx1:.. dzn, V jt: ， (2.3.30) 
其 中 , M 等 于 一 zjKjizi 二 Qa;x; 的 极 值 , 求 出 的 结果 为 
l _1 
M = ioi(k )jilal: (2.3.31) 


当 K 不 是 对 称 矩 阵 时 , 可 将 它 分 解 成 对 称 部 分 和 反对 称 部 分 , 后 者 对 (一 x; Kji2j) 
的 贡献 为 零 , 故 可 抛 去 . 然后 再 按 式 (2.3.30) 处 理 (对 求 极 值 M 来 说 , 是 否 去 挥 反 
对 称 部 分 , 并 不 影响 结果 ). 

对 于 nn 个 复 变 量 的 积分 , 可 将 它 化 为 2n 个 实 变量 的 积分 来 处 理 . 在 五 为 正定 
的 厄 米 矩 阵 情 况 下 , 可 直接 用 下 述 公式 : 


nN 2 
[I d Qj e 一 25 Kiiata; i+o; a 一 1 
和 1 detK 


其 中 , o( 开 一)jial 仍然 是 一 ay Kjia 二 ajaj + aja; 的 极 值 2. 
谐振 子 的 U(a%, ao,T) 亦 可 从 它 的 泛 函 积分 表达 式 直 接 算出 . 将 式 (2.3.24) 代 
入 式 (2.3.15) 后 , 其 指数 中 的 函数 为 


eo (Kar (2.3.32) 


ao” (to)ao + [er (t)alt) — iwa” (t)}a(t)ldt, (2.3.33) 


因而 所 待 积 的 泛 函 积分 为 高 斯 型 积分 . 通过 变 分 可 求 出 其 指数 函数 的 极 值 , 变 分 时 
将 a*(t) 和 alt) 作为 独立 变量 , 并 取 端 条 件 


a (tr) = ay， al(to) = Q0. (2.3.34) 


@ 如 用 下 表示 一 aypjlad 十 ajQ; 十 ayb7， 并 用 zj 和 y; 表示 oa5 的 实 部 和 虚 部 ， 则 极 值 方程 为 
OF(zy) 02, 蕊 0 由 于 OF(z,y) _ OF(a*,a) Fa al OFc 人) _ ;0F(0”, 0) 
Br; 7 Oy; Or;} Oa; 00; ” Oy; Oa; 
1395(0” 9) 政 极 值 方程 组 亦 可 化 为 <9) 二 0, 950 90) - 0. 这 就 是 说 , 我 们 可 将 a 和 av 作为 
Oo OQj OQ” 
独立 变量 , 通过 玉 对 它们 的 微 商 来 得 出 极 值 方程 . 


J 
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变 分 的 结果 
5 {weoos + | Jer (t)alt) wor' (Dalat \ 
二 Qo6a* (如 ) 十 | ， {[e* (©) — iwa’ (t)lbalt) 
. . x d x 
-GD + iwa(t)lSor (t) + + [a(t)sa (Ohadt 
- | {fr (0) ~ iwor (ta(t) — [a(t) + iwa(iloor (t)}dt. 
由 此 得 出 极 值 条 件 为 
0*(t) ~ iwa*(t) = 0, (2.3.35) 
a(t) + iwa*(t) = 0. 
此 方程 实际 上 就 是 经 典 的 振子 运动 方程 . 因 将 
0 = -7 (mwgq + ip), 
水 1 3 
~ V2mw (mwg ~ ip), 
代入 式 (2.3.35) 后 即 得 出 通常 的 结果 
六 (四 十 rnw2d 人 = 0. 
利用 端 条 件 式 (2.3.34) 可 求 出 方程 (2.3.35) 的 解 as 和 at， 
Qs(t) = Qoe etto), (2.3.37)© 


Qt(t) = ote tts). 


将 它 代 入 式 (2.3.15) 被 积 函 数 中 得 出 的 值 为 


caoyaoe ~ 


U(a*, Qo, 了 T) 应 等 于 此 值 除 以 一 个 泛 函 行列 式 . 我 们 以 后 将 说 明 泛 函 行列 式 如 何 计 
算 . 这 里 只 须 指出 , 在 本 例 情况 下 , 此 行列 式 与 co 和 of 无 关 , 是 一 个 不 重要 的 常 
数 . 实际 上 它 是 一 个 相 因 子 , 可 以 取 为 1. 这 样 就 得 出 与 式 (2.3.29) 相同 的 结果 (如 
”” @ 如 果 要 求 两 式 的 右 方 互 为 复 共 思 , 对 应 有 ayj = aoe-i(t-to), 这 正 是 经 典 运 动 方程 所 得 出 的 结果 
在 经 典 理论 中 , ary 与 ao 互相 独立 取 值 是 不 容许 的 . 因 ao 取 定 后 , 其 实 部 和 虚 部 就 确定 了 t = 0 时 的 g 和 
p 的 值 , 因而 运动 的 路 径 就 完全 确定 . 换 句 话说 , 在 经 典 理论 中 , 端 条 件 式 (2.3.34) 是 过 量 的 
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采用 对 称 形 式 的 式 (2.3.17), 求 出 的 结果 亦 相 同 ). 以 后 我 们 碰 到 高 斯 型 汉 函 积分 , 都 
可 采用 这 种 方法 来 计算 . 
利用 式 (2.3.29), 我 们 还 可 求 出 


[Qo,to) = |aoe ,ty), (2.3.38) 


即 状态 |ao,to) 在 tf 时 刻 仍 为 一 相干 态 , 只 是 其 本 征 值 改变 了 一 个 相位 因子 e ” . 
式 (2.3.38) 的 推导 如 下 ， 


d2a 
oo 二 = { FEL laps tp) oss tleo to) 


d2 
/ —AU(ay, a0, T)e 让 er lool [ery,t) 


2 . 
= / def ayoo0 T-Bar —#lool oy,, ty) 
元 fj“ 


一 [aoe ,tp). 
在 推导 最 后 一 等 式 时 , 我 们 利用 了 式 (2.2.55). 
2. 标量 场 的 泛 函 积分 量子 化 
上 面 关 于 谐振 子 的 结果 不 难过 渡 到 标量 场 的 情况 .标量 场 可 表 为 无 穷 多 个 单 
模 态 的 外 积 . 当 各 个 模 都 在 相干 态 时 , 场 的 总 体 状 态 就 为 相干 态 . 对 实 标 量 场 , 可 用 
集合 {a} 表示 这 样 的 状态 , 记 作 |{a}), 它 满足 
ckl{a}) = orl{a}), (2.3.39) 
或 
poy (ol{ad) = de (oo)), (2.3.40) 
其 中 , 9(4)(z) 如 前 所 述 为 2(z) 中 的 吸收 算 符 部 分 , 而 


-VS | oek? 2.3.41 
$+) (TL) 2 Vi (2.3.41) 


状态 |{a}) 也 就 是 2.2 节 中 所 说 的 |8(+)(z)), 它们 的 集合 构成 完备 的 基底 , 标 
量 场 的 任意 状态 可 用 它们 来 展开 . 

上 一 小 节 的 结果 可 直接 用 到 场 的 各 个 模 上 , 外 乘 起 来 即 得 总 的 结果 . 由 此 得 出 
算 符 e-i87 的 全 纯 表示 为 


宁 .rt 
QkpORtf)+oR (to)oop)+i fd Ldt 


20 $I 
va {oo}, n= [II (2.3.42) 
k 
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其 中 | 
= 2 [oh (bar(t) — ok (én) — H 
k (2.3.43) 
H= >》 wak(t)anlt) + Hint (a, a). 
k 
仿 前 可 将 对 的 求 和 化 为 积 
V 
于 
再 令 
/2wV 
Qo( ) (27)3 QOk, 
or(k) = /oe (2.3.44) 
a(k,t) = Boul) 
即 得 


Yak(t)ar(t) 一 | dkor (tak,t), 


k 
其 中 , K 定 义 见 式 (1.1.8) atk ,6 代表 算 符 elk 的 本 征 什 再 将 0 | 可 
成 四 变量 函数 a(k, 台 的 泛 函 积分 D2a(k,), 就 可 将 式 (2.3.42) 和 (2.3.43) 改写 成 
U(a(k), ao(k), T) = | De (k, t)e3 J dk[ay (k)a(k, ts)+a* (k, to)ao(k)]+i ff Ldt (2.3.45) 
和 
1 /~ 
5= 3 /dle (ks dolkst) — or (kt)a(ks t)] — Ho (ks t), ke, D)), 
“ (2.3.46) 
H = | diwor(k, ta(kst) + Hine(or (kst), (kt) 
应 取 泛 函 积 分 变量 a(k,t) 和 a*(k,t) 满足 下 述 问 条 件 
a (kt) = of(k), alk,to) = oo(k). 


以 上 给 出 的 U(a*(k),ao(k),T) 为 算 符 er-iatr-to) 的 全 纯 表示 . 在 场 论 中 更 为 
重要 的 是 $ 算 符 (8 矩阵) 和 格林 函数 的 生成 泛 函 . 这 将 在 下 一 节 讨论 
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2.4 用 泛 函 积分 表示 的 9 算 符 和 格林 函数 生成 泛 函 


在 本 节 中 我 们 将 导出 S 算 符 和 格林 函数 生成 泛 函 的 泛 函 积分 表达 式 . 我 们 将 
在 全 纯 表 象 中 给 出 这 种 表达 式 , 然后 在 一 定 的 约定 下 , 将 泛 函 积 分 变量 化 为 p(x) 和 
r(z). 这 相当 于 化 到 场 的 坐标 表象 , 不 同 的 是 这 里 引入 的 p 和 x 并 非 实 函数 , 端 条 
件 也 仍然 是 用 全 纯 表象 来 表示 . 

利用 所 得 到 的 泛 函 积分 表达 式 , 我 们 还 可 以 导出 微 扰 论 中 的 费 恩 曼 规则 . 这 种 
推导 费 恩 曼 规则 的 新 的 方法 , 将 在 第 4 章 中 用 到 非 阿 贝尔 规范 场 中 . 
1. S 算 符 (矩阵 ) 的 泛 函 积分 表达 式 


9 算 符 或 9 矩阵 是 在 作用 图 像 中 定义 的 . 通常 取 t 上 = 0 时 作用 图 像 与 海 牺 人 图 
像 中 的 算 符 一 致 , 这 样 5 亦 可 通过 t= 0 时 海 森 伯 算 符 表 示 出 来 , 结果 为 


9 = ， lim eiHo(O)ts eiH(ts -to) eiHo(0)to (2.4.1) 
TS 

其 中 , 包 (0) 为 上 = 0 时 的 自由 场 哈密 顿 量 . 

我 们 注意 到 , $ 并 不 简单 就 是 算 符 e -这 (ro) 在 如 一 -oo, tf 一 +oo 时 的 值 
(此 值 不 具有 确定 的 极限 ), 还 要 再 乘 上 因子 ex 和 eAo(0)w. 实际 上 ei 六 (trt0) 
是 薛 定 刘 图 像 中 的 状态 演化 算 符 , 因子 erim(ot 和 eifo(0)tst 的 作用 分 别 是 把 初 态 
转 到 醇 定 证 图 像 以 及 把 末 态 从 醉 定 证 图 像 转 回 到 作用 图 像 

我 们 先 就 一 个 模 来 考察 cifo(0)tt 捕 e-ifio(0)to 的 全 纯 表示 与 天 的 全 纯 表示 之 间 
的 关系 . 其 中 K 为 一 个 不 随时 间 变 化 的 算 符 . 

单 模 的 自由 哈密 顿 量 总 (0) 具有 形式 


Ho(0) = weété, (2.4.2) 
其 中 ,w = VR? 十 m2; tt 和 6 代表 t= 0 时 的 发 射 和 吸收 算 符 . 式 (2.4.2) 与 上 节 讨 论 


的 谐振 子 的 哈密 顿 量 相同 , 因此 只 要 令 式 (2.3.29) 中 的 了 = 如 , 即 可 得 出 eifo(0)to 
的 全 纯 表示 


—iwto 


Vo(a ， b, to) 一 ec Pe 
同样 令 T= -ty 可 得 出 eiz(otz 的 全 纯 表示 
Ul(o*, ,ts) = ee pe 7 (2.4.4) 


算 符 K 既然 与 无 关 , 可 用 t= 0 时 的 吸收 、 发 射 算 符 & 和 i 表示 出 来 . 设 它 的 全 
纯 表示 为 K(a*, 6), 则 根据 算 符 乘积 的 全 纯 表 示 的 公式 ,eizo(0) 展 e -imo(ot 的 全 纯 


(2.4.3) 
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表示 K(a*, 6) 即 为 


d2a/ 


本 


2 /31/ . 
d LO coo ef -oo K(o” B')e-8B"+6"Be “1 
》 
1 


Klo*,p)= | 


一 K (a*eiots ， De- 如 )， 


(2.4.5) 


在 推导 最 后 一 个 等 式 中 , 我 们 利用 了 式 (2.2.51) 以 及 它 按 a* 一 8* 6 的 置换 
式 . 

式 (2.4.5) 表明 , 只 须 作 替换 oa* 一 areiot ,6 一 be-ixt, 即 可 从 KK 的 全 纯 表示 
得 到 eiHo(0)ts Fe—iHo(0)to 的 全 纯 表 示 . 

对 各 个 模 应 用 以 上 结果 , 就 可 从 式 (2.3.45) 得 出 实 标量 场 5 算 符 的 全 纯 表示 ， 


S(a¥(k), ao(k)) = ,lim U(ay(k)eets, ao(k)e-iot, T) 


t 一 十 oo 


> 册 人 (2.4.6) 
= lim / D?a(k, t)e# { dKloy(k)e fo(kts) ta" (ksto)oolk)e otifio dt 
1 
端 条 件 相 应 地 换 为 ， 
or (大厅 ) = af (有 )e ef， 
i (2.4.7) 


a(k,to) = oo (k)e—ieto, 


式 (2.4.6) 中 的 世 仍 由 式 (2.3.46) 表 示 . 我 们 看 到 , S(a*(k), qo(k)) 与 U (a (k), ao(k), 了) 
的 差别 , 除了 tf 和 to 取 极 限 外 , 就 是 端 值 上 分 别 多 了 因子 e“*f 和 e 5. 如 果 不 
增加 此 因子 , 当 好 一 +oo, to 一 -oo 时 极限 将 不 存在 . 一 个 明显 的 例子 就 是 目 由 场 
情况 , 这 时 对 于 每 个 单 模 , U (a*, ao, 了 T) = ejooe “0 当 t 一 +40 和 t0 一 一 00 
时 , 它 作 周期 性 的 振荡 , 不 趋 于 确定 的 极限 . 将 端 值 of 和 ao 分 别 换 成 aye“*f 和 
aoe “to 后 , U(a*%, Qo,T) 变 成 为 U(are ,aoe-“%, 了 T) = exf90, 就 与 如 和 ty 无 
关 . 取 极 限时 自然 不 会 出 现 振 功 . 
在 一 定 的 约定 条 件 下 , 我 们 可 将 泛 函 积分 变量 a(k,t) 和 a*(k,t) 换 成 (加 
和 7(z,t), 但 端 条 件 仍 采用 全 纯 表象 来 表示 . 这 个 约定 条 件 是 : 对 式 (2.4.6) 中 的 指 
数 函 数 , 约定 
esice ~— 0. (2.4.8) 
为 进行 这 一 转换 , 我 们 定义 
dk 


hz ,站 二 / 区 ee + ao(k)ew] (2.4.9) 
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其 中 , of (be) 和 ao(k) 为 5S 全 纯 表示 的 宗 量 (参见 式 (2.4.6)). 再 定义 泛 函 积分 变量 
p(z,t) 和 (x,t) 以 代替 原来 的 积分 变量 a(k,t) 和 a*(k,)， 
a Qk, t)e ea 十 Q (k, t)e™'*'®], 
. (2.4.10a) 
T(zZ,t) 一 一 | Saal der 一 ar* (k, t)e—'*'®], 
式 (2.4.6) 中 的 D?a(k,t) 即 可 换 成 Dp(z,t)Dr(z,t), 所 出 现 的 雅 可 比 行列 式 为 一 常 
数 (对 5 的 宗 量 ay(k) 和 ao(k) 而 言 ), 可 吸收 到 积分 测度 的 定义 中 去 . 端 条 件 仍 为 


t 一 一 oo 时 ， a(k,t) 一 ao(k)e—t, 


(2.4.10b) 
t= +00 时 ay(k,t) = oar(k)e™. 
式 (2.3.46) 所 表示 的 拉 格 明日 量 可 以 化 为 
L= 1/ ass Be -ip) — Hn, yp)|, 
(2.4.11) 
H = 3 + (OP) + 3m?p? + Hnt. 


我 们 看 到 , .和 在 形式 上 与 通常 的 一 样 , 但 工 的 形式 却 不 完全 相同 , 其 中 第 一 项 与 通 
第 形式 差 一 个 (HPp) 对 上 的 全 微 商 . 
在 式 (2.4.8) 的 约定 下 , 式 (2.4.6) 右 方 指数 中 的 端点 项 可 以 改写 成 下 述 形式 : 


3 / dkloy (k)etf ok, ty) + or (k, to)ao(k)e 和 
(2.4.12) 
| dkay (oolk) 一 i | ae (z,t)p(z, ta, 


这 是 因为 
] 37g t Jy* 1 了 [水 iwt 
fa r9 (2,t)p(z, tl = | dkoy (Koolk) 一 3 | dkloy (k)e fa(k, tf) 
+a* (k, to)ao(k)e™to] 十 3 | iloo(t)o( -ks tr) 
-oy(k)ay(—h)eret + ay(k)a” (—k, to)eee 
—Qo(k)ao(—k)e- ?0], 


而 对 泛 函 积分 实际 有 贡献 的 a(k,t) 和 a*(k,t) 具有 下 述 渐 近 行为 : 当 t 一 土 %o 时 ， 
a(k,t) 和 a*(k,t) 都 像 自由 场 一 样 变化 (参见 式 (2.4.22)). 于 是 上 式 最 后 一 项 积分 
中 的 被 积 函数 在 to 一 一 00,ty 一 十 oo 时 都 带 有 因子 e+i”%, 按照 约定 将 等 于 零 . 
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将 以 上 结果 总 起 来 就 得 出 
S(at(k), ao(k)) = / Do(z)Dr(zjef Moy(k)oo(k) Tif dz plTotil -oe Ldt. (2.4.13) 
其 中 , 6 和 工分 别 由 式 (2.4.9) 和 (2.4.11) 定义 . 
从 式 (2.4.13) 立即 得 出 2 的 正规 核 为 
S(a*(d), oo(k)) = / Do(z)Dr(zje-iJd ze flotil-o Lat, (2.4.14) 
根据 2.2 节 的 说 明 , 有 了 正规 核 即 可 得 出 正规 编 序 的 算 符 5. 
2. 对 r(z) 的 泛 函 积分 , 费 恩 曼 闯 条 件 


在 nt 与 r 无 关 的 条 件 下 , 对 r(z) 的 积分 可 以 积 出 . 为 此 我 们 作 变 量变 换 
T(Z) 一 T(Z).T(Z) 与 x(x) 的 关系 为 


T(r) 一 T(Z) — p(7). (2.4.15) 


注意 , 现在 r(z) 与 p(x) 为 独立 的 积分 变量 , 故 r(z) - 2(z) 并 不 为 零 . 当 将 变量 
7(z) 换 用 x'(z) 表示 后 , 可 以 化 出 


te i to 
/. Ldt = | az 1 Op 一 6— sy 410 
+ a's -3 36)(0,D) Sm -aae(p)| 
其 中 , $ 由 式 (2.4.9) 表示 , 它 满足 方程 ( 口 一 m?)® 一 0, 而 
F(z) = p(z) — Bl(z). (2.4.17) 
式 (2.4.16) 可 以 进一步 化 简 . 利用 r(z), p(z) 和 B(x) 的 展 式 可 得 
5 / dz (BB+ np)lte =。 / dilas (k)a? (hk)eret — oao(k)ao(—hk)e2t 


+a*(k,t)a*(—k,t) — a(k,t)a(—k,t)||-%. 
(2.4.18) 
上 式 右 方 各 项 都 带 有 因子 etice( 对 于 后 两 项 参见 式 (2.4.22)), 按 约定 为 零 . 这 样式 
(2.4.16) 右 方 第 一 项 中 剩 下 的 就 是 / d3z($ p)|+%， 此 项 正好 与 式 (2.4.14) 中 的 端 
点 项 消去 . 于 是 式 (2.4.14) 中 的 被 积 函数 化 为 


too 1 1 1 
oo {i ts [ar + B00 + m+ elo)| }. 
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我 们 看 到 w(x) 已 与 2(z) 完全 分 离 , 故 对 的 积分 可 以 积 出 , 其 值 为 一 个 与 S 
宗 量 无 关 的 常数 (从 式 (2.4.10b) 不 难看 出 r(x) 的 端 条 件 中 不 含 ao(R) 和 af(R))， 
可 以 吸收 到 积分 测度 中 去 . 最 后 得 出 


1 
一 i [ce d4z[ 十 (855) 十 一 mm 太一 .2 
S= / Do(z)e 人 = 人 tam 7 neo) (2.4.19) 


Lint(P) = —Hfnt(P). 


S 的 宗 基 包含 在 方 以 及 p(xz) 的 端 条 件 中 . 
式 (2.4.19) 具有 协 变 的 形式 , 其 中 所 含 的 不 确定 性 将 按 式 (2.4.8) 的 约定 除去 . 
可 以 证 明 , 对 式 (2.4.19) 的 泛 函 积分 实际 有 贡献 的 w(z) 须 满足 下 人 列 端 条 件 


~ 1 . . 
go) = | drs ool) + ots(k)e te], t — ~00, 
2.4.20 
1 1 ikz 水 —ikz 
op(z) 一 全 dk 373 loutlk)e 十 Qar(k)e ]， t 一 十 CO. 


即 p(z) 在 |t| ;oo 时 满足 自由 场 方程 , 而 且 其 中 ao(k) 和 ajy(k) 为 给 定 的 端 值 (5 
的 宗 量 ), ax (k) 与 aow(k) 的 值 没 有 限定 ， 

证 明 简 述 如 下 :在 式 (2.4.14) 对 m(z) 积分 时 , 实际 有 贡献 的 (x) 应 使 得 
人 dt / dzn?(z) 为 有 限 值 (不 是 无 穷 大 )， 于是, 在 | 一 00 时 , mr(z) 应 足够 快 
地 趋 于 零 . 按照 定义 , m(z) 可 表 为 


T (Z) = 时 : [wa (k,t) — o* (k,t))e it'® — (iwal(k,t) + a(k,t))e'k'®]. 
(2.4.21) 
要 求 r(x) 在 上 一 co 时 趋 于 零 , a(k,t) 和 a*(k,t) 就 必须 满足 下 述 渐 近 条 件 


a(k,t) + iwal(k,t) 一 0， 


当 | 一 00 时 . (2.4.22) 
Gr (k,t) — iwar (k,t) — 0, 


即 a(k,t) 和 a*(k,t) 在 上 一 oo 时 都 像 自 由 场 一 样 变化 . 再 加 上 原来 的 端 条 件 式 
(2.4.7) 即 得 出 式 (2.4.20). 
端 条 件 式 (2.4.20) 也 可 用 F(x) 的 渐 近 行为 来 表述 ， 


dk a 3 a (k)e ie 一 一 oa 
PT) 一 (2.4.23) 
/ dk (27 rj 1 (Ko, ,t= +o0 
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这 种 端 条 件 , 即 |t| 一 co 时 满足 自由 场 方 程 而 且 t 一 -oo 时 只 有 负 频 率 (el 部 分 ， 
t 一 十 co 时 只 有 正 频 率 部 分 (e-*!), 称 为 费 恩 曼 端 条 件 . 满足 费 恩 曼 端 条 件 的 函数 
5(z), 具有 下 列 性 质 : 
i) 
/ezap+ 02022)d 和 rz = 一 /5 一 mn)2d47. (2.4.24) 
这 是 因为 
/ 5.50,p5a4z = / BO, (POD) dz — / SOBd4z, 
而 第 一 项 通过 三 维 空间 中 的 高 斯 定理 可 化 为 
- /apapdtz= - /ezpaoplEt 
= 也 ( 启 (eeo B71(R)B1 (yom des 000 


按照 约定 它 等 于 零 
ii) 大 满足 方程 
(OO -ms = 一 7 (2.4.25) 


及 费 恩 曼 端 条 件 , 则 解 唯 一 确定 : 


(7) = i | sr — 7 )j(r') dr, (2.4.26) 
其 中 , AF(z) 由 下 式 表 示 
一 j ikz 


这 是 因为 iAs(7x) 为 (- 口 +m”) 的 道 而 且 满 足 费 恩 曼 端 条 件 ， 后 一 性 质 通过 积 
“上 式 右 方 对 ko” 的 积分 即 可 证 明 . 我 们 知道 (- 口 +mm”) 的 道 ( 即 克 莱 因 - 戈 登 方程 
的 格林 函数 ) 并 不 唯一 , 需要 加 端 条 件 才 有 确切 意义 ， 从 费 恩 曼 端 条 件 所 确定 的 格 
林 卫 数 即 为 iAp(z). 

从 式 (2.4.26) 还 可 得 出 , 满足 齐 次 方程 


口 一 mm ) 广 =0 (2.4.28) 


及 费 恩 曼 端 条 件 的 解 为 
$=0. (2.4.29) 
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利用 式 (2.4.24), 3 的 正规 核 又 可 表 为 


So= | Do)e [2 dz[§$(D-—m )G+Gnt (Pp)] (2.4.30) 


这 就 是 我 们 所 要 推导 的 结果 . 将 上 式 中 所 含 的 p 化 成 算 符 (af(R) 一 E(k), ao(k) 一 
E(k)), 并 加 上 正规 编 序 符号 , 即 化 出 5 算 符 . 这 样 得 出 的 3 已 经 正规 编 序 , 故 它 在 
初 终 态 之 间 的 定 阵 元 容易 得 出 . 
3. 实 标量 场 与 经 典 外 产 的 作用 

作为 讨论 “ 微 扰 展开 ”的 准备 , 我 们 先 来 考察 实 标量 场 与 经 典 外 源 相互 作用 的 
情况 . 

在 算 符 量子 化 中 , 经 典 外 源 j(x) 为 给 定 的 c 函数 , 不 是 算 符 . 于 是 实 标量 场 与 
经 典 外 源 的 相互 作用 哈密 顿 算 符 为 


Hint = — / TUz)O(z)d3z. (2.4.31) 
对 于 实 标量 场 , }(z) 为 实 函 数 . 在 浸 渐 移 引 假定 下 ， 
j(z) 一 0, 当 上 二 一 00 时 . (2.4.32) 
在 泛 函 积分 量子 化 中 ,Hint 已 不 是 算 符 ， 
Hi = / jz)e(zjdaz， (2.4.33) 


7(z) 的 经 典 性 表现 在 : 不 对 它 作 泛 函 积分 . 
将 式 (2.4.33) 中 的 p(z) 用 展 式 (2.4.10) 第 一 式 代 入 , 对 x 积分 后 得 


Hine = | di (ks ole t) + 7k do" (ks )) (2.4.34) 
其 中 
~Y(k,t) = Gn jn -ezd37. (2.4.35) 
于 是 5 的 全 纯 表 示 为 
S(ay(k), ao(k)) = lm。 | D?a(k, t)exp {3 / dk [a (Ket ok, ti) 


十 Q” (k, to)ao (Jerieto| 


te _T1 
+/ a a ea 一 ora) 一 iara 一 这 ao 一 这 a } 
to 
(2.4.36) 


@ j(zw,t) 也 可 用 y(k,t) 表示 出 来 , 结果 为 j(z,t) = -mj 7 pik sdk 
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这 里 的 对 a 和 a* 的 泛 函 积分 仍 为 高 斯 型 积分 , 其 中 二 次 项 的 形式 与 日 由 场 相 同 . 
通过 对 指数 中 的 函数 作 变 分 以 确定 其 极 值 , 即 可 算出 此 证 函 积分 . 结果 为 


S(at (k), oo(k)) = el day(h)ao(k)+i] il)g(z)dez -二 Je)4r(e-m Jie drdez (2.4.37) 


式 (2.4.37) 的 推导 如 下 . 从 变 分 得 出 的 极 值 条 件 为 


QA 二 +iwat+iy=0, 


G ”一 iwa —iy =0. 
此 方程 也 就 是 所 考虑 情况 的 经 典 运动 方程 . 从 上 式 和 端 条 件 


oy(k, ts) = ay(e)e” 7， 好 一 十 oo 


oo(k, t6) 一 ao(l)e “to， to 一 一 Co 
解 出 极 值 函数 a 和 a”* 为 
Qs(k,t) = Qo (hk)e-iet 一 :f eio(t-t)y(k, tdt’, 
at (k, t) 一 oy (k)e'®t 加 i ei tt) (k, t')dt’. 
于 是 式 (2.4.36) 指数 中 第 一 个 积分 (端点 项 ) 在 极 值 处 等 于 
/ da (k)ao(k) + 3 / j(z) B(z)d4z. 
指数 中 第 二 个 积分 (作用 量 项 ) 在 极 值 处 可 化 为 (利用 式 (2.4.38)) 
-3 % f dha + 0s) =3 /ils)eeln)d’s, 


其 中 
ps (7)= | ds lo to" +a:(k,t)e™ *'®]. 
= @6(z) 一 EE /本 三 dt .eio(t-t)Yy(k, teik 
十 1 date Oy (ste we| 
= @(z) 十 i / Ap(zT — 7 )Ii(z dez/. 
最 后 一 等 式 可 证 明 如 下 : 


eik(z 一 7 ) 


。 八 1/ AI4 1/ 1 4 4 / 3)/ ~ 


(2.4.38) 


(2.4.39) 


(2.4.40) 


(2.4.41) 


(2.4.42) 


(2.4.43) 


k’,t iD 
7( )e 


1 / 4, ik.wm—iko(t—t’) 1 / - 
= -Gas jd fa ke 0 rm ck,t), 
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应 用 回路 积分 方法 对 ko 积分 , 当 t 一 妇 > 0 时 回路 可 补 以 下 半圆 , t 一 < 0 时 补 以 上 半圆， 
由 此 即 得 出 


1 [pt ~ ik.rmiw(t—t’ / ik.zm+tiw(t—t’ 
(27)372 fa f ake ® (t Okt)+ | dt | dke T+Hiw(t ty(k, t’) 


利用 j(z, 为 实 函 数 , 后 项 中 的 / dke'™ 人 Py(k,t) 可 化 为 / dke-?y*(k,t). 这 就 完成 了 
式 (2.4.43) 的 证 明 . 
将 式 (2.4.41), (2.4.42) 和 (2.4.43) 综合 起 来 就 得 出 指数 的 极 值 为 
/ do (k)ao(k) 十 / j(z) G(r)dtz — 3 / j(z)Ap(z zjlz'd4zd4z/， 


泛 函 行列 式 与 了 无关, 因而 仍 等 于 1. 这 样 就 得 出 式 (2.4.37). 

我 们 还 看 到 , 端 条 件 式 (2.4.39) 自动 导致 在 式 (2.4.43) 和 (2.4.37) 中 出 现 的 格林 函数 为 
费 恩 曼 格 林 函 数 iAF. 

从 式 (2.4.37) 立即 可 得 5 的 正规 核 为 


S(ary,ao) = exp (saas 一 ; | i .Ap(z 一 zjtedtadea ) (2.4.44) 


以 上 结果 是 从 全 纯 表 象 来 计算 的 , 下 面 来 说 明 , 直接 从 式 (2.4.30) 出 发 通过 变 
分 定 极 值 来 计算 , 也 可 得 出 相同 的 结果. 
将 式 (2.4.30) 中 的 .nt 用 下 式 


24nt(P) 三 了 ZJ)P(Z) (2.4.45) 
代入 ， 得 
SG 一 | pee Om Yer 
(2.4.46) 
_ siJ jlz)s(zjdz / Drzjeiy dPO-m) Btn 
在 后 等 式 中 , 利用 了 式 (2.4.17). 对 指数 函数 变 分 后 即 得 出 极 值 方程 为 
(ODO —m’)$ = —i. (2.4.47) 
5 满足 费 恩 曼 端 条 件 , 于 是 解 出 
B(x) =i / Ap(z — z')j(z dz’. (2.4.48) 


利用 式 (2.4.47) 和 (2.4.48) 即 得 式 (2.4.46) 被 积 函数 中 指数 的 极 值 为 
i | dzai8, = -3 | fai Ar(e 一 2 )7T(Z ). 


于 是 亦 得 出 式 (2.4.44), 即 与 “从 全 纯 表 象 原始 公式 (2.4.36) 求 出 的 结果 ”一 致 . 这 
样 我 们 以 后 可 以 直接 从 式 (2.4.30) 来 处 理 . 


. 88 . 量子 非 阿 贝尔 规范 场 论 


4. S 算 符 的 微 扰 展开 


有 了 以 上 准备 , 我 们 就 可 进行 5 算 符 微 扰 展开 的 讨论 . 
考 虚实 标量 场 自 作用 的 情况 . 设 相互 作用 哈密 顿 量 密度 为 .nt(p), 按 式 (2.4.30)S 
算 符 的 正规 核 为 
S 二 Dre seman (2.4.49) 


由 于 指数 中 有 nt (wp) 项 , 这 一 泛 函 积分 不 能 直接 积 出 . 我们 要 设法 从 泛 函 积分 号 内 把 


和 YY 。 0 。 4 。 。 4 » 
这 一 项 提出 去 . 为 此 引入 附加 的 外 源 7(zZ)， 70 eif da zj(z)2(z) 一 oo)eij a TI(T)Pp(T) 
即 可 将 上 式 表 为 
S=e-il eh) | Dols)e Tal mB ti _ (2.4.50) 
j=0. 


这 里 的 j(z) 只 是 中 间 工 具 , 因此 在 作 完 谤 函 微 商 后 应 取 为 零 . 
式 (2.4.50) 中 的 泛 函 积分 已 经 化 成 高 斯 型 积分 , 此 积分 在 前 面 实际 上 已 求 出 , 即 
式 (2.4.44). 将 它 代 入 式 (2.4.50) 后 得 


SG ei Hl)d Yi jlz)s(z)d4z- 和 要 Ji(z)AR(z-z)J(z')adzdaz' 可 (2.4.51 ) 
JJ 一 ~ 


其 中 , $(z) 的 表达 式 见 式 (2.4.9). 前 已 指出 , 有 了 正规 核 就 可 写 出 5 算 符 本 身 ， 


$ —: ei/ nt (3 )d yyw 只 j=0 :， (2.4.52) 


其 中 
Wy, 只 一 @if jz)9(z)dcz 一 二 JJ(z)AFe(z 一 z)ij(r’ )d4zd4z/ 


(2.4.53) 
pa) = | dhs (Ke + et (ke we)] 


式 (2.4.52) 就 是 我 们 所 要 推 求 的 8 表达 式 . 它 已 不 含 泛 函 积分 , 但 却 带 有 泛 函 微 商 
的 算 符 er-ij %r(mG7)d yy. 从 这 一 表达 式 可 以 立即 得 出 通常 的 微 扰 论 展开 . 

式 (2.4.52) 右 方 已 经 是 算 符 的 正规 乘积 , 因此 我 们 只 需 将 ef "(G7)9Y 按 
530. 的 老 次 展开 就 得 出 微 扰 论 的 结果 ， 


$= 5 8 


Sn . (i / > (i ) ao JW 人 | :. (2.4.54) 
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具体 计算 5@) 时 , 可 以 先 将 W[j, 外 | 展 开 成 级 数 ， 


W[j = 5 一 | / jz)B(zjdaz — 5 / j(z)Ap(z _ zjlz')dtrzdaz/| (2.4.55) 


当 / > 人 ao| 作用 到 此 无 穷 级 数 上 后 , 再 令 j(z) = 0, 则 只 有 有 限 的 


项 不 为 零 . 例如 , ne = 十 998 的 情况 9, 这 时 在 式 (2.4.55) 的 无 穷 级 数 中 只 是 那些 
合 js”" 次 筹 的 项 才 有 贡献 . 因 当 ; 的 震 次 小 于 3n 时 , 微 商 为 零 , 而 当 7 的 宕 次 大 于 
3n 时 , 微 商 后 仍 剩 有 j, 取 7 为 零 时 亦 化 为 零 

我 们 将 微 扰 论 计算 的 过 程 图 解 如 下 . 首先 式 (2.4.55) 可 图 示 为 (图 2.4.1) 


Ye 中 [人 BY) 


) 
/ 1 
0 


CA 


图 2.4.1 


图 2.4.1 所 示 为 m = 0, 1, 2 的 项 , 其 中 小 圆 点 。 代 表 源 j, 波纹 线 代表 Ar, 直 
线 代 表 2; 改 表 示 场 $ 与 源 j 的 作用 ; ziwmw za 表示 zl 处 的 源 产生 的 场 传 到 x， 
又 被 源 所 吸收 


wy ing pg)... 
当 Ce (两 打 小 光 。( 击 辣 ) 交合 ) 作 用 到 WE 有 上 
生 , 就 从 上 图 线 元 集合 中 构造 出 一 些 图 形 . 例如 n= 1 的 情形 , -ia (二) = 


3 
-这 | | 的 作用 就 是 把 三 个 源 j(y) 消 掉 而 结 成 一 个 顶点 , 其 结果 可 图 示 为 图 
2.4.2 


OO- bY OT (OY 


图 2.4.2 


@ 这 不 是 一 个 物理 上 稳定 的 理论 , 纯粹 是 为 了 简化 图 形 而 以 它 为 例 . 
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又 如 (-D2.56。 ( ) 将 构造 出 如 图 2.4.3 所 示 图 形 


而 6) int (人 ) 


YY , 
OO % ey 十 J 十 CA + 


,YX > (六 ) 


图 2.4.3 


在 令 ; = 0 后 , 凡 带 有 “ 源 .” 的 图 都 将 为 零 . 于 是 图 2.4.2 中 就 只 剩 下 如 图 2.4.4 所 


bY 


图 2.4.4 


而 图 2.4.3 中 内 剩 如 图 2.4.5 所 示 形状 .4 


(2.4.54) 第 二 式 右 方 已 是 正规 乘积 , 吸收 算 符 都 排 

在 发 射 算 符 的 右边 , 于 是 在 取 和 矩阵 元 后 , 图 中 所 有 的 直 

线 ( 它 本 代表 9) 都 将 成 为 外 线 . 图 中 弯 线 代表 自由 传播 

图 2.4.6 子 , 而 每 个 (int) 构造 出 一 个 顶点 . 这 些 结果 与 过 去 

微 扰 论 中 的 费 恩 曼 规则 完全 一 致 . 在 以 上 图 解 中 , 我 们 

没有 标 出 每 项 的 系数 . 如 果 标 出 这 些 系数 , 则 算出 的 5 害 阵 之 中 , 还 将 目 动 包含 对 
称 性 因子 . 


例如 , 看 图 2.4.6, 它 带 有 四 条 线 , 故 由 环 太 罗 中 mm = 4 的 项 所 贡献 . 从 式 
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2 
(2.4.55) 不 难得 出 , m 一 4 的 项 中 含 两 个 吃 两 个 Ar 的 子 项 所 带 的 系数 为 C3 (3) 


2 
图 2.4.6 含 两 个 顶点 , 它 由 3(2 所 贡献 本 30)5rrtyo) 带 数 什 因 于 可 (六 ) 


对 yi 和 yo 作 泛 函 微 商 时 , 先 要 将 6 个 j 分 在 两 组 , 与 图 2.4.6 相应 的 分 法 共 23 个 
微 商 时 又 将 出 现 (3!)?. 最 后 将 $ 分 成 Bt) 和 9) 并 展开 时 , 共有 四 项 . 由 于 已 正 
规 编订 对 我 们 所 考 感 的 定 阵 元 ( 初 末 态 各 有 一 个 粒子 ) 有 贡献 的 为 两 项 . 故 又 出 现 
因子 2. 总 起 来 得 数值 系数 为 5. 这 就 是 该 5 矩阵 元 的 对 称 性 因子 . 


5. 格林 函数 的 生成 泛 函 


我 们 来 考察 同时 有 nt 和 附加 外 源 j(z)( 当 | 上 一 co 时 ,jz) 一 0) 情况 下 , 从 
真空 到 真空 态 的 9 矩阵 元 (01S10);(z). 这 里 |0) 代表 作用 图 像 中 的 真空 态 , 脚 标 7(z) 
表示 存在 附加 经 典 源 不 难看 出 , 此 和 失 阵 元 就 等 于 5S($ = 0,7 力 . 下 面 我 们 用 2 加 来 
表示 它 . 由 式 (2.4.30) 


2[j] = | Dweil dz[#p(O-—m )p -Ant (yp) tip] (2.4.56) 


其 中 , p(z) 满足 费 恩 曼 端 条 件 , GZ 四 也 等 于 $ 取 零 但 最 后 不 将 ; 取 零 时 的 式 (2.4.51). 
BT 


Z1j] = ei/ Kn Af) ye- 二 Ji(z)AP(z-z jz)derd (2.4.57) 
我 们 将 按照 条 件 
Z10l =1 (2.4.58) 
来 规格 化 ZD], 所 需 的 规格 常数 将 包含 在 积分 的 测度 之 内 , 不 另行 写 出 , 
下 面 来 指出 2Z[] 即 为 第 1 章 所 定义 的 格林 函数 生成 泛 函 . 由 式 (2.4.56) 


1 "2 
Fm 50) (zn) li-0 


= /pop “p(Tn) 


eif dz 车 P(D-m )p -nlp)] 一 (0ITO(zi) :B(xn)|0). (2.4.59) 


在 最 后 一 个 等 式 中 , 我 们 应 用 了 场 算 符 编 时 乘积 真空 矩阵 元 的 泛 函 积分 表达 式 , 它 
是 2.1 节 讨 论 的 坐标 算 符 的 路 径 积 分 表达 式 的 直接 推广 . 这 就 论证 了 2ZD] 为 格林 
函数 的 生成 泛 函 . 
从 式 (2.4.57) 可 得 出 2(7) 的 微 扰 论 图 示 , 结果 与 6($,j) 相似 , 只 是 无 外 线 玩 
以 上 讨论 不 仅 给 出 了 格林 函数 生成 汉 函 Z| 的 泛 函 积分 表达 式 , 而 且 阅 明了 
2 以 及 它 的 宗 量 函数 j(7x) 的 物理 意义 : j(z) 代表 附加 的 经 典 外 源 , 这 种 外 源 产生 出 
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场 ; 由 不 同 点 产生 的 场 传播 到 一 起 时 可 通过 .nt(p) 相互 作用 ; 最 后 所 有 场 又 被 外 
源 所 吸收 . 2[D7] 就 是 这 种 有 附加 外 源 时 从 真空 到 真空 态 的 9 矩阵 元 . 

我 们 还 可 得 出 顶 角 函数 生成 沁 函 中 的 宗 量 p(x) 的 物理 意义 . 根据 式 (1.3.8) 
162 1 62[ 


PY) = Jj) 二 ZI 0) (2.4.60a) 
将 式 (2.4.56) 代入 后 即 得 
工 if dz[ 寺 pp( 口 一 mm )p 一 20ns(P) 二 770] 
ty)= i / Pree oot, 


= (0|¢(y)|0) cz)- 


上 式 右 方 附 加 脚 标 j(z) 表示 在 附加 外 源 存在 的 情况 下 , p(y) 在 物理 真空 ' 中 的 平 

均值 . 当 jz) 存在 时 , 此 平均 值 将 不 为 零 并 由 j(7x) 决定 (因而 是 7 的 泛 聘 )， 当 

j(z) = 0 时 , 9(y) 一 般 为 零 , 但 在 特定 条 件 下 , p(y) 也 可 能 不 为 零 , 对 此 我 们 将 在 以 

后 讨论 , 

最 后 , 我 们 指出 , 5 算 符 也 可 以 通过 格林 函数 生成 泛 函 2[j] 表示 出 来 . 为 此 , 我 

们 将 式 (2.4.52) 改写 为 ? 

6 —. ei/ Hnt (wf)d Yo drPr) Om?) sy -$j(zi)Ar(r1—r2)j(z2)drdz2| 

(2.4.618) 

然后 通过 交换 微 商 次 序 , 即 得 


9 一 . ed d zp(7)(D—m’) 5 eo-i/ Hnt ( HF) )d ye 一 和 J(zi)4AP(z1 一 z2)7(za)d zld za| -0 : 


=: ed ze(z)(D-m ) a 2[j]|;0 : (2.4.61b) 
在 推导 最 后 一 等 式 中 我 们 利用 了 式 (2.4.57). 这 样 , 从 Z[] 即 可 导出 算 符 人 
从 图 解 上 看 ，-B(z)( 口 - mo) 的 作用 光 是 通过 i 消去 一 个 外 源 点 
ij(z), 然后 通过 _i(D _ m2) 消去 Ar, 最 后 乘 上 9(z), 从 而 使 一 条 “端点 上 带 。 的 
波折 形 线 " 变 成 了 一 条 直 外 线 
关于 重 正 化 问题 已 在 1.3 节 中 讨论 , 此 处 不 再 叙述 . 


Q@ 利用 
p(T)(D — m2?) 37(5) e—3/ i(r1)AF(r1-72)j(72)d zr1d 72 
= OP(z)j(z)e- 专 1 3(z1)AP(z1 一 za2)J(za)d zl1d z2， 
即 得 


ei 8(z)( 口 -mm ) sy 一 去 [ji(z1)AF(z1—72)j(72)d sr1d 72 


~ ei Pz)I(z)d zr—$ jz1)AF (rs1—72)j(72)d rz1d 72 


上 式 右 方 亦 即 式 (2.4.52) 中 的 W[. 剑 |. 
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2.5” 稳 相 法 和 按 圈 数 的 展开 , 单 圈 图 的 顶 角 函数 生成 泛 函 


稳 相 法 是 一 种 计算 泛 函 积分 的 近似 方法 .在 有 些 文献 和 书 中 也 称 为 最 陡 下 降 
法 . 用 这 种 方法 直接 作证 函 积分 , 所 算出 的 Z. 四 (连接 的 格林 函数 生成 汉 函 ) 包括 全 
部 树 图 和 一 圈 图 的 贡献 . 在 本 节 中 我 们 还 将 证 明 , 顶 角 函数 生成 泛 函 按 圈 数 的 展开 
也 就 是 按 “( 外 ) 有 ”的 展开 . 


1. 稳 相 法 
在 30] 的 泛 函 积分 表达 式 


z0]= | pela)e ol 


中 , 被 积 函 数 是 一 个 位 相 因子 , 其 中 位 相 6 是 p(z) 和 j(z) 的 泛 函 . 前 已 指出 , 在 使 
位 相 取 极 值 的 场 函数 ps(z) 处 , 当 yp(z) 有 一 微小 变化 即 从 ws(z) 一 ps(z) 十 8p(z) 
时 , 位 相 的 一 级 变化 量 86 = 0, 从 而 这 些 场 函 数 对 泛 函 积分 的 贡献 是 累加 的 . 而 在 
其 他 场 函数 p(z) 处 i 不 为 零 , 故 邻 近 的 场 函 数 p + sp 所 对 应 的 相位 与 p 所 对 
应 的 相位 相 比 有 一 差 值 56. 求 和 时 将 出 现 抵消 这样, 选择 ws(z) 作为 展开 “点 ” 
来 作 近 似 计算 是 有 利 的 . 由 于 .os (p) 为 p 的 多 项 式 , 所 以 这 种 展开 只 有 有 限 的 几 
项 . 如 果 我 们 只 取 展 开 的 前 三 项 , 也 就 是 说 用 一 个 二 次 式 来 逼近 6. 那么 约 化 出 的 
泛 函 积分 就 是 高 斯 型 积分 , 可 以 直接 积 出 . 这 种 处 理 方法 , 由 于 是 在 稳 相 “ 点 ”附近 
作 展开 , 因此 称 为 稳 相 法 . 2[j] 中 的 6 可 表 为 


Olp,j] = Ig]+ / j(z)p(z)dsz = To 让 (2.5.1) 


其 中 , Tly] 代表 作用 量 . 极 值 函数 ps(z) 满足 下 述 经 典 场 方程 


dT(9) 
dp(7) 


和 费 恩 曼 端 条 件 . 上 式 中 的 re(Pp) 代表 Gnt(p) 对 2 的 微 丙 . 
我 们 将 泛 函 积 分 变量 p(x) 写成 


+J(z) = 口 一 mm )p(z) — Hse(p) + ji(7)=0 (2.5.2) 


p(Z) = ps(Z) 十 P (2), 


其 中 , ps(z) 代表 极 值 处 的 函数 ; w'(z) 代表 wp(z) 对 ps(z) 的 偏离 . 然后 将 8 对 yp 
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作 展 开 . 利用 ws 满足 式 (2.5.2) 即 得 
O -| Bs 一 7 ) ps 一 Hnt (ps) jp dz 


1 1 
+/ jzG 一 Mm?)p 一 52hueJo dz 


1 
一 / BE + 0) — Hnt(ps) — Ht (Ps) 一 7 Hnt (Ps)p” d“z. 


注意 , 到 此 为 止 我 们 没有 作 任 何 近 似 . 在 
Hint (Pp) = 90 十 Xp 
的 情况 下 , 式 (2.5.3) 最 后 一 个 积分 等 于 
-| tp) + d4z. 


也 就 是 说 , 式 (2.5.3) 的 展开 实际 只 到 o(o4) 项 就 终止 , 总 共 只 有 5 项 . 
如 果 我 们 在 式 (2.5.3) 中 略 去 最 后 一 项 积分 , 那么 Z[j] 就 化 为 


2[j] = eillwps,] f pew)e! #9 (DOD—m? (ps) dr 
这 是 一 个 高 斯 型 积分 , 可 以 积 出 . 与 上 述 Z[j] 相应 的 Zc 为 两 项 之 和 ， 
EA A 
其 中 
[0] r. 。 . 。 4 1 9 。 
Zc 加 = 这 [ps 可 = ifa 7 Bs — Mm’)ps — Hnt (ps) + jps|, 


ZA 一 nm | pwosy $9 (OD—m?— Hps))p' dz 


(2.5.3) 


(2.5.4) 


(2.5.5) 


(2.5.6) 


我 们 先 来 考察 Z40 [jj. ZL0[j] 中 已 不 含 泛 函 积分 . 除 因子 i 外 , 它 就 等 于 带 外 源 
的 作用 量 I 用 经 典 解 ps 代入 后 的 值 . 因此 ZY 称 为 Z. 的 经 典 场 函 数 近 似 (或 经 


典 “ 路 径 ” 近似 ). 在 、 
.Xint(D) = i 


的 情况 下 , ps 满足 的 方程 (2.5.2), 即 为 


(Om?)ps(z) — Fs) = -7 


(2.5.7) 
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这 是 一 个 非 线性 方程 , ps 的 解 可 用 微 扰 论 求 出 . 求解 时 先 将 ws(z) 表 成 按 看 合 常数 
入 展开 的 展开 式 ， 


ps(Z) = pl)(z) 十 Xp (z) + Np (7) 十 (2.5.8) 
代入 式 (2.5.7) 得 
(OD — m2)p (x) = -i(z), 
(Om (z) = Tp (2)3, 
(2.5.9) 
(Om)p(s) = 590 (2)"p) (2), 
于 是 解 出 
po) (x) = i es’Arl 一 2 )7(z )， 
3 
oP (0)=-8 /sare a) | /aare win)| 
(2.5.10) 


p00 (2) = -二 / dq4z'Ap(z — 2) | / d’‘yAr(z 一 Ji 


x Jasare -nf aare- Wit) z 


p40(z), pz p42 (z) 与 j 的 泛 函 关系 如 图 2.5.1. 


(T! YY ,) J Yi 
3 NT') 3 A “ >», 3 i 
7 TY YY" T! jy") ， J(Y,) 
Lr 1 J(Ys) 


图 2.5.1 


在 将 以 上 求 出 的 ps 代入 2Z4 之 前 , 可 先 利 用 方程 (2.5.7) 将 Zs 化 简 , 结果 为 


1 1 
Ze 四 =i fa Z BE 十 i . 
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将 式 (2.5.8) 和 (2.5.10) 代入 上 式 , 得 出 
2Z49) 一 一 /ar 二 7T(Z)AP(z 一 2 ) 一 i 一 n/a ewan Z 一 2 ) jo) 


fon ， Ar(e-o)| | dy Ap (zy )7 + 


(2.5.11) 
显然 此 结果 满足 规格 化 条 件 9 
Z400 = 0] = 0. (2.5.12) 
2Z4 [jj 如 图 2.5.2. 
rr rz 多 多 
= 4 ,> ee 
7 好 多 
图 2.5.2 

从 上 图 可 以 看 出 , 22" 代表 树 图 连接 格林 函数 的 生成 泛 函 , 由 它 生 成 的 格林 函数 


即 为 连接 的 树 图 格林 函数 . 
下 面 再 来 计算 Z41[j]. 为 此 先 求 高 斯 型 泛 函 积分 


/ De 9 (O-m -0s)) vd 


由 于 ps(x) 及 原 泛 函 积 分 变量 p(x) 都 满足 费 恩 曼 端 条 件 , 上 式 中 的 泛 函 积分 变量 
op'(z) 作为 p(z) 与 ps(z) 之 差 亦 将 满足 费 恩 曼 闹 条 件 . 

在 过 去 我 们 所 处 理 的 高 斯 型 泛 函 积 分 中 , 二 次 项 的 系数 都 是 常数 (对 泛 函 的 守 
量 而 言 ), 因此 所 积 出 的 行列 式 因 子 无 关 紧 要 , 只 影响 规格 化 常数 . 但 上 式 的 情况 不 
同 , 二 次 项 系数 口 -m 一 644(ps) 通过 ps 而 依赖 于 j, 后 者 为 2 的 沁 函 宗 量 . 这 
就 需要 我 们 具体 地 把 行列 式 计算 出 来 . 

定义 | 

K(z,y) = -5ilDs —m? — Hn (ps(7)] 5° (x —Y). (2.5.13) 

则 上 述 泛 函 积 分 可 写成 


/ Dy'e- /o's)K(zwy)p (Warrdty 


@ 从 2Z[7 = 0] = 1 可 得 Zc 的 规格 化 条 件 为 Zc[7 = 0] = 0. 
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K(x,y) 可 看 作 是 函数 空间 中 矩阵 K 的 矩阵 元 . 由 于 被 积 函 数 的 指数 中 只 有 单纯 的 
二 次 项 , 因此 这 一 泛 函 积分 就 等 于 


[Det KI]- 2. 


Det 代表 函数 空间 中 的 行列 式 , 它 是 按 下 述 方式 推广 n 维 空间 的 结果 来 定义 的 : 
对 于 n 维和 矩阵 了 十 4, 可 以 证 明 


det(T 十 4) = en(1+A). (2.5.14) 


对 于 泛 函 空间 中 的 和 矩阵, 我 们 亦 首先 将 它 写成 了 + 4 的 形式 , 然后 推广 式 (2.5.14)， 
定义 其 行列 式 为 
Det(T 十 4) = er "(1+4) (2.5.15) 
其 中 , Tr 代表 函数 空间 中 的 求 迹 . 
有 了 以 上 结果 就 可 以 计算 2 [让 . 首先 将 式 (2.5.13) 定义 的 KK 表示 为 两 个 矩 
阵 的 乘积 
K= MoM, 


Mo 和 M 由 下 述 和 矩阵 元 表达 式 定义 : 


Mo(z,y) = -2 (0 — m2)6s(z 一 切 ， 
(2.5.16) 
MI(z,Yy) = 0°(7—Yy)— 


MA — 9)), 


其 中 
Vs (Y) = Hnt (ps)). (2.5.17) 


K 的 行列 式 可 表 为 
DetK = Det MoDetM. 


我 们 只 需 计算 DetM, 因 DetM 与 j 无 关 , 它 的 贡献 可 并 入 规格 化 常数 .根据 
(2.5.16) 第 二 式 ， 
M= 1 +iB, (2.5.18) 


B 由 下 述 和 矩阵 元 定义 
B(x,y) = Ap(z — Y) Vs (Y), (2.5.19) 


于 是 
DetM = Det(1 +iB)= er (I +iB) (2.5.20) 
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它 对 2 的 贡献 即 为 
ZW = -Tn( 1 十 证) (2.5.21) 
由 于 7 三 0 时 , ps(z) 三 0, 故 
1 
Ve'(y) = 5Mps(Y) =0, 


按照 式 (2.5.19), B 将 为 零 , 于 是 式 (2.5.21) 右 方 为 零 . 这 表明 由 式 (2.5.21) 给 出 的 
ZI 中 也 满足 规格 化 条 件 ( 见 式 (2.5.12)), 不 需要 再 引入 规格 化 常数 
式 (2.5.21) 右 方 的 具体 意义 如 下 : 


-= Trin( I +iB)= Lr > C7 "| 


2 A 了 
一 >》 CD | mde dz 
A 2n 
x Apl(z1 一 Z2)Y (7Z2)AP(za — TZ3)Vs zs) AF (Tn — TI) Vs (71). (2.5.22) 


其 中 VY = 了 Xe2， 2 即 通过 ps 而 成 为 的 泛 函 . 上 式 可 以 图 示 图 2.5.3 
图 2.5.3 - 今 》  * 象征 性 地 代表 作为 ) 的 泛 函 的 pa 


2. 树 图 顶 角 函数 生成 泛 函 
树 图 顶 角 函数 生成 泛 函 T(0 可 通过 式 (2.5.6) 式 所 给 出 的 ZV? 求 出 . 这 时 


(0) bw0s 
本 = 了 于 后 = yO, my) — spo) +iW] EY + pelo) 
= ps(7). 
(2.5.23) 
在 推导 后 一 等 式 时 , 我 们 利用 了 w。 满足 的 方程 (2.5.2) 
以 上 结果 表明 , 在 树 图 近似 中 , 4 就 等 于 外 源 了 所 产生 的 经 典 场 . 于 是 
TO 网 = -iZe” — / j(z)g(z)dez = / diz|aa0 — m?)$ 一 54nt( 风 ) 

(2.5.24) 


= | d's) 
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即 树 图 的 顶 角 函数 生成 泛 函 就 是 以 $ 为 宗 量 的 作用 量 I[9]( 无 附加 外 源 站. 
通过 对 $ 的 泛 函 微 商 可 知 (0) (9) 中 包含 的 顶 角 函数 就 只 两 个 : ( 口 ~m?)5(z 一 y) 
和 基本 作用 顶 角 . 前 者 也 就 是 i 乘 上 自由 传播 子 GY = As 的 逆 . 在 1.3 节 中 我 们 
已 对 此 作 过 说 明 . 
利用 本 节 得 出 的 两 点 结果 , 可 以 对 第 1 章 提 出 的 T[9] 与 2[ 之 间 的 关系 进行 
论证 . 这 两 点 结果 如 下 : 
i) GZ 中 的 经 典 场 函数 近似 (经 典 “ 路 径 近似 ) 是 指 er(eo+iJ ws)d z, 即 不 
对 p(z) 作 泛 函 积分 而 将 有 附加 外 源 时 场 函数 的 经 典 解 ps( 经 典 “ 路 径 ” ) 代入 其 指 
数 上 的 9(p :7) 中 所 得 出 的 值 . ps 满足 
57T[o] _ 61lps] 
6p(T) lp=ps 0ps(Z) 


及 费 恩 曼 端 条 件 . 

i) 上 述 elws]+iJ ”vs(z)d?z 代表 树 图 格林 函数 生成 泛 函 . 

从 以 上 两 点 结果 即 可 得 出 : 若 用 某 种 有 效 作用 量 Ts[ 内 代替 7 网 来 作 树 图 格 
林 函 数 时 , 其 生成 泛 函 即 为 


2 [7] = eee[ 内 TiJ (2)4(z)d 2 (2.5.25) 


其 中 , 9 与 7 的 关系 由 下 述 方程 


jg 册 _ 7(Z)， (2.5.26) 


69(7) 
及 费 恩 曼 站 条 件 确 定 . 
按照 项 角 生 成 泛 函 的 定义 , 用 T[98] 作为 有 效 作用 量 来 作 树 图 格林 函数 , 也 就 是 
用 “完全 的 顶 角 函数 ”作为 有 效 顶 角 来 作 树 图 格林 函数 , 而 这 样 得 出 的 结果 即 为 通 
过 原来 的 作用 量 TI9] 所 求 出 的 全 部 格林 函数 2 四 . 于 是 我 们 得 到 


Z[j] = eir 因 +iJ ITCz)4z)d az (2.5.27) 
其 中 , 9 满足 5 
5 一 ja) (2.5.28) 
及 费 恩 曼 器 条 件 . 
从 式 (2.5.27) 即 得 


ZI1] = TG +i | gz)j(z)d4z， (2.5.29) 
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将 式 (2.5.29) 对 7 作 泛 函 微 商 然 后 将 式 (2.5.28) 代入 , 就 得 出 


52. 罗 1 STIG] 59(2) 4, sy, f sd(e) 
和) ™ / 5B) 3D) dt HT) + | Bi(a) 


这 些 正 是 第 一 章 中 所 给 出 的 TI9] 与 Zc 四 之 间 的 勤 让 德 变换 关系 式 . 
3. 按 外 所 展开 和 按 圈 数 展开 间 的 关系 

在 求 单 圈 图 的 项 角 函 数 生 成 沁 函 之 前 , 我 们 需要 先 讨论 按 园 数 展开 与 按 所 展开 
之 间 的 关系 . 

在 本 书 中 我 们 采用 的 是 自然 单位 制 , 坊 = c = 1. 这 就 是 说 我 们 的 作用 量 ( 量 纲 
为 1) 实际 上 是 以 为 单位 所 表示 的 数值 . 知 把 作用 量 的 单位 明 写 出 来 (即将 T[o| 


7(z')dq4z' = 9(7). (2.5.30) 


2Z[j] = / Dy(z)ei JI)+yeldz — / Dyp(z)er Ie, (2.5.31) 


格林 函数 与 2D] 的 关系 同时 改换 为 
我 们 来 考虑 Ze 按 所 的 展开 . 需要 指出 的 是 , 这 里 按 所 的 展开 , 是 对 作为 了 的 音 


位 的 而 言 , 至 于 g 内 部 所 全 的 以 如 3 ( 口 - 2 ) 9 项 中 的 月 则 不 包括 在 民 


开 之 列 (为 避免 混淆 可 以 将 上 述 项 改写 成 2p( 口 心 )p,e 代表 康 普 顿 波长 的 倒数 
因此 上 述 对 太 的 展开 可 称 为 对 “外 所 的 展开 人 . 

这 种 展开 与 微 扰 论 展开 不 同 . 微 扰 论 展开 是 把 -2 分 成 两 部 分 .76 和 .os 并 
对 其 中 的 .oe 作 展开 ; 而 上 述 的 万 是 除 整个 2 的 , 展开 时 . 儿 未 被 分 裂 , 帮 对 广 的 
展开 的 每 一 阶 , 2 的 对 称 性 都 会 被 保留 下 来 

下 面 我 们 来 说 明 这 种 按 “ 外 1r 的 展开 与 按 因数 展开 之 间 的 关系 这 里 的 图 数 
是 指 格林 函数 或 顶 角 函数 中 独立 的 “积分 四 动量 " 的 个 数 . 根据 上 一 节 的 讨论 , 式 
(2.5.31) 可 以 写成 


2 — ee 一方 f/ Int (EF 5 )d yo- 赤 Jj(z)AF(z-z)j(z )dezdez: (2.5.33 ) 


@ 若 整个 理论 中 , 只 将 c 取 为 1( 而 不 是 取 态 = c = 1), 则 有 两 个 独立 量 纲 , 可 取 为 L( 长 度 ) 和 A( 作 用 
量 ). wp 的 量 纲 可 通过 自由 拉 格 朗 日 量 确定 , 结果 为 AL/2L-:!. 耦合 常数 和 的 量 纲 可 通过 -Zint 的 量 纲 确 定 ， 
结果 为 A-1. 源 j 的 量 纲 由 附加 作用 项 确定 , 结果 为 A1/2L~3. Gn 的 量 纲 为 A”/?2L-". 2[7] 量 纲 为 1. 
Tn 的 量 纲 为 A-"/2L-3n，( 更 简单 的 办 法 是 , 仍 只 取 一 个 独立 量 纲 , 即 作 用 量 仍 是 量 纲 为 1 的 , 但 记 不 等 
于 1 而 是 一 个 小 数 . 展开 同样 只 对 此 所 展开 ). 
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注意 现在 nt 的 宗 车 p(y) 已 对 应 成 CT, 因此 我 们 将 上 式 第 二 项 指数 相应 地 


号 为 二 ( 计 人 o) ) (6arG 一) ( (2)) qzder' 这样 自由 传播 子 将 换 成 ha 
于 是 在 作 微 扰 计 算 时 , 每 个 传播 子 ( 指 自 由 传播 子 , 下 同 ) 将 贡献 一 个 i 另外 由 于 
ne 变 成 了 二 56os 每 个 基本 项 角 要 贡献 一 个 . 如 果 一 个 格林 函数 所 对 应 的 费 转 
曼 图 中 含 内 线 传播 子 数目 为 (此 处 的 讨论 不 限于 标量 场 情况 , 可 以 同时 有 矢量 场 和 
旋 量 场 . 结论 不 变 ), 外 线 传播 子 数目 为 ,顶点 数 为 V 则 它们 共 贡献 为 ie+7-Y. 于 
是 此 格林 函数 仿 广 的 每 次 为 
N=E+I-V. (2.5.34) 
我 们 再 来 看 连接 的 格林 函数 中 “独立 的 积分 四 动量 " 的 数目 5( 即 所 谓 的 圈 数 )9 
每 个 内 线 传播 子 贡献 一 个 四 动量 积分 , 而 每 个 顶点 贡献 一 个 6 函数 (从 而 消去 一 个 
四 动量 积分 ). 最 后 还 要 分 出 一 个 只 含 外 线 动量 的 5 函数 5( 》 pi 》 py ), 故 剩 下 的 
“积分 四 动量 " ( 即 独立 的 积分 四 动量 ) 的 数目 为 
L=I-V+il. (2.5.35) 


注意 , 对 于 非 连 接 图 , 上 式 不 能 应 用 , 因 它 最 后 分 出 者 干 个 只 含 外 线 动量 的 6 函数 . 
根据 以 上 讨论 , 连接 的 格林 函数 的 工 和 万 的 蜘 次 N 之 间 有 下 述 关 系 : 
L=N—E+l. (2.5.36) 


对 于 顶 角 函数 可 以 类 似 地 讨论 . 注意 到 顶 角 函数 的 图 形 不 带 外 线 (B= 0), 即 
可 得 出 
L=N+1. (2.5.37) 
由 此 可 见 , 对 于 顶 角 函 数 , 按时 数 的 展开 就 相当 于 按 i 的 备 次 的 展开 而 对 于 
连接 的 格林 函数 , 则 只 在 外 线 数 忆 一 定时 与 N 才 是 一 一 对 应 的 ， 
下 面 再 来 看 生成 泛 函 按 展开 和 按 较 数 展开 间 的 关系 . 当 从 Ge 构成 2. 四 时 ， 
由 于 j 已 换 成 了 zj, 每 个 外 线 将 带 上 因子 =j, 即 
1™ 1 
2 


ZI 中 = / dp1 .dz Geo za es Tm)j(T1)j(Tm). (2.5.38) 


故 Z。 作为 j 的 泛 函 , 按 圈 数 的 展开 亦 相 当 于 按 的 短 次 2 的 展开 , 两 者 关系 为 
L=N+1. (2.5.39) 


@ 工 并 不 总 等 于 图 形 中 闭合 环 路 的 个 数 (虽然 圈 数 的 原意 是 如 此 ) 例如 对 四 面体 图 形 《》 接 式 


(2.5.35), 了 = 3, 而 闭合 环 路 共有 四 个 . 
@ Zc 各 展开 项 含 万 的 等 次 是 按 式 (2.5.38) 从 Ge 展开 项 含 万 的 医 次 来 确定 的 . 
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对 于 顶 角 函 数 生成 泛 函 , 为 使 它 的 量 纲 与 作用 量 相 同 (从 而 最 低 阶 的 顶 角 卫 数 
生成 泛 函 就 等 于 作用 量 ), 定义 应 为 
Tl9| = hy - fas diznThn (zi, 72 Tn $71) dzn). (2.5.40) 
这 样 , |g] 作为 4 的 泛 函 , 按 轩 数 展开 就 正好 等 于 按 的 竺 次 展开 , 妈 
L=N. (2.5.41) 
这 时 , Tg 与 5 之 间 的 关系 是 
z= (T+ /sojodtz) 


最 后 我 们 顺便 指出 , 在 单一 顶 角 情况 下 , 按 无 展开 的 震 次 与 按 耦 合 常数 展开 的 震 次 之 间 
有 一 简单 关系 . 对 于 单一 顶 角 ， 只 有 一 个 耦合 常数 耦合 常数 出 现 的 医 次 就 等 于 顶 反 数 V. 

设 5nt 中 含 个 场 量 (不 限于 标量 场 ). 于 是 Y 个 顶 角 共 带 kV 个 场 量 , 每 根 
外 线 占 去 一 个 场 量 , 而 每 个 内 线 要 占 去 两 个 场 量 , 因此 有 


kV = E+27, (2.5.42) 
代入 式 (2.5.34) 中 以 消去 1 即 得 
N= (3 一 1 V+ ;BE (2.5.43) 


上 式 表明 , 在 外 线 数 一 定时 ，N 与 V( 所 含 看 合 常数 备 次 ) 呈 线 性 关系 . 

对 于 非 单一 顶 角 , 可 以 根据 具体 情况 进行 讨论 . 
4. 含 单 图 图 修正 的 顶 角 函数 生成 泛 函 

从 稳 相 法 求 出 的 ZZ + Z41 可 以 得 到 含 单 圈 图 修正 的 顶 角 函数 生成 泛 函 . 先 
看 此 Z。 所 对 应 的 办 
hz) = 22e - hi82e” hge 

is is iarc) 

ps 作为 了 的 泛 函 前 已 得 出 , 在 引入 万 后 其 表达 式 没有 改变 . %G(z) 代 有 单 圈 图 的 
修正 . 从 2 的 表达 式 (2.5.22) 可 得 出 4 (z) 的 表达 式 为 


(z) + 办 1 (z). (2.5.44) 


$1 (7) = 2 >》 (-D?+1 /aa ‘diznAFp (zi 一 Z2)Xps(Zo) 
n=1 、 (2.5.45) 
Gee Ap (m2 一 oo)308(oa) Aplon ~ 21) 3 (1) 


它 通 过 ys 而 成 为 了 的 泛 函 , 并 可 图 示 如 图 2.5.4. 
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图 2.5.4 


上 图 与 图 2.5.3 间 的 差别 在 于 : 每 个 图 上 有 一 根 外 线 的 顶端 少 一 个 黑 点 , 该 顶端 位 
置 即 为 z 
与 2 = ZY + 2 所 对 应 的 顶 角 函数 生成 泛 函 为 
OA EA 
(2.5.46) 
= Tos + 3hTrin[ 1 +iB(9)] — /etajds 


我 们 要 计算 的 是 准确 到 一 次 短 的 近似 值 , 而 上 式 第 二 项 前 面 已 带 有 因子 及 故 
中 的 ps 可 直接 换 成 8. (这 样 做 所 引起 的 误差 ~ o( 大 )). 上 式 第 一 项 Iz。 让 在 准确 
到 太一 次 宕 时 就 等 于 了 lb, 让 因 将 [6 四 在 $ 二 ws 处 展开 , 即 得 
1 让 = ass [B90 -me 一 和 sea)+jajesG| + alg) 
(2.5.47) 
= 了 [ps。 了 十 o( 让 )， 


在 推导 上 式 时 , 我 们 利用 了 ys 满足 方程 (2.5.2) 从 而 展开 一 次 项 为 零 . 
综合 以 上 结果 , 在 准确 到 无 的 一 次 医 时 , 式 (2.5.46) 化 为 


T 网 = 16,1 + iTrinf +iB(O)] — /jbojatz = 1710] + 3NTrin[ 1 + 主人 
= /au ia- m2? 2 -2 > [atw dsznArtm 一 x2) 
x3t (22) Ar(z2 - 2 (za)… ar 人 on — ey 


(2.5.48) 
因此 它 可 以 图 示 为 图 2.5.5. 


Er X MX XX 


图 2.5.5 
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我 们 看 到 , 这 样 求 出 的 确实 代表 含 单 圈 图 修正 的 顶 角 函数 生成 泛 函 

式 (2.5.48) 中 的 二 代表 及 网 中 的 对 称 性 因子 (因子 n 来 自 项 角 图 形 的 转动 
对 称 , 因子 2 来 自 反 转 对 称 ). 我 们 也 可 以 利用 费 恩 曼 规则 计算 各 个 单 圈 图 的 顶 角 函 
数 , 然后 构成 Fi, 但 这 样 做 时 要 注意 正确 补 上 对 称 性 因子 

关于 展开 中 的 多 图 图 部 分 , 参见 下 节 中 的 讨论 

在 本 节 中 我 们 引入 是 为 了 说 明 按 回 数 展开 与 按 ' 外 刀 展 开间 的 关系 . 在 下 文 
中 我 们 仍 将 令 = 1 即 回 到 自然 单位 制 


2.6 ”有 效 势 和 场 的 真空 期 望 值 


最 近 二 十 年 来 粒子 物理 的 发 展 , 使 人 们 认识 到 , 真空 的 状态 在 物理 上 具有 十 分 
重要 的 意义 . 如 果真 空中 有 某 种 场 的 凝聚 ( 即 该 场 算 符 的 真空 期 望 值 不 为 零 ), 那 将 
对 物理 世界 的 图 景 产生 重大 影响 . 例如, 导致 某 些 对 称 性 的 表 观 破坏 , 以 及 使 一 些 
零 质量 的 粒子 获得 质量 等 等 (参见 3.3 节 ). 

在 本 节 中 我 们 将 引入 的 有 效 势 的 概念 , 目的 就 是 通过 它 来 确定 场 的 真空 期 望 值 
( 场 在 “真空 ” 态 中 的 平均 值 ). 


1. 标量 场 的 有 效 势 和 场 的 非 零 真 空 期 望 什 
标量 场 的 有 效 势 es(g) 的 定义 是 $ 为 常数 时 的 -了 [9] 的 密度 , 即 


rg =- | d4zUsa (9)， (9 为 常数 时 ) (2.6.1) 


由 于 9 为 常数 , 故 Ueg 就 是 $ 的 普通 函数 (不 是 泛 函 ). 这 样 定义 的 Uer 之 所 以 称 为 
有 效 势 , 是 因为 它 的 树 图 近似 就 等 于 拉 格 朗 日 函数 中 的 势 (包括 质量 项 和 作用 项 )， 
而 且 它 同 “ 有 效 作用 量 * T[9| 间 的 关系 就 如 同上 述 势 同 作用 量 之 间 的 关系 . 
有 效 势 的 一 个 主要 用 途 束 是 确定 场 的 真空 期 望 值 . 
在 2.4 节 中 曾经 得 出 : 当 存 在 附加 经 典 外 源 j(z) 时 , 真空 中 场 的 期 前 值 可 通过 
下 述 证 函 方程 来 确定 ， 
07 9 
69(7) 
若 取 j(x) = 0, 则 得 出 的 即 为 原来 情况 下 (未 附加 经 典 外 源 ) 场 的 真空 期 望 值 . 这 就 
是 说 , 场 的 真空 期 望 值 满 足 方程 


= 一 7(zZ). (2.6.2) 


07 
69(7) 


=0. (2.6.3) 
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泛 函 方程 的 求解 显然 是 困难 的 . 但 我 们 注意 到 , 当 j(z) = 0 时 , 由 于 拉 格 朗 日 函 

数 的 平移 不 变性 , 式 (2.6.3) 的 解 $ 应 为 与 z 无关 的 常数 . 这 样 就 可 利用 式 (2.6.1) 
将 式 (2.6.3) 转化 为 有 效 势 的 方程 , 结果 就 是 

dUef (9) _ 

dp | 


这 是 一 个 代数 方程 , 求解 当然 容易 得 多 . 

通常 情况 下 , 式 (2.6.4) 的 解 为 $ = 0. 但 在 某 些 情况 下 , 可 以 出 现 非 零 解 , 而 且 
不 止 一 个 . 这 些 解 代表 Veg 的 极 值 出 现 的 所 在 , 其 中 使 Veg(%) 取 最 小 值 的 将 代 
表 物 理 真空 中 场 的 期 望 值 . 夭 0 的 情况 就 称 为 真空 中 有 标量 场 凝聚 ”. 

当 2 具有 对 称 性 时 , 上 述 “使 Ueg(9) 取 最 小 值 ” 的 非 零 解 po 将 不 是 唯一 的 ， 
于 是 真空 态 出 现 了 简 并 . 当然 , 现实 的 真空 只 能 是 这 些 简 并 态 中 的 某 一 个 . 设 现实 
真空 中 场 的 期 望 值 为 v, 则 我 们 观测 的 场 应 是 w = 一" 而 不 是 9 本 和 映 , 2 (p) 原 
来 的 对 称 性 在 yp' 的 运动 方程 中 将 不 显示 出 来 , 这 种 情况 称 为 对 称 性 的 目 发 破坏 . 关 
于 这 个 问题 我 们 将 在 下 一 章 作 详细 的 讨论 , 这 里 只 举 一 个 最 简单 的 例子 来 说 明 . 

我 们 看 实 标量 场 的 树 图 近似 . 当 9 取 为 常数 时 ， 


(2.6.4) 


Po 一 一 | (5 十 hu dz， 
于 是 即 得 树 图 近似 的 有 效 势 为 
UP = sm2g? + Hnt (9), (2.6.5) 


它 实际 上 代表 经 典 场 论 中 当 9 为 常数 4 时 , 场 的 能 其 密度 
如 果 ine(9) = 二 Mg4, 则 树 图 近似 下 的 方程 (2.6.4) 为 


7 办 十 9 =0. (2.6.6) 


系数 和 必须 大 于 零 , 否则 当 $ 一 土 oo 时 , nt 一 一 00. 从 而 当 |g 大 于 某 个 值 
以 后 , 场 的 能 量 密度 随 着 |g| 的 增加 而 愈 来 愈 低 , 使 稳定 解 不 存在 . 在 通常 的 理论 
中 式 (2.6.5) 右 方 3 扩 的 系数 (用 4 代表 ) 等 于 质量 ( 指 裸 质量 , 下 同 ) 的 平方 , 也 为 
正 ( 故 通常 写作 m2). 这 样 , 式 (2.6.6) 的 解 就 只 一 个 , 即 

go = 0. 
@ 旋 量 场 和 矢量 场 都 不 会 有 真空 凝聚 . 否则 角 动 量 守 恒 将 发 生 自发 破坏 . 
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粒子 的 质量 平方 虽然 肯定 为 正 , 但 系数 4 并 不 一 定 要 为 正 . 实际 上 的 因果 关系 
是 : 当 系 数 4 为 正 时 , 式 (2.6.6) 的 解 为 由 = 0, 系数 4 才 等 于 质量 平方 ; 当 系 数 
4 为 负 时 , 真空 态 将 发 生变 动 ， 4 不 再 代表 粒子 质量 的 平方 ( 见 下 ), 因而 不 能 根据 
“质量 平方 为 正 ” 来 要 求 系数 4 必须 为 正 . 下 面 就 来 考察 4 为 负 的 情况 , 将 4 写作 
-2, 于 是 有 


上 工 2 1122 入 4 
=-30P) + yp AP (2.6.7) 
这 时 式 (2.6.6) 化 为 ) 
一 1 四 十 可 和 从 =0. (2.6.8) 


式 (2.6.8) 的 解 共 有 三 个 : 
2 
$=0, 4 = + (2.6.9) 


2 
如 图 2.6.1 所 示 . 在 上 述 三 个 解 中 , $ = 0 对 应 于 Vsg 的 极 大 值 , 而 4 = 士 \/ 人 对 
应 于 UE 的 极 小 值 . 后 者 实际 上 还 是 UY 的 最 小 值 . 这 样 就 有 两 个 可 能 的 真空 状 
2 
态 (对 应 于 场 能 密度 的 最 小 信 ). 场 量 p 在 这 两 个 态 的 期 望 值 零 阶 ) 分 别 为 -人 


2 
和 -\/ - 筷 . 这 种 情况 就 是 前 面 所 说 的 真空 简 并 


图 2.6.1 


现实 的 真空 只 能 是 这 两 个 状态 中 的 一 个 . 如 果 用 vo 表示 它 的 期 望 值 , 并 令 


p= yp' + vo, (2.6.10) 
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则 .2 乡 用 w 表示 即 为 
入 V0 /3 入 


1 
=- 0 一 可 人 一 9 + (2.6.11) 


其 中 , -4 = (wo) 为 一 常数 .yp' 代表 在 真空 场 vo 的 基底 上 所 激发 的 场 , 也 就 是 
际 上 所 观测 的 场 . 
从 式 (2.6.11) 可 以 看 出 , w 场 的 量子 具有 质量 m， 


m’” = 2p7, 2 6.12) 


为 一 正 值 . 这 一 结果 从 图 2.6.1 中 也 可 看 出 . 场 量 子 质量 的 二 次 方 应 为 5 了 De 在 真 


空 点 9g = w 处 的 值 . p = vo 的 点 既 为 VE 的 极 小 点 ， 六 信 一 定 大 于 和 零 。， 
我 们 还 可 以 通过 这 一 简单 例子 来 对 对 称 性 自发 破坏 的 概念 作 一 初步 介绍 . 
原来 的 拉 格 明日 密度 式 (2.6.7), 具有 一 种 反射 对 称 性 , 即 乡 在 


0 一 一 m (2.6.13) 


的 变换 下 保持 不 变 . 但 是 对 实际 观测 的 场 w' 而 言 , 拉 格 朗 日 密度 并 不 存在 这 种 对 称 
性 , 因为 式 (2.6.11) 的 拉 格 天 日 密度 中 含有 yp 的 项 . 

反射 对 称 性 的 这 种 破坏 , 是 理论 本 身 的 特性 造成 的 (出 现 简 并 的 基态 ), 而 不 是 
由 外 界 因素 引起 的 , 因此 被 称 作对 称 性 的 自发 破坏 . 在 下 一 章 中 , 我 们 还 将 对 它 作 
进一步 的 讨论 . 

以 上 vo 只 是 零 阶 的 真空 期 望 值 . 真正 的 期 望 值 v 应 为 式 (2.6.4) 的 解 . 平移 时 


应 令 


0 一 ++， (2.6.14) 
于 是 拉 格 明日 函数 化 为 
=-3(00)00) + (pO) 
NW? TN A (2.6.15) 
-( 竺 -3 一 可 9 Ar to) 
其 中 , v 应 作为 一 待定 参量 , 它 将 通过 
eg | =0 (2.6.16) 


来 确定 . 

当 对 场 量 进行 量子 化 时 , 应 只 将 w' 变 成 算 符 ,wv 保持 为 c 数 , 通常 的 微 扰 展 
开 也 是 对 少 的 作用 项 而 言 . 与 此 相应 , 在 泛 函 积分 中 , v 要 看 作 是 一 常数 , 积分 变量 
为 y'(z). 我 们 可 将 乡 = 儿 一 纪 (v) 称 作 表 观 的 拉 格 天 日 函数 . 
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2. 场 的 真空 期 望 值 不 为 零 时 的 顶 角 函 数 生成 泛 函 


在 v 冯 0 的 情况 , 既然 是 对 场 量 w' 进行 量子 化 . 我 们 应 引进 w 场 格 林 浮 数 的 


生成 泛 函 ， 
2 一 /Dee d 7(2 十 p 


其 中 , 附加 经 典 源 只 与 w 场 相 耦合 . 
如 果 与 此 同时 再 定义 


MW 二 | De we eto, 


那 就 有 
Zi — Zljle-il d zuj(z)， 
从 而 
AEA | dtzvj(z), 
其 中 
Ze 四 = InZ)), 
入 [j= InZ[j]. 
同样 , 在 过 渡 到 顶 角 函数 生成 泛 函 时 , 我 们 定义 
,,、 62c 思 
Wn) = Ti) 


它 代表 有 附加 外 源 ;时 , by 的 真空 期 望 值 . 相应 的 顶 角 函 数 生成 泛 函 为 
CAA EAR 


注意 到 j(z) = 0 对 应 于 少 (z) = 0 即 得 


T(z1, “* , Tn) 一 6d'(zZl) 。。。 00 (zn) 0 一 0 
它 代 表 w' 场 的 顶 角 函数 . 
如 有 果 在 定义 W 的 同时 再 定义 
_ 62c[ 
则 从 式 (2.6.19) 得 出 


(2.6.17) 


(2.6.18) 


(2.6.19) 


(2.6.20) 


(2.6.21) 


(2.6.22) 


(2.6.23) 


(2.6.24) 


(2.6.25) 
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从 而 $(z) 代表 外 源 7 存在 时 $(x) 的 真空 期 望 值 . 
将 式 (2.6.19) 代入 到 式 (2.6.22), 并 利用 上 式 可 将 [81] 用 Zi 和 9(z) 表示 出 


来 
F101= = 和 中- / d4zj(zjg(z] 
= TIg] 
其 中 , 网 即 为 -i2.1j] 的 勒 让 德 变换 式 . 
利用 式 (2.6.26) 即 得 
Fe 
js (2.6.27) 
_ oT[g] 
69(71) .09 (Tn)19= 
这 样 了 [内 亦 可 通过 (zx1, x2,… ,zn) 表示 出 来 : 
| 
“由 一 > 二/ dm 8 (2.6.28) 


x (Pp(72) —v) (b(n 一 机 Tn). 
这 就 是 p 场 真空 期 望 值 不 为 零 时 , [9] 用 实测 场 顶 角 函数 三 表示 的 公式 . 所 采用 
的 规格 化 条 件 为 Tv] = 0. 
从 ZZ. 四 与 Zo[j] 的 关系 式 (2.6.19) 还 可 得 出 , 当 n> 2 时 ， 

1 ZZ 1 02 

in 6j(zi)…67(zn) 记 67(zi) 67(Tn) 
于 是 w' 场 的 连接 格林 函数 Ge(zi, 7x2,… ,zn) 亦 可 通过 和 [01] 的 证 函 微 商 表示 出 来 ， 
即 对 于 n > 2， 


n 之 2. (2.6.29) 


ol "2 
Pe Tm) 1) (zn) l=0 (2.6.30) 
1 "2 
~ i? 67(71) 67(zn)15=0. 
真空 期 望 值 v 亦 可 通过 Z. 或 卫 确 定 . 根据 w' 的 真空 期 望 值 为 零 , 有 
62.[j] 加 
yn | =0. (2.6.31) 
再 由 式 (2.6.19) 即 得 z 
Z|| 一 人 (2.6.32) 


i07(Z) 1;=0 
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类 似 地 , 从 式 (2.6.22), (2.6.25) 和 (2.6.26) 可 以 求 出 


oT'[g] 
69(7) p(T)=v 


式 (2.6.32) 和 (2.6.33) 就 是 从 Z. 和 工 来 确定 v 的 公式 . 
3. 单 圈 图 的 有 效 势 


我 们 回 到 v = 0 的 情况 , 并 来 求 “ 准 到 单 圈 图 修正 的 ”有 效 势 . 当 9 为 常数 时 ， 
式 (2.5.22) 中 的 VY (9) 为 常数 , 从 而 可 以 提 到 积分 号 外 面 来 , 于 是 有 


= 0. (2.6.33) 


。 co 1 Nm 十 1 
3 Trin(1 +iB)= 2 Cp) asa “dimnAF(T1 一 Z2) APF(zn — £1). 


再 将 
Ar(z) = Bt /shi 
代入 , 并 对 zz, Zz3,…, zn 积分 . 结果 得 出 n 一 1 个 四 维 5 函数 
6 (ki — ko2)6 (ka — ka) :6 (kn 1 — kn). 


由 此 可 进一步 将 ko, ja, …, kn 的 积分 积 出 来 . 剩 下 的 积分 变量 就 只 是 zx 和 ki, 可 
把 它们 换 写 成 zx 和 8&. 最 后 得 出 


i .Dp dtk 一 (~1)" 和 9? " 
a ln(l +iB)= -je /> Dr i -| 
i d4k 入 人 
-可 
在 上 式 中 , 我 们 已 将 VY"(g) 表示 成 Ad2 


将 上 述 结果 代入 单 圈 图 的 [9] 表达 式 中 , 再 根据 式 (2.6.1) 就 定 出 相应 的 有 效 
努 为 


(2.6.34) 


(1) i d4k | 入 0 
二 = 1+— |. 
Uo 2 / (27)4 nT 2(k2 + mz? — ie) 


加 上 U9 即 得 准 到 单 图 图 修正 的 有 效 势 为 


1 和 i / dk M9? 
Uf 一 5 办 十 从 一 5 / [5 十 | 。 (2.6.35) 
但 应 指出 , 上 式 只 有 形式 上 的 意义 , 因为 其 中 的 积分 项 是 发 散 的 . 将 对 数 函 数 作 
竹 级 数 展开 , 即 可 看 出 , 发 散 出 现在 n= 1 和 n=2 的 两 项 中 . 我 们 需要 对 它 进行 重 ， 
正 化 处 理 . 
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如 第 一 章 所 述 , 最 常用 的 重 正 化 方案 是 质 壳 重 正 化 . 此 方案 是 通过 顶 角 函 数 或 
其 微 商 在 k? = -m2 处 的 值 来 定义 重 正 化 参量 . 这 里 的 my 代表 标量 粒子 的 物理 质 
量 . 但 对 有 效 势 来 说 , 采用 这 种 重 正 化 方案 是 不 方便 的 , 因为 在 有 效 势 中 4 为 常数 

对 应 于 外 动量 等 于 零 , 所 以 比较 方便 的 是 采用 零 动量 重 正 化 . 其 规格 化 条 件 为 ( 参 
见 式 (1.3.39). 在 本 节 中 我 们 对 重 正 化 量 用 附 标 R 表示 ) 


及 
Lr )(K2)| kz-0 一 一 m 名 ， 


dTs™ (k?) 


3 p220 = 一 1， (2.6.36) 


R 
用 | -。，。 一 一 AR. 


如 第 一 章 所 指出 的 , 这 里 的 ma 并 非 标量 粒子 的 物理 质量 , 它 和 XR 都 不 过 是 PR 
或 Uf 中 的 参量 
(2.6.36) 第 一 、 三 两 式 也 可 通过 UR 表示 出 来 , 结果 为 
d2Usg 
dp2 
d417(B) 
诺 sa 0 一 MR. 
零 动量 的 要 求 已 由 于 pr 为 常数 而 自动 满足 (上 式 左 方 取 9r = 0 是 因为 I” 等 于 
I [ga] 在 对 如 作 泛 函 微 商 后 , 要 取 pr = 0). 
我 们 将 采用 抵消 项 的 方式 来 进行 重 正 化 9. 为 此 将 拉 格 朗 日 函数 2=- (Bup) 


] 


一 5 一 Tp 重新 表示 为 


2 
一 Mm 
pbR=0 R; 


(2.6.37) 


-2 一 学 入 十 世 抵 ; (2.6.38) 
其 中 
1 1 AR 14 
学 入 一 一 (OopR) 一 7mRRPR 一 4 PR 
1 和 AR 
世 抵 一 -a(Z¢ —1)(Oupr)” 一 3[(2, — 1)ma 一 6m? Zp]pR — A (Zp29 一 1)pa, 
(2.6.39) 
Pp, NM, 入 与 PR, NMR, 和 AR 之 间 的 关系 是 
p = ZU pa, 
入 一 LAR， 


m? 一 77 研一 6772. 


@ 关于 采用 抵消 项 方式 来 进行 重 正 化 的 问题 , 我 们 将 在 5.1 节 作 较 详细 的 说 明 . 
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由 此 得 出 一 阶 近似 中 的 重 正 化 有 效 势 为 


。 4 2 
入 dk k ln 1 十 ARPR 


(R) _1 ?22 4 2 4 
UVef' (PR) = MROR 十 一 OR 一 2 |/ 4 =| 十 40OR 十 DBPOR， 


2K12 十 ?7 了 一 1 
(2.6.40) 
式 (2.6.40) 前 三 项 是 用 -2 计算 的 树 图 和 单 圈 图 的 结果 , 后 两 项 为 一 阶 的 抵消 项 的 
贡献 . 从 式 (2.6.39) 第 二 式 有 
4 一 一 =[ZBDmg — (5m2)GD] 
(2.6.41) 
和 AR 


B= 一 本 (228 + 20). 


其 中 , 2 如 249, (6m?2) 中 为 Zo, Zo 和 6m? 的 一 阶 近 似 值 , 它们 (或 者 说 4 和 B 的 
值 ) 要 取得 使 式 (2.6.37) 成 立 ?, 因而 4A92 + 也 怪 应 正好 消去 式 (2.6.35) 中 对 数 函 
数 展开 的 n= 1 和 n= 2 的 项 . 由 此 得 出 UR 为 


(R) _1 2 MRa_i eh 1 RR 
Ueg (PR) 5 MROR. + A PR 2 /| (2n)4 nt 2(k2 + mf — ie) 
MR | 
2(k2 + mR ie) 8(k2 + mR —ie) 


通过 Wick 转动 , 可 将 对 上 的 积分 求 出 来 , 最 后 得 出 


2 2 
(BR) _1 , ,2 AR. 4 1 1 2 2 AR 
1 
-3 的 (2a 绿 +m 叭 )] 
(2.6.42) 


2 

上 式 第 三 项 代表 重 正 化 有 效 势 中 的 单 圈 图 修正 项 . 当 写 全 足够 大 时 , 它 将 变 得 重 
了 及 

要 . 从 上 式 可 以 求 出 (0l2al0) 的 一 阶 修正 . 

Coleman 等 (Phys. Rev. D7, 1888; 1973) 曾 考虑 过 通过 辐射 修正 ( 即 圈 图 修正 ) 产生 对 
称 性 自发 破坏 的 可 能 ， 意 思 是 说 , 在 树 图 水 平 并 不 出 现场 的 真空 凝聚 ， 即 U( 针 的 极 小 点 为 
da = 0. 但 在 考虑 圈 图 修正 后 , 极 小 点 移 到 了 ga 尖 0 的 地 方 . 他 们 研究 了 零 质 量 (ma = 0) 
的 情形 . 不 过 当 在 式 (2.6.42) 中 取 ma = 0 时 , 其 中 的 对 数 项 将 失去 意义 . 这 表明 重 正 化 规 
格 条 件 式 (2.6.37) 不 能 直接 应 用 到 零 质量 的 情况 . 他 们 在 取 ma = 0 的 同时 , 把 重 正 化 规格 
条 件 改 为 

d2Ueg 
dg 

d4Us8 
dg 和 


@ 式 (2.6.37) 比 (2.6.36) 少 一 个 式 子 , 因此 不 能 完全 确定 24), 2Z41,， (6m?)(1), 但 可 以 确定 4 和 B. 


= 0, 
R= (2.6.43) 
= AM. 
pR=M 
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M 为 任 一 取 定 的 具有 质量 量 纲 的 参数 . 由 此 得 出 一 阶 的 重 正 化 有 效 势 为 


组 


US (be) = 和 M 人 十 5 a PR (ng 6 


(2.6.44) 


我 们 看 到 , 在 换 用 AM 表示 后 , 对 数 项 已 不 再 发 散 . 

通过 直接 微 商 不 难 求 出 , 在 pr = 0 点 , U8 对 投 的 一 次 微 商 为 零 而 二 次 微 商 为 负 , 即 
单 圈 图 修正 果然 已 将 原点 从 极 小 点 变 成 极 大 点 . 
4. 多 图 图 的 修正 问题 

Jackiw 曾 对 多 图 图 修正 进行 了 讨论 (Phys. Rev. D9, 1686; 1974), 他 指出 单 圈 图 修正 
并 不 具有 典型 性 , 有 些 效应 要 计算 两 圈 图 或 两 圈 以 上 的 图 才 会 出 现 . 下 面 我 们 对 多 圈 图 的 修 
正 问 题 作 一 简单 介绍 . 

利用 上 节 的 结果 , 完全 的 格林 函数 2Z[j] 可 以 写作 

2[j] = ee 本-2T0HE)Z 放 (2.6.45) 


其 中 ,ilps 四 一 Trln(1 +iB) 代表 已 经 求 出 的 树 图 和 单 围 图 的 ZE0) + ZZ 用 由 下 式 表 


9 


lI 


/ Dy(z)ei f da4z[ 寺 ep( 口 一 mm 一 分 p2)vp 一 .和 nt(o)] 


Z[j| = 2.6.46 
了 | De Be de 
在 上 式 中 , 泛 函 积分 变量 w' 已 改写 成 p, rt 的 表示 式 为 
1 
Zt (9) = Ap 十 二 Xp“^. (2.6.47) 


4| 


InZ[j] 就 代表 两 图 以 及 两 圈 以 上 的 2 
区 让 对 了 的 依赖 是 通过 ps 实现 的 , 在 分 子 指数 中 ， 已 没有 Ta z)p(z) 的 项 ， 因 
此 区 让 可 看 作 是 以 多 (z,y,wps)( 定 义 见 下 ) 为 自由 传播 子 ， 以 Uwt 为 作用 项 的 真空 涨 落 图 
的 振幅 . 式 (2.6.46) 中 的 分 母 保证 了 Z[j] 的 适当 的 规格 化 , 即 当 Ft 等 于 零 时 , Z[j] 等 于 
1. YD(T,Yy, ps) 由 下 式 定义 
D(z,Yy, ps) = 6 —y), (2.6.48) 
口 一 mm2 一 FP3(7) 十 


它 不 是 平移 不 变 的 . 作用 项 .和 ss 也 由 于 含 ps 而 使 “耦合 常数 ”依赖 于 z. 

式 (2.6.46) 的 泛 函 积分 无 法 直接 积 出 来 , 我 们 只 能 通过 费 因 曼 图 的 方法 讨论 它 : 

当 圈 数 一 定 时 , 连接 的 真空 涨 落 图 形 只 有 有 限 的 几 个 . 例如 , 对 双 圈 图 的 修正 项 , 所 需 
计算 的 图 形 只 有 三 个 , 如 图 2.6.2 所 示 . 
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站 从 


图 2.6.2 ”曲线 ““… 代 表 乡 (z,y, ps) 


Jackiw 还 指出 , 在 计算 双 图 图 的 中 [6] 时 , 只 需 用 传播 子 9(z, yp, 9(z)) 代替 D(z,y, ps(z)) 
并 以 全 4(z)pa(z) + 全 ws(z) 为 作用 项 来 求 两 个 “ 单 粒 子 不 可 约 ” 的 图 形 即 可 

当然, 对 于 任意 的 6(z), 这 种 计算 是 困难 的 . 但 在 求 有 效 势 时 ， 将 取 为 常数 ,这 时 计算 
就 不 难 完成 . 得 出 了 | 以 后 , 再 根据 式 (2.6.1) 即 可 分 出 Uea(9) 


以 上 结果 可 推广 到 二 图 以 上 的 有 效 势 修正 . 方法 同样 , 即 以 


1 


Y(r —Yy,9)= 入 6 (7 — Y) 
口 一 和 2 一 39° 十 1E 
. 2.6.49 
/ dk i ky) (2.6.49) 
4 》 
(27) k2 二 m2 十 4 _ ie 
一 - 1 3 入 14 、 

Hnt = 3p 十 而 2 ， (9 为 常数 ) (2.6.50) 


来 计算 “ 单 粒子 不 可 约 的 ”真空 涨 落 图 到 所 需 的 圈 数 ,所 得 结果 即 为 相应 的 [9]. Uen (9) 再 
按 式 (2.6.1) 定 出 . 


2.7 格拉 斯 曼 代 数 和 旋 量 场 的 泛 函 积分 量子 化 


前 面 我 们 讲 了 标量 场 的 泛 函 积分 量子 化 ， 这 种 方法 可 以 推广 到 其 他 臻 色 场 如 
矢量 场 . 发 色 场 有 一 共同 特点 , 即 在 算 符 量子 化 方案 中 , 对 于 一 对 正则 变量 引入 的 
是 对 易 关系 

[Bal t), fa(z’,t)] = ini(e — 1’)60p. 


当 所 一 0 时 ( 即 取经 典 极 限时 ), 它们 成 为 可 对 易 量 , 即 普通 的 “ 数 . 可 是 旋 量 场 就 
不 同 了 , 为 了 得 到 费 米 统计 性 质 , 在 算 符 量子 化 方案 中 , 需要 采用 反对 易 关 系 . 因此 
即使 在 经 典 极限 下 , 它们 也 不 转化 为 普通 c 数 . 

很 显然 我 们 不 能 把 上 节 所 讲 的 泛 函 积分 量子 化 方法 直接 用 到 旋 量 场 , 如 果 这 样 
做 , 就 无 从 区 别 费 米 统 计 和 玻 色 统计 . 这 一 情况 使 得 泛 函 积分 量子 化 对 旋 量 场 的 推 
广 延 迟 了 多 年 . 1966 年 Berezin 通过 引入 格拉 斯 曼 代 数 生成 元 来 作为 放量 场 的 证 函 
积分 变量 , 才 使 问题 得 到 解决 . 

本 节 将 先 介绍 格拉 斯 曼 代 数 及 旋 量 场 的 全 纯 表象 , 然后 再 讨论 旋 基 场 的 泛 函 积 
分 基 子 化 . 
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1. 格拉 斯 曼 代数 与 旋 量 场 的 全 纯 表 象 
格拉 斯 曼 代 数 的 生成 元 为 可 反对 易 的 基 . 对 于 n 维 格拉 斯 曼 代 数 , 共有 个 生 
成 元 Th, m2,……, mn, 它们 满足 关系 
mi + mimi = 0, (2.7.1) 
因此 该 代数 的 任意 元 素 可 以 表 为 
CO 十 OM 十 Ca 十 十 CW nm “Nn (2.7.2) 


其 中 , 系数 对 于 其 脚 标 是 全 反对 称 的 . 
对 于 旋 是 场 的 每 一 个 模 , 有 一 对 算 符 6 和 ai( 吸 收 和 发 射 算 符 ), 它们 互 为 厄 米 
共 白 并 满足 反对 易 关 系 
dll 十 bia = 1, 


02 = (61)2=0. 


相应 地 , 我 们 引入 一 对 共 示 的 可 反对 易 的 量 m9 和 六. 它们 是 不 同 的 “格拉 斯 曼 代 数 
生成 元 ”, 因而 满足 


(2.7.3) 


77* 二 77 二 0， 


(2.7.4) 
T= (7)? =0. 
标量 场 每 个 模 的 量子 状态 | 有 ), 可 用 a* 的 一 个 全 纯 函 数 
f(a’)= fot+ fia’ + faa +. (2.7.5) 


来 表示 . 与 此 相应 , 对 旋 量 场 每 个 模 的 量子 状态 |9), 我 们 也 用 六 的 一 个 “全 纯 ” 画 
数 g(m*) 来 表示 . 由 于 (六 )” = 0,g9(m") 的 最 一 般 形式 即 为 


g(7*) = go + 917. (2.7.6) 
其 中 , 系数 (普通 c 数 )go 和 gi 由 下 式 确 定 


(0|g) = go, 
‘1|g9) = 91. 


这 与 式 (2.7.5) 中 系数 f 的 定义 式 


(2.7.7) 


(n|f) 一 Vnlf, 
@ 如 果 把 9 和 7* 分 别 表 成 mR 十 inr 和 mR 一 in7, 也 可 证 明 式 (2.7.4). 


. 116 . 量子 非 阿 贝尔 规范 场 论 


相应 . 显然 g(7*) 与 |9) 是 一 一 对 应 的 关系 . 
我 们 再 来 定义 算 符 的 全 纯 表 示 . 单 模 旋 量 场 的 任 一 个 算 符 K 可 以 表示 为 


度 = Kool0)(0| + KoilO)(1| + Kiol1)(0| + Ki11)(1), (2.7.8) 
其 中 
Kmn = (mlKln). 
正如 在 标量 场 情 况 定义 算 符 个 = 》 Tnlm)(n| 的 全 纯 表示 为 Tar,a) = 》、 
2 Tw 一样, 我 们 定义 旋 量 场 算 符 不 的 全 纯 表示 为 


天 (7 1) = Koo + Ko + Kiow + Ki (2.7.9) 


K(W*,W7) 与 KK 也 是 一 一 对 应 关系 . 
同样 可 以 仿照 标量 场 情 况 定义 旋 量 场 算 符 的 正规 核 . 如 果 


K = koo 十 kol6 十 kioaf + ri16té, (2.7.10) 
则 它 的 正规 核 就 是 
KRW”, ) = Ko0 十 Ko17 十 107” + R11 . (2.7.11) 


反 过 来 , 知道 了 一 个 旋 基 场 算 符 K 的 正规 核 kx(m*,”7), 该 算 符 也 就 可 以 直接 写 
出 . 结果 为 
K =: K(a1,6):. (2.7.12) 


通过 对 式 (2.7.10) 求 矩 阵 元 (m|K|n), 不 难得 出 


Koo= K00， 攻 01 = Kol， 


(2.7.13) 
Kio= K10， Kii = Ko0 十 K11. 
从 上 式 以 及 
em 7 一 1 十 np*7， 
不 难得 出 
K(m,7) = «(7, "er" . (2.7.14) 


此 关系 式 亦 与 标量 场 情 况 的 相应 关系 式 一 样 . 
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为 了 表示 两 个 态 的 标量 积 、 算 符 对 态 的 作用 以 及 算 符 的 乘积 , 我 们 将 定义 反对 


易 变 量 的 积分 运算 如 下 


fan=0 fran=1, 
f am =0 frar = 


(2.7.15) 


由 于 f(n) 的 最 一 般 形式 为 co + cam f(m*) 情况 也 类 似 , 故 对 一 维 积分 , 上 述 定 义 是 


完全 的 . 


在 二 维 积分 中 , 人 和 ”7 可 当 作 独 立 变 量 , 因而 dn 与 dm* 也 是 反对 易 的 . 双 变 时 


函数 f(m*,7) 的 最 一 般 形式 为 
f(7°,7) = foo tt fon + fio7” + fi17°”, 


于 是 得 
an 一 —fil. 


(2.7.16) 


(2.7.17) 


实际 上 我 们 下 面 用 到 的 只 是 二 维 积分 , 因此 也 可 以 只 引入 式 (2.7.17) 作为 它 的 定义 . 


对 于 标量 场 的 全 纯 表示 , 我 们 曾 得 到 公式 

/ ER DO 
在 这 里 我 们 不 难 证 明 类 似 的 结果 ， 

/ d2nel” 7" g(r) = gC*), 


其 中 , d27 = dm*dn; 4* 为 男 一 个 反对 易 变 量 . 
在 上 述 积分 定义 下 , 两 个 态 的 标量 积 可 以 表示 为 


(glg') = / d2ng* (mw )g (nm )e ” 7， 
这 是 因为 式 (2.7.19) 右 方 可 化 为 
sn + gi1n)(g0 + 917°)(1 — 7*n), 


积分 以 后 即 得 出 gtgb + gtg1. 
算 符 对 态 的 作用 亦 可 在 全 纯 表 象 中 表示 出 来 . 设 


|f) = Kly), 


(2.7.18) 


(2.7.19) 


(2.7.20) 
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(2)=( 人 (下 
fi Kio 人 ll 91 


根据 这 一 关系 可 以 得 出 
/7) = / da K(m, 7)g(0)e-7 7 (2.7.21) 


则 在 粒子 数 表象 中 有 


此 结果 形式 上 亦 与 标量 场 的 公式 相似 . 
两 个 算 符 的 乘积 也 可 类 似 处 理 . 设 


L=KM, 
在 粒子 数 表象 中 
Loo Lol Koo Kol Moo we 
Lio Lii kio Kil Mio Mil 
由 此 可 得 
L(7*,7) = / Km ) MO, ne" dda. (2.7.22) 


2 
这 里 所 有 公式 与 标量 场 公式 的 差别 只 是 用 d27 替换 了 (如 果 修改 反对 易 变量 各 
分 运算 的 定义 , 还 可 以 做 到 两 者 的 完全 对 应 ) 
我 们 可 以 定义 一 种 特殊 的 状态 
1 一 去 7*n 
内 = A 00) + ln) = e477"00) + 1)), (2.7.23) 


作为 上 述 全 纯 表象 的 基底 , 其 中 7 为 反对 易 交 量 (并 假定 它 与 算 符 & 和 6 也 反对 易 ). 这 种 
态 最 早 是 Schwinger 引入 的 ( 见 Quantum Kinematics and Dynamics，1970). 不 难 证 明 


0|7) = nln), (2.7.24) 


即 Im) 为 6 的 本 征 态 , 本 征 值 为 nm”, 因此 |m) 可 称 为 旋 量 场 的 相干 态 . 
式 (2.7.23) 与 标量 场 相干 态 的 展 式 相 类 似 , 只 是 这 里 n 从 0 到 1 求 和 . 
对 式 (2.7.24) 取 共 斩 , 得 
(la = (nln”, (2.7.25) 
@ 过 去 没有 出 现 本 征 值 为 反对 易 量 的 情况 , 那 是 因为 过 去 所 讨论 的 都 是 旋 量 场 的 物理 量 . 旋 量 场 的 物理 


量 为 水 和 少 乘积 的 函数 , 故 其 本 征 值 为 普通 c 数 . 又 式 (2.7.24) 两 侧 都 等 于 e-37 "7n|0). 推导 这 一 结果 时 
可 利用 m%*7 与 n 对 易 与 6 也 对 易 . 
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于 是 粒子 数 算 符 多 在 Im) 态 的 平均 值 为 
(nlialn) = (alan) = 17°. (2.7.26) 


以 上 讨论 进一步 确立 了 7 与 标量 场 情况 中 的 a 的 等 同 地 位 
同 标量 场 的 情况 一 样 , 不 同 本 征 值 的 相干 态 并 不 正 交 ， 由 式样 (2.7.23) 可 得 


(mm) = e207 +n) (1 + yn) 


(2.7.27) 
一 e377 +n"n-2n"*n). 
但 全 部 相干 态 构成 完备 集 , 因 按 照 积 分 公式 (2.7.27) 
snim) n= /ad 一 人 7)(0) 十 11)7)C(O 十 7 《1) 

(2.7.28) 

=|0)0|+|1)(1|=1. 

任意 态 |9) = go 十 gi1|1) 在 Im) 态 上 的 投影 为 

(nlg) = go(n|0) + g1(nl1) = e 2" "7g(n"), (2.7.29) 


其 中 , g(m*) = go 十 917*, 就 是 我 们 前 面 定义 的 “ 态 |g) 的 全 纯 表示 ”. 
我 们 可 以 |m) 态 作 为 基底 来 对 任意 态 |g) 作 展 开 . 利用 完备 性 条 件 式 (2.7.28) 和 投影 式 
(2.7.29) 有 
|9) = / d*n|n) (nlg) = / d2ne™ 3" 7g(m")|n). (2.7.30) 


对 算 符 按 |m)(m| 的 展开 , 以 及 其 矩阵 元 Kmn 与 其 全 纯 表 示 K(Ww*,m) 之 间 的 关系 亦 可 类 似 
地 讨论 . 有 关 两 个 态 的 标量 积 、 算 符 对 态 的 作用 以 及 两 个 算 符 的 乘积 等 公式 , 都 可 利用 完备 
性 条 件 式 (2.7.28) 推导 出 来 , 就 像 标量 场 的 情况 一 样 . 
在 表述 高 斯 积分 公式 时 , 需要 引入 微分 运算 . 为 此 我 们 定义 , 当 co 和 ci 为 普通 

数 时 

d 水 
J (C0 二 C17*) 一 C1， 

"| (2.7.31) 


Ce 十 cl17) 一 C 
dn 17) = C1. 


如 果 co 和 ci 也 是 反对 易 量 , 则 要 区 分 是 左 微分 还 是 右 微分 . 对 于 右 微分 , 上 式 右 方 
要 加 负 号 . 

应 指出 , 这 里 的 微分 运算 并 非 积 分 运算 的 逆 运 算 . 它们 具有 各 目的 定义 . 

利用 上 述 微分 运算 的 定义 , 可 以 得 出 , 在 全 纯 表 象 中 , 6 对 应 于 微分 算 符 . 因 寿 
令 式 (2.7.20) 中 的 天 等 于 6&, 则 将 |g) = gol0) 十 gi|1) 代入 后 得 


|f) = 91|0), 
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即 
fo=g91, fi1=0. 
按照 微分 运算 的 定义 , 以 上 结果 可 表 为 
f(7") = a 9 ) (2.7.32) 
另外 , 若 KK = 1, 则 有 
fo=0, fi= yo, 
因此 
f(7°) = 7 9(7"). (2.7.33) 
即 就 全 纯 表 示 而 言 , 和; 的 作用 等 于 乘 上 六 
2. 积分 变换 和 高 斯 型 积分 
为 了 以 后 的 应 用 , 我 们 来 考察 积分 变量 的 变换 问题 . 先 看 平移 变换 , 设 


I= / d*nf (n,n). (2.7.34) 


如 前 所 述 , f07*,7) 的 一 般 形式 为 fo + fo17n + 请 om 十 117*7, 它 的 二 维 积分 等 于 最 
高 项 的 系数 的 负 值 , 即 


T= fi. (2.7.35) 
当 我 们 作 变 量 平移 变换 (下 式 中 ¢ 亦 为 格拉 斯 曼 代数 生成 元 ) 
n=7+b 六 二 十 和 (2.7.36) 


时 , f(w*,n) 化 为 
f+,n +6) = (fo0 + forc” + fiok + f116"C) 
+fom” + fion + fi10°%7 — fi167 + f110°7. 
我 们 看 到 , 它 作 为 % 和 "wy* 的 函数 其 最 高 项 的 系数 未 变 , 于 是 有 
fan sm) = /eye nto) (2.7.37) 
这 表明 通常 的 平移 变换 公式 在 这 里 仍然 成 立 . 


再 看 变换 
7 Aoo Aol nn 
- detAz0. 2.7.38 
(”) (各 各 外 7 
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由 此 式 定 义 的 m7” 和 7 亦 满足 像 式 (2.7.4) 那样 的 关系 式 . 将 他 = Aoo7* 十 Ao177 
和 = 41o 十 47 代入 7 97) 后 ,得 出 它 作 为 w* 和 的 函数 , 其 最 高 项 的 系 
数 为 (det 4A)fi1, 于 是 得 


水 ] 水 水 
any ,7) 二 Ba f Er oo + Aom, Aio7” + A117) (2.7.39) 


此 结果 与 通常 的 变换 公式 不 同 , 这 里 的 雅 可 比 行列 式 det4 出 现在 分 母 上 而 不 像 通 
常 公式 中 那样 出 现在 分 子 上 . 

以 上 讨论 不 难 推广 到 多 上 自由 度 的 情况 . 

对 于 nn 个 自由 度 , 引入 2n 个 互相 反对 易 的 积分 变量 


111; 712， Mn; ME, 12 Nn. 


体系 的 状态 用 全 纯 函 数 g( 祝 ,人 硼 ,… ,做 ) 表示 , 它 的 最 一 般 形式 为 
g(7 7 一 90) 十 gi 十 ge mn 十 .十 gm (2.7.40) 
( 按 本 书 惯例 . 对 其 中 重复 脚 标 要 求 和 ). 两 个 态 的 标 积 ， 


(g|f) 一 f I eam Ge (2.7.41) 
7 


仿 前 可 以 证 明 , 对 于 任 一 个 2n 元 的 函数 
F(nT, naz, , 71; 711 02 , Mn) 
其 2n 维 积分 值 为 
f Iam ri, en) = (1)"° PF". (2.7.42) 
j 

其 中 , FG 为 F(T, 仿 ,… ;1,72,…) 中 最 高 项 这 777n7n-1 91 的 系数 . 

2n 维 的 高 斯 型 积 

T= f I ame um tt 
l 

(其 中 , hij 为 普通 c 数 , nm 和 6 为 格拉 斯 曼 代数 生成 元 ) 可 以 通过 平移 来 计算 , 因为 
指数 函数 可 以 展 成 多 项 式 , 其 最 高 项 的 系数 在 平移 后 保持 不 变 . 平移 后 积分 化 为 


T = et (A i {I ame as" 
( 
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此 积分 不 难 积 出 : 将 被 积 函 数 展 成 多 项 式 后 , 其 最 高 项 系数 为 (一 1)”"detA. 于 是 得 出 


Iame ari re = (det A)e® (04 )36. (2.7.43) 
! 
式 (2.7.43) 与 普通 的 复 变 量 高 斯 积分 公式 
2 
/I do eoiAijQait+a;Bith;a; 一 _1 8;(A-1)ip; 
1 区 detA 


相 比 , 除 出 x 因子 外 , 差别 就 在 于 : 右 方 的 行列 式 det4 一 个 出 现在 分 母 中 , 一 个 出 
现在 分 子 中 . 

我 们 将 证 明 : 式 (2.7.43) 右 方 指数 人 (4 一 )56 也 同 过 去 一 样 , 等 于 被 积 函 数 中 
的 指数 一 太 Aijnj 十 依 G; 十 外 7; 的 极 值 . 

极 值 方程 定义 为 


d x x * 
( 走 ) (—m Aini + mi + 0m;) = 0, 
NM/ 


d 水 * * 
( ) (—mi Aij7; 十 7; Cj 十 Cj nm;) = 0. (2.7.44) 
N/R 


按照 微分 运算 的 定义 , 上 式 化 成 
A1;nj; = &, 
nN Ail 一 GT 
其 解 为 
nj = (4 一 )716b 
m= (A ui. 
代入 -中 45977 十 号 6 十 m; 中 即 得 其 极 值 为 全 (4 一 )565、 
其 他 如 算 符 对 态 的 作用 、 算 符 与 算 符 的 乘积 等 , 均 可 从 单 自 由 度 的 结果 直接 推 
广 得 出 . 
3. 旋 量 场 的 泛 函 积分 量子 化 


在 考虑 旋 量 场 的 泛 函 积分 量子 化 时 , 我 们 先 将 场 算 符 按 平面 波 展 开 , 如 第 一 章 
所 述 , y(z,t) 的 展 式 可 表 为 


(2.7.45) 


Wz,t) = > | fs, t)ur (p)ei?'® + bt(p,t)vr(p)e i?'®]. (2.7.46) 
rr 二 1,2 


第 二 章 “” 泛 函 积分 量子 化 * 123 . 


然后 对 正 粒 子 每 个 模 的 吸收 和 发 射 算 符 6.(p,t) 和 针 (p,t) 引入 一 对 反对 易 变量 
nr(p;t) 和 湾 (p,t), 对 反 粒 子 每 个 模 的 吸收 算 符 和 发 射 算 符 六 (p, 和 让 (p, 划 引入 
另 一 对 反对 易 变量 Gi.(p,t) 和 必 (p,). 旋 量 场 的 量子 化 将 通过 这 些 反对 易 变 量 的 泛 
函 积分 来 表述 . 

为 了 得 出 8 算 符 或 格林 函数 生成 泛 函 的 泛 函 积分 表达 式 , 我 们 像 过 去 一 样 先 推 
导 算 符 e-i 六 (t/to) = e-i#7 的 全 纯 表示 U. U 可 通过 算 符 乘积 公式 从 e-i? 人 ! 的 全 
纯 表示 构造 出 来 . 当 At 足够 小 时 , e- 过 4 又 可 近似 化 为 1- i 让 At 于 是 从 旋 量 场 公 
式 与 标量 场 公式 间 的 对 应 关系 , 即 可 求 出 U 的 表达 式 . 在 产 = H( 针 (p,t),6(p,)， 
计 (p,t),b.(p,t)), 其 中 算 符 已 正规 编 序 的 情况 下 , 结果 为 


U (nx (Pp)F, nr (Pp)o, (Pp), Sr(p)o, 7) = / Hpvo t)D°Cr(p, t) 
exp {5 / dpln: (Pp)F7r (Pp, tf) + nF (Pp, to)nr (Pp)o] 

(2.7.47) 
+ [ dt / di[ ;六 Op t)nr(p, t) — tp tr(p,t) + (n= 6) 


-iH(m(p,t), nr (pt), Gr (pt), Cr (pd) }. 
从 U 过 滤 到 $ 算 符 的 全 纯 表示 8 时 , 只 需 在 上 式 中 作 以 下 代 换 


nN (有 P)7 — mM(p) fet, 
nr (PD)o 一 nr(p)oe™ eo, 
C*(p)s — C*(p) pees, 


Cr(p)o — Cr(p)oe ™", (2.7.48) 


然后 令 tj 一 +o0,t0 一 00. 情况 和 标量 场 一 样 

从 3 算 符 的 全 纯 表示 可 以 得 出 它 的 正规 核 5, 再 按 式 (2.7.12) 即 可 得 出 8 算 符 
本 身 

下 面 我 们 来 考察 旋 量 场 与 “经 典 外 源 * 5(z) 和 &(z) 作用 的 情况 . E(z) 和 《(z) 
亦 为 反对 易 旋 量 , 称 它们 为 “经 典 外 源 ”是 因为 不 对 它们 作 泛 函 积 分 . 这 时 哈密 顿 算 
符 为 


= f a3: Hs)morb(s) + MD) De) -clo) -Wo » (217.49) 
E(z), &(z) 与 人 (2), 审 (z) 之 间 也 是 反对 易 的 . 令 
ep.0) = mn | de rd, 
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1 c ii 了 :全 
5 日 = m7 | Ee, Der “ds, 


Ur(p)E(p,t) = ar(p,t), 
é(p, t)ur(p) = a}(p,t), 
vr(p)é(—p,t) = —Pr(p,t), 
£(—p,t)vr(p) = —Pr(p,t), 


(iy :p+ M)u(p) = Eyau(p), 
(—iy.p+ M)v(p) = ~—EYav(p), 


可 将 五 用 ,6 及 让 ,b 表示 出 来 ， 


H= H(Gt(p,t), dr(p,t), Dt(p,t), br(p,t)) 


(2.7.50) 


(2.7.51) 


= > / dP[Eat(p,t)6(p,t) + Ebt(p,t)b(p,t) — at(p,t)ar(p,t) (2.7.52) 


一 ar(P， t)ar(p, t) bt(p, t)Br (Pp, t) Br (p, t)br(p, t)]. 


在 此 式 右 方 算 符 已 经 正规 编 序 , 其 中 前 两 项 代表 自由 哈密 顿 量 , 后 四 项 代表 经 典 源 

发 射 和 吸收 旋 量 粒 子 所 相应 的 哈密 顿 量 . 
从 式 (2.7.47), (2.7.48) 和 (2.7.52) 不 难看 出 , 这 里 9 中 出 现 的 证 函 积分 是 高 斯 

型 积分 , 可 以 通过 求 指 数 极 值 的 方法 求 出 . 极 值 处 的 m.(p,t) 入 (p,t) 满足 方程 


端 条 件 是 


由 此 解 出 


Dr (Dp, t) 十 iEn.(p, t) 一 iar (2P， t) = 0, 


7 (了 ,四 — iEm(p,t) + ia*(p,t) = 0. 
mM (p, tf) = mM(p) fe Et, 


nr(p, to) = nr (p)oe™ e"”. 


t 
nr(p,t) = nr(p)oe et 十 i | eiB(t-t) a, (p, tdt,, 
to 


. ts ， 
mp,t) = (p) yet 十 | eiB(tt) or (p,t)dt. 
t 


(2.7.53) 


(2.7.54) 


(2.7.55) 
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对 Cr(p,t) 和 心 (p,t) 可 同样 处 理 . 于 是 我 们 求 得 
。 十 ceo 
9 =exp{ / dpm (p)nr (Pp)o + = ; / dp |- dtln: (pe™ ar (p,t) 


机 
or (ps tre(p)oe eH] + dp 三 dp |/ ar (p,t) (phe 
(2.7.56) 


有 eiB(t-t) oy, (p, Wat ) 十 i 
+o0 | ， 

ti / et jax(Pp， edt ar(P， | } + 人 7 一 人 oa 一 有 ). 
l 


从 全 纯 表 示 5S 立即 可 以 得 出 正规 核 S, 再 仿照 标量 场 的 情况 可 将 它 化 成 下 述 
形式 


S = exp{— / E(T)SE (zs — 2 )E(T) dt rd ti / Ez) V2) + (wr)e(z)dtz}, (2.7.57) 


其 中 / 
1 4 LI7Y 了 一 ip:(z—z/ 


为 旋 量 粒子 的 目 由 传播 子 , 而 


vo)= | We nr (Pour (p)e™” + G (p) yor (p)ew?] 
(2.7.59) 
(7) = / dp a CE [mn (p) sur(p)e ”+ Cr (Dovr(p)e™™]. 


注意 , 去 和 并 不 满足 通常 的 关系 豆 = via. 

有 了 正规 核 , 同样 可 以 得 出 $ 算 符 本 身 . 不 过 我 们 在 这 里 不 拟 写 出 它 的 具体 表 
达 式 , 因为 我 们 进行 以 上 推导 的 主要 目的 是 为 下 面 讨论 旋 量 场 和 标量 场 相 互 作用 的 
微 扰 论 作 准 备 . 

现在 我 们 就 来 考察 旋 量 场 和 ( 实 ) 标量 场 同时 存在 、 并 有 相互 作用 的 情况 . 设 
拉 格 朗 日 算 符 为 


人 全 网 人。 1 、 、 1 、 ,二 ~、 
(7T) =: 一 [和 + Myy 十 50) (Ou) 十 5 仿 十 19W75VO| : (2.7.60) 


为 了 推导 微 扰 论 的 费 恩 曼 规则 , 我 们 引入 旋 量 场 的 附加 经 典 外 源 上 (z) 和 &(z) 以 及 
标量 场 的 附加 经 典 外 源 j(z), 格林 函数 生成 泛 函 可 以 表述 成 下 述 协 变 的 形式 


Z1é,€,j] = / Dy (xr)Dy(r)Do(z)eil [2 (z)+E(z)%(z)+%(z)E(z)+7T(z)P(z)jd z (2.7.61) 
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其 中 , (zx), V%(z) 和 p(x) 为 满足 费 恩 曼 条 件 的 函数 , 拉 格 朗 日 函数 为 2 
YZ(7) = 一 [和 + Myy 十 (Oup) (Bh) 十 sm +igpyswy (2.7.62) 
从 式 (2.7.61) 可 以 得 出 微 扰 展开 中 的 费 恩 曼 规 则 2 . 为 了 从 证 函 积分 号 内 移 掉 
ei ood ”， 像 2.4 节 一 样 , 利用 
(3 6 ) i [E(2 Wb(o HB élo dsr 
1 6€(7) /1 
= wz)ei/ (2 yz )+Y(z ED)]d 


6 6 ) oi/ [Es we +B (sd (2.7.63) 
i o£ (7) /a 


一 ei é(z )y(z )+%(z Ez )]d p(y) 


一 V(r)ei / [E(z Up(z 二 oz ECz )]d ) 


将 式 (2.7.61) 写作 
se es (2 ) (ma 人 二 aa 
| 加/ 
x / DW(z)Dy(z)De(z)expfi / (2) (2.7.64) 


+E(z')y(z) + Blo Ez') + jz pz dz 
其 中 , .% 代表 自由 拉 格 朗 日 函数 
0) = [Td + MY + (Op) (np) + mp? (2.7.65) 


式 (2.7.64) 中 的 泛 函 积分 前 已 积 出 , 因为 它 就 是 旋 量 场 和 标量 场 与 它们 的 经 典 
外 源 作用 时 的 泛 函 积分 . 将 以 前 的 结果 代入 即 得 


ZE Ej =e 21 (eit) (wat ) (0s)op (wy)d’s 


(2.7.66) 
e— /lt(z)SF(z—y Ey + 可 3(z AP(z —y)iy dr dy 


同样 将 上 式 对 耦合 常数 9 作 展 开 就 可 得 出 2[&,é&,j] 的 微 扰 论 展 式 . 所 给 出 的 费 恩 


曼 规则 与 算 符 量子 化 中 的 结果 相同 : 旋 量 粒子 的 自由 传播 子 为 Sr(z 一 y), 标量 粒 


@ 对 于 可 反对 易 的 量 , 加 不 加 正规 编 序 符号 , 其 结果 是 一 样 的 . _ 
@ 像 标 量 场 情况 (参见 式 (2.4.61)) 一 样 , 从 格林 函数 生成 泛 函 也 可 以 得 出 5 算 符 . 
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子 的 目 由 传播 子 为 Ar(z' 一 y), 基本 顶 角 为 -ig(Ys)ap, 每 个 顶点 上 还 有 因子 i. 另 
外 , 还 可 得 出 : 当 旋 量 粒子 内 线 构成 一 闭合 圈 时 , 将 有 一 附加 的 负 号 ”. 

顶 角 函数 的 生成 泛 函 可 以 像 单纯 标量 场 情况 一 样 定义 . 为 此 我 们 要 引入 有 附加 
外 源 存 在 时 的 %(z) 和 W(z) 的 真空 期 望 值 y(z) 和 (x). 如 果 都 采用 左 微 商 , 则 有 


OO -二 扣 
Ye(z) = 一 ; Ey (2.7.67) 
顶 角 函数 的 定义 式 即 为 
TW 0) = 到 区 6- /y+ Wt+ida (2.7.68) 
由 上 式 可 以 推出 有 外 源 时 了 对 y 的 泛 函 微 商 表达 式 , 
wa = /li i) * Iv) RO + WH) 
-| 区 一 和 的 二 到 区 | + EC) 
将 式 (2.7.67) 代入 后 即 得 本 
oy = (7) (2.7.69) 
同样 可 求 出 ， 
而 厅 =-G (2.7.70) 


$ 同 j 的 关系 式 同 前 
当 所 有 附加 外 源 都 等 于 零 时 , 应 当 有 ( 即 物理 上 要 求 ) 


即 旋 量 粒子 没有 真空 凝聚 . 这 是 因为 实际 物理 中 费 米 子 数 守 恒 律 并 没有 发 生 目 发 
破坏 . 

附带 指出 ,“ 费 米子 对 ”可 以 在 真空 中 凝聚 , 通常 所 说 的 对 称 性 的 动力 学 目 发 破 
坏 就 是 这 种 凝聚 所 造成 的 . 在 进行 这 种 理论 的 研究 时 , 需要 引入 与 一 对 费 米子 相克 


@ 这 是 因为 , 当 我 们 通过 微 商 G3 63 将 两 根 旋 量 粒子 内 线 连 成 一 根 时 , 所 需 进行 的 反对 易 
L RR 


量 对 换 次 数 为 奇数 , 而 当 通过 上 述 微 商 将 旋 量 粒子 内 线 首尾 连接 时 , 所 需 进行 的 反对 易 量 对 换 次 数 为 零 ( 偶 
数 ). 
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合 的 源 K(z,y), 并 考察 ( 费 米子 对 的 ) 复合 场 量 的 真空 期 望 什 . 有 关 这 方面 的 讨论 
可 参见 Cornwall、Jackiw & Tomboulis 的 论文 (Phys. Rev. D10, 2428, 1974). 

泛 函 积分 量子 化 的 一 个 重要 应 用 是 解决 非 阿 贝尔 规范 的 量子 化 问题 . 从 下 一 
章 起 我 们 即 转 到 有 关 非 阿 贝尔 规范 场 的 讨论 . 


第 三 章 ”经 典 非 阿 册 尔 规范 场 


我 们 知道 电磁 场 是 一 种 规范 场 , 电磁 作用 的 运动 方程 具有 一 种 定 域 规范 变换 下 
的 不 变性 . 这 里 的 定 域 规范 变换 , 是 指 带电 粒子 的 场 函数 9(z) 和 电磁 势 Aj, (zx) 的 下 
述 联 合 变换 : 

$(7) 一 e 97)， 


4 人) 一 名 人) 一 58ub(o) 


其 中 , q 为 粒子 的 电荷 量子 数 ; e 为 电子 电荷 的 绝对 值 (粒子 电荷 即 为 ge). “ 定 域 ” 
指 的 是 4 的 相位 改变 值 9g(z) 随 着 x 不 同 而 不 同 . 

不 难看 出 上 述 变 换 构成 一 个 变换 群 . 此 变换 群 的 群 元 互相 是 对 易 的 , 因而 称 为 
阿 贝 尔 规范 变换 群 . 相应 地 , 电磁 场 也 被 称 为 阿 贝尔 规范 场 . 

1954 年 杨振宁 和 Mills 以 及 1955 年 Shaw 把 这 种 定 域 对 称 性 推广 到 内 部 自由 
度 的 变换 上 . 由 于 这 种 内 部 自由 度 的 变换 构成 非 阿 贝尔 群 ( 群 元 之 间 不 可 对 易 ), 因 
此 相应 的 定 域 变换 称 为 非 阿 贝尔 定 域 变 换 , 而 运动 规律 在 此 变换 下 保持 不 变 即 称 为 
非 阿 贝尔 定 域 规范 对 称 性 . 下 面 将 指明 : 非 阿 贝尔 定 域 对 称 性 的 成 立 , 要 求 存 在 一 
种 具有 特定 性 质 的 矢量 场 与 上 述 具 有 内 部 自由 度 的 粒子 相互 作用 . 这 种 特定 的 矢量 
场 就 叫做 非 阿 贝尔 规范 场 , 它 的 量子 称 为 非 阿 贝尔 规范 玻 色 子 , 其 质量 同 光子 一 样 

非 阿 贝尔 定 域 规范 理论 提出 后 , 一 方面 由 于 量子 化 方面 存在 着 困难 , 一 方面 由 
于 规范 玻 色 子 质 量 必须 为 零 (和 弱 作 用 及 强 子 间作 用 的 短程 性 不 一 致 ), 在 相当 长 时 
期 内 未 在 粒子 物理 中 获得 应 用 . 直到 对 称 性 自发 破坏 的 概念 被 引入 到 粒子 物理 中 来 
以 及 色 量 子 数 的 被 发 现 , 才 在 非 阿 贝尔 规范 场 理论 的 框架 上 建立 了 弱 作 用 与 电磁 作 
用 的 统一 理论 以 及 强 作用 的 色 动 力学 (QCD). 从 此 , 非 阿 贝尔 定 域 规范 理论 就 在 基 
本 粒子 理论 中 占据 了 最 重要 的 地 位 . 

在 本 章 中 我 们 将 只 介绍 经 典 非 阿 贝 尔 规范 场 理 论 , 下 一 章 再 讨论 非 阿 贝尔 规范 
场 的 量子 化 问题 


3.1 非 阿 贝尔 定 域 规范 变换 
如 上 面 所 述 , 非 阿 贝 尔 定 域 规范 对 称 性 是 内 部 自由 度 的 “整体 变换 对 称 性 ” 定 
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域 化 以 后 得 出 的 . 因此 在 本 节 中 我 们 将 先 介绍 内 部 自由 度 的 整体 变换 对 称 性 和 相应 
的 守恒 律 , 然后 再 讨论 将 变换 定 域 化 的 问题 . 


1. 内 部 自由 度 的 整体 变换 对 称 性 和 守恒 律 


内 部 自由 度 的 概念 最 初 是 在 核 物 理 中 发 展 起 来 的 . 质子 和 中 子 的 质量 基本 相同 ， 
并 且 可 以 通过 交换 介子 而 互相 转化 , 因此 它们 被 看 作 是 同一 种 粒子 的 两 种 不 同 的 
内 部 状态 (由 于 粒子 间 互 作用 而 产生 了 质量 差 ) 这 种 粒子 被 称 作 核 子 , 按照 上 面 所 
述 , 它 除了 具有 空间 自由 度 和 自 旋 自 由 度 以 外 , 还 被 赋予 一 种 内 部 自由 度 (同位 施 
自由 度 ). 质子 和 中 子 合 起 来 构成 同位 旋 的 二 重 态 , 可 分 别 用 | 1 ) 和 | ， ) 来 表 
示 . 与 此 相仿 , x+, no 和 n- 被 看 作 是 同一 种 粒子 的 三 种 不 同 的 内 部 状态 , 或 者 说 它 
们 构成 同位 旋 的 三 重 态 

当然 如 果 仅 止 于 此 , 那 不 过 是 换 了 一 种 说 法 , 并 不 带 来 实质 性 的 结果 .但 人 们 
发 现在 相同 的 情况 ( 指 自 旋 和 空间 的 状态 相同 ) 下 ,“ 一 对 质子 间 的 强 作 用 ”、“ 一 对 
中 子 间 的 强 作用 ”以 及 “一 个 质子 和 一 个 中 子 间 的 强 作用 ”都 是 相同 的 . 类 似 地 , 质 
子 -x+ 间 的 强 作用 与 中 子 x- 间 的 强 作用 亦 相同 ， 这 就 导致 了 一 种 新 概念 
强 作用 具有 同位 旋 变 换 下 的 对 称 性 . 并 仿照 自 旋 的 变换 , 把 同位 旋 变 换 定 为 连续 的 
变换 @, 使 其 构成 SU(2) 群 的 表示 . 同位 旋 对 称 性 可 表述 为 拉 格 朗 日 函数 .2(z) 在 
同位 旋 变换 下 保持 不 变 

在 作 进 一 步 阐述 之 前 , 我 们 先 对 变换 的 意义 和 对 称 的 概念 作 一 些 说 明 

对 于 变换 可 以 有 两 种 理解 .一 种 是 , 所 考察 对 象 的 物理 状态 不 变 , 但 是 标 架 改 


变 了 (例如 , 质子 改 用 ( ) 表示 , 中 子 改 用 | | ) 表示 ), 因此 该 状态 在 新 标 染 中 


的 表示 与 在 原 标 架 中 的 表示 相 比 , 发 生 了 改变 ; 另 一 种 是 , 标 架 未 变 , 而 对 入 的 物理 
状态 变 了 (例如 , 最 简单 的 情况 两 个 质子 变 成 了 两 个 中 子 ). 用 这 两 种 意义 的 变换 来 
描述 物理 规律 的 对 称 性 是 等 价 的 , 在 下 文中 将 作 具 体 说 明 . 

关于 对 称 的 概念 , 有 两 点 应 说 明 . 仍 以 强 作 用 同位 旋 对 称 性 为 例 . 中 我 们 说 中 
子 与 质子 对 称 并 不 意味 着 两 者 无 差别 显然 两 者 是 有 差别 的 , 否则 它们 就 是 同一 种 粒 
子 (或 者 用 新 的 语言 说 , 是 核子 的 同一 种 内 部 状态 ), 没有 必要 加 以 区 分 了 . @ 两 者 的 
差别 又 具有 相对 性 . 就 强 作用 而 言 , 我 们 不 能 定 出 一 个 物理 标准 来 判定 一 个 核子 
究竟 是 质子 还 是 中 子 , 我 们 只 能 指定 某 个 核子 为 质子 而 其 他 核子 的 状态 将 通过 与 它 
比较 而 确定 . “中 子 能 吸收 x+ 而 质子 不 能 ”, 是 否 可 以 用 此 作为 判定 标准 ? 回答 是 
否定 的 , 因为 该 情况 存在 一 个 对 侦 情 况 :“ 质 子 能 吸收 x” 而 中 子 不 能 ”. 这 样 , 上 述 
” 。” @ 这 里 包含 了 新 的 物理 内 容 , 即 中 子 态 与 质子 态 可 以 相干 秋 加 为 新 的 状态 
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办 法 并 不 能 构成 判定 标准 , 除非 我 们 能 事先 判定 一 个 x 介子 究竟 是 还 是 xx. 就 
强 作 用 而 言 , 后 者 同样 需要 某 种 指定 . 

以 上 情况 有 些 类 似 于 狭义 相对 论 中 两 个 惯性 参考 系 中 的 时 计 , 两 者 的 运转 速率 
不 同 , 但 究竟 谁 快 谁 慢 又 是 相对 的 . 

当然 , 在 现实 中 , 我 们 能 根据 某 种 物理 标准 来 直接 判定 一 个 核子 是 质子 还 是 中 
子 , 例如 通过 电磁 场 的 作用 或 通过 较 准 确 的 质量 测量 . 出 现 这 种 情况 是 因为 电磁 作 
用 和 质量 差 破坏 了 同位 旋 对 称 性 . 如 果 一 种 对 称 性 未 受到 任何 破坏 ,如 零 克 子 的 色 
对 称 性 , 那么 前 面 的 论断 就 是 严格 的 . 我 们 无 法 根据 任何 一 个 物理 标准 来 判定 压 砚 
子 的 色 量 子 数 

在 作 了 以 上 的 说 明 以 后 , 我 们 即 可 转 到 对 称 性 的 具体 表述 . 在 下 文中 , 对 称 性 
将 不 限于 同位 旋 对 称 性 , 因而 变换 群 可 以 是 一 般 的 李 群 . 

先 采用 第 一 种 观点 , 即 把 变换 看 作 是 标 架 的 变换 . 当 标 以 变换 后 , 体系 的 一 个 
状态 的 表示 由 X(z) 变 成 了 X (zh)， 


Xi(Z) = ViXj(Z) 


或 
X (zZ) = Ux(z), (3.1.1) 


其 中 , U 为 某 变 换 群 的 么 正 表 示 . 拉 格 朗 日 函数 乡 (x) 在 此 变换 下 的 不 变性 是 指 : 
当 (x) 用 x 表示 时 , 其 函数 形式 与 原来 它 作为 x 的 函数 形式 完全 一 样 : 


Lx,O,xX) = LU ix, UO,x") 
一 -22(X OX) 


(3.1.2) 的 第 一 等 式 只 是 将 .2 换 用 X 表示, 第 二 等 式 代 表 不 变性 的 要 求 , 在 上 式 中 
22 代表 一 定 的 函数 形式 . 

当 不 变性 要 求 成 立时 , 在 新 标 架 中 .2 的 函数 形式 没有 变 , 故 从 它 推导 出 来 的 运 
动 方程 自然 就 与 原 标 架 中 完全 一 样 . 在 这 种 表述 中 , 对 称 性 表现 为 不 同 标 染 间 的 对 
称 地 位 . : 

将 式 (3.1.1) 代入 式 (3.1.2) 右 方 , 即 得 


(3.1.2) 


L(x,0%x) = LUx, UOux), (3.1.3) 


这 就 是 对 称 性 对 儿 的 要 求 . 
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按照 变换 的 第 二 种 理解 ， 标 架 不 变 , 对 象 的 物理 状态 从 X(z) 变 成 了 x/ (zx) = 
Ux(z). 不 变性 是 说 , 这 两 个 状态 所 对 应 的 .2 值 相 等 , 因而 它 直接 由 式 (3.1.3) 所 表 
述 . 这 里 对 称 性 表现 为 不 同 的 物理 状态 之 间 (或 不 同 的 物理 过 程 之 间 ) 的 对 称 关 系 . 
从 变 分 原理 不 难看 出 , 若 x(z) 为 一 个 满足 运动 规律 要 求 的 物理 解 , 则 Ux(z) 也 将 
是 一 个 物理 解 %. 

以 上 讨论 表明 , 用 所 述 的 两 种 意义 的 变换 来 描述 对 称 性 是 等 价 的 . 对 拉 格 朗 日 
函数 的 要 求 都 表现 为 式 (3.1.3). 

对 称 性 在 物理 学 中 有 着 十 分 重要 的 意义 , 物理 学 中 的 守恒 律 就 是 同 对 称 性 相 联 
系 的 . 下 面 将 结合 讨论 内 部 自由 度 上 的 连续 变换 群 , 对 这 两 者 间 的 联系 作 具 体 说 明 . 

连续 变换 群 的 每 一 个 群 元 , 可 用 一 组 实 参 数 Xe(a = 1,2,…,n.n 为 群 的 维 数 ) 
来 标志 , X(z) 的 变换 矩阵 避 可 以 表示 为 


U=e 7, (3.1.4) 


其 中 , a 为 求 和 指标 , 7r* 为 厄 米 矩阵 (这 就 保证 了 U0 为 乏 正 矩 阵 ), 它们 构成 变换 群 
生成 元 的 某 个 表示 (有 时 就 简称 为 群 的 生成 元 ). 
我 们 来 考察 无 穷 小 变换 时 儿 的 改变 . 对 于 无 穷 小 变换 , 参数 X? 为 无 穷 小 量 ， 
记 作 6X?,， 
U 一 1 一 订 “0A 和 
于 是 
0X = 一 iT "xoA®™, 
6(0,X) = —ir*(O,X)0M®. 
由 此 即 得 jg 
6 = OA 一 
@ 在 量子 理论 中 , 这 一 结果 可 表述 为 : 
若 | 从 = oi |f) = of), 
则 


OL 
oir (0 0 和 . 
5 


(F131i) = (Flirt S06li) = (F112). 
即 从 | 人 一 |f') 的 S 矩阵 元 , 与 |i) 一 |f) 之 间 的 3 矩阵 元 相等 . 其 中 了 为 希 尔 伯 特 空间 中 的 算 符 , 它 满 
足 区 (Z) 家 = UX(z). 对 称 性 要 求 仍 由 式 (3.1.3) 表述 , 只 是 其 中 X 要 换 为 算 符 X. 从 式 (3.1.3) 及 上 式 有 


dt Pia = = LU UN = Ld =Y, 
由 此 即 可 得 出 上 述 命 题 证 明 中 所 需要 的 公式 : 


di Si = 5S. 
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由 不 变性 , 6.2 应 为 零 , 考虑 到 5A* 可 以 任意 取 值 , 即 得 出 
O02 62 ， 
Ox; Xr ~ ig) Th (OuXk) 一 0, CQ 一 1,2,...,n. 


到 此 为 止 , 并 未 对 Xx(z) 是 怎样 的 时 空 函数 作 任何 限制 (上 式 只 是 双 的 不 变性 
的 表现 ). 实际 物理 过 程 所 对 应 的 X(z), 应 当 满 足 运动 方程 , 即 


32 _， 25 ) 
Ox; “ \o(0,x;)/ 


将 它 代 入 前 式 中 , 即 得 出 守恒 定律 
DJ = 0, Q = 1,2,.….,n, (3.1.5) 


其 中 
@ 0 


= i re 3.1.6 
J (8 TK ( ) 


称 为 守恒 流 的 密度 . 相应 的 守恒 的 物理 其 ( 荷 ) 为 ( 取 上 式 中 的 4 = 4 再 作 体 积分 ) 
Q™ = i/ BO ds 一 -i | riedse, Q = 1,2,.…,n. (3.1.7) 


我 们 看 到 , 对 应 于 每 个 生成 元 r*, 有 一 个 守恒 其 ( 荷 )8“*. 9? 可 叫做 a 向, 在 下 文 
中 , 我 们 有 时 也 将 7* 称 为 荷 窍 阵 . 
不 难 求 出 @*” 与 xj, zj 之 间 的 经 典 泊 松 括号 为 


[Q™, Xi]P.B. = iTyk Xk, 


[(Q™, mj]p.B. = —inkpTky- (3.1.8) 


在 上 面 从 对 称 性 推导 守恒 律 时 , 应 用 了 运动 方程 . 这 是 容易 理解 的 , 守恒 律 说 的 
是 在 实际 的 运动 过 程 中 某 个 物理 量 守恒 , 因此 x(z) 不 能 是 任意 的 z 函数 , 它 必 须 是 
运动 方程 的 解 . 

对 称 性 在 物理 学 中 还 有 许多 其 他 的 应 用 , 特别 是 在 量子 场 论 中 . 例如 , 对 拉 格 天 
日 函数 ( 当 我 们 相信 它 应 具有 某 种 对 称 性 时 ) 和 5S 矩阵 的 构成 形式 给 出 一 定 限制 ， 
给 出 质谱 的 多 重 结构 , 导出 格林 函数 之 间 的 一 些 关 系 式 , 给 出 对 应 过 程 之 间 相 同 的 
9 窍 阵 元 , 从 守恒 律 导出 选择 规则 等 . 
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2. 定 域 变换 和 协 变 微 商 


前 面 已 经 指出 , 在 同位 旋 对 称 性 成 立 的 情况 下 , 我 们 无 法 提出 一 个 物理 标准 来 
判定 某 个 核子 是 质子 还 是 中 子 , 我 们 只 能 规定 某 个 核子 为 质子 来 作为 标准 (更 全 面 
地 说 , 规定 的 一 个 标 架 ). 标准 的 规定 带 有 任意 性 , 但 如 杨振宁 和 Mills 所 指出 的 , 这 
种 任意 性 受到 一 个 严重 的 限制 , 即 只 要 在 某 个 时 空 点 so 把 标准 规定 好 了 , 任何 其 他 
时 空 点 (包括 与 s 为 类 空间 隔 的 时 空 点 ) 的 标准 也 就 随 之 确定 , 因为 标准 对 所 有 的 
时 空 点 都 是 一 样 的 . 

杨振宁 和 Mills 认为 , 这 种 情况 与 场 的 定 域 性 质 (似乎 ) 不 一 致 , 他 们 试图 解除 
这 种 对 标准 (或 标 架 ) 选择 的 限制 , 即 允 许 各 个 时 空 点 有 不 同 的 标 以 , 从 而 当 各 个 时 
空 点 作 不 同 的 标 架 变换 ( 定 域 非 阿 贝尔 规范 变换 ) 时 , 运动 规律 仍 保持 不 变 . 运动 规 
律 的 这 种 对 称 性 就 称 为 定 域 的 非 阿 贝尔 规范 对 称 性 . 

在 定 域 变 换 下 , 变换 矩阵 可 各 为 


U(z) = eM (2)r®, (3.1.9) 


如 前 面 所 指出 的 , 和 *(z) 为 实数 , r? 为 厄 米 矩阵 . 7” 构成 变换 群 李 代数 的 某 个 表示 ， 
满足 对 易 关 系 
[T°, 78] = icagyT", (3.1.10) 

其 中 , capy 为 实数 , 通常 称 作 群 的 结构 常数 . 

在 下 面 的 研究 中 , 我 们 将 限定 变换 群 为 单纯 紧 致 群 . 更 一 般 的 情况 将 在 后 文中 
提 及 . 

对 于 单纯 紧 致 群 (实际 上 只 需要 条 件 半 单纯 紧 致 ), 总 可 通过 对 生成 元 的 重新 组 
合 (线性 组 合 ), 使 得 群 的 度 规 张 量 "正比 于 单位 张 量 , 这 时 结构 常数 capy 将 是 完全 
反对 称 的 , 而 且 7*77? 的 迹 正比 于 单位 矩阵 元 gap: 


tr(T“TA) = c(7)608, (3.1.11) 


其 中 , 比例 常数 与 + 所 属 的 表示 有 关 , 故 记 作 c(7). 

定 域 规范 对 称 性 就 是 指 在 上 述 定 域 变换 ( 式 (3.1.9)) 下 , 运动 规律 保持 不 变 . 下 
面 来 指明 , 这 种 定 域 对 称 性 的 成 立 要 求 存在 一 种 规范 场 , 它 与 x 以 一 种 特定 的 方式 
相 耦 合 . 

先 考察 自由 场 的 情况 . 在 通常 的 理论 中 , x 随 z 的 变化 由 其 四 维 运动 动量 9 
决定 , 即 9.X 对 应 于 i x. 对 于 标量 场 , 根据 运动 动量 与 质量 间 的 关系 , x 应 满足 


(D2 十 mm2)X =0. (3.1.12) 
@ 群 的 度 规 张 量 Jap 由 结构 常数 定义 : ga6 三 Camy6C657， 
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将 多 ,用 -ip 代入 后 即 得 出 K-G 方程 
(0% — mm’)x =0. (3.1.13) 


设想 我 们 对 上 述 x 作 了 一 个 定 域 变换 , 显然 变换 后 的 x 随 z 的 变化 将 不 完全 
由 运动 动量 来 决定 , 它 还 依赖 于 标 架 随 z 变化 的 改变 . 从 X 与 x 间 的 关系 


X (x) = U(z)X(z), 
可 得 (利用 (GU 中 U+UT (0,.UV) = 一 T)=0) 
Px=BU X=U 0, + UU xX. 


其 中 的 U(z)8,U-!(zx) 可 用 ra 展开 2, 设 展开 系数 为 -B89(z), 即 得 x 所 满足 的 方 
程 为 
[0, — Be(z)T*] XxX — mx = 0. (3.1.14) 
从 上 式 可 以 看 出 , 对 于 变换 后 的 x', 算 符 i 多 对 应 于 (6, - B92(z)T*) 而 不 是 0,. 
x 所 满足 的 方程 (3.1.14) 与 x 所 满足 的 方程 (3.1.13) 不 同 . 这 表明 自由 标量 场 
的 运动 方程 不 具有 定 域 规范 对 称 性 (如 果 我 们 坚持 自由 标量 场 的 运动 方程 就 应 是 式 
(3.1.13)). 旋 量 场 的 情况 也 类 似 . 
得 出 这 一 结果 并 不 出 人 意料 , 因为 在 电磁 作用 的 量子 理论 中 已 得 出 过 同样 的 结 
果 . 
为 了 使 运动 方程 具有 定 域 不 变性 , 必须 假定 存在 n 个 矢量 场 43(z), 它 与 标量 
场 以 特定 形式 相互 作用 , 使 标量 场 的 运动 方程 为 


[0, 一 ig45 (z)T*°] :x — mx = 0. (3.1.15) 


这 种 矢量 场 就 称 为 非 阿 贝尔 规范 场 . 当 作 定 域 规范 变换 时 , 只 要 42(z) 作 适 当 的 变 
换 即 可 保持 运动 方程 形式 不 变 . 

我 们 来 论证 这 一 点 , 并 根据 这 一 要 求 导出 42(z) 的 变换 关系 . 

设 变换 后 的 矢量 场 为 48(z). 不 难看 出 , 若 


(0, 一 ig4272)X = U(0, — igAsT" )x (3.1.16) 


@ 令 U(z) = e-T(®), 则 U-l(z) = eT(?) = 5 二 To 通过 对 易 可 得 95U-1 = 


1 1 

下 一 一 

(4 tot 
1 

[As, T],:…- 于 是 UB,U-! 二 41 十 可 人 2 十 


有 A; 都 是 ra 的 线性 组 合 . 


1 
ha+ 训 A+…)， 其 中 41 一 OLT, A> 一 [41, 如， 43 一 [A2, 7], 44 一 


hs 上 A 十 .… 而 从 式 (3.1.9) 和 (3.1.10) 可 知 ， 所 
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成 立 , 也 就 是 说 定 域 变换 时 

(8, — igAer°)x 一 U(B, ~ igAer°)x, (3.1.17) 
那么 运动 方程 将 不 变 . 因为 从 上 式 不 难 推出 

(6, — igAe7°)2x 一 U(, 一 ig4crc)2X 
从 而 式 (3.1.15) 第 一 项 的 变换 与 第 二 项 的 变换 (m?x 一 Um?x) 一 致 
从 式 (3.1.16) 可 以 得 出 48 的 变换 公式 . 引入 符号 
A, = 427T9， (3.1.18) 
并 将 此 式 及 x = Ux 代入 式 (3.1.16), 就 可 将 它 化 为 
(Ou,U — igA,U)x = —igU Ajx, 

再 由 X 为 任意 函数 , 即 得 2.7 一 igAiU 应 等 于 -igU Aj. 由 此 得 出 


4 (= U(r) Ayo) U1(z) - (OV) 
(3.1.19) 


1 


= U(r)A,(z)UT1(z) 十 osUOuU 


这 就 是 4,, 的 变换 公式 . 我 们 注意 到 , 它 是 一 种 非 齐 次 变换 . 
4 的 变换 虽然 是 非 齐 次 的 , 但 也 构成 群 . 从 式 (3.1.19) 可 得 出 
A,=U AU+ -U1(0u0) 
这 表明 道 元 的 存在 , 而 且 和 者 


A =UAU-!— -OU 


A =U'ALU'!— -OuU)U™, 


则 有 z 
A,= U'UA,(UV'U)-! _ -VU'(0U UU -UU 


一 U"A,U’”-! (DUO 


1 
9 
其 中 

U” =U'U. 
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这 表明 结合 律 也 成 立 . 

式 (3.1.19) 右 方 由 两 项 构成 . 第 一 项 UAU-! 可 看 作 是 A 在 新 标 架 中 的 表 
示 . 通常 我 们 称 4s 为 规范 势 , 以 区 别 于 下 文 将 要 引入 的 规范 场 强 ， 这 样 , 第 一 项 
也 就 是 “变换 了 表示 的 ” 原 势 (熟悉 群 论 的 读者 立即 可 以 看 出 , 原来 的 势 Ae 按 伴 
随 表示 进行 了 变换 .下面 我 们 还 将 通过 无 穷 小 变换 证 明 这 一 点 )， 第 二 项 则 是 标 架 
作 定 域 变换 的 额外 效果 , 我 们 在 前 面 (参见 式 (3.1.14)) 已 经 得 到 过 它 (一 6x(zjre 即 
U(z)8.U-i(z))， 把 这 两 项 合 起 来 作为 4, 就 相当 于 采取 了 这 样 的 观点 : 标 架 定 域 
变换 的 效果 使 规范 势 产生 了 一 个 附加 项 . 

在 这 种 观点 下 , 各 种 定 域 标 架 系统 都 是 平权 的 , 运动 方程 具有 相同 的 形式 , 只 是 
在 不 同 的 定 域 标 架 系统 中 , 规范 势 的 取 值 不 同 . 

这 种 观点 的 成 立 , 要 求 A 的 变换 直接 由 群 变 换 决定 而 与 x 所 属 的 表示 无 关 . 
下 面 来 说 明 , 这 一 要 求 是 可 以 满足 的 . 为 此 我 们 只 需 考 察 无 穷 小 变换 就 够 了 , 因 有 限 
变换 可 通过 无 穷 小 变换 的 无 穷 连 乘积 来 合成 . 在 无 穷 小 变换 下 ， 


UV(Z) = 1— i (zr)T®, 
再 将 42 写作 A% + 5648, 代入 式 (3.1.19) 即 得 
1 
(A + 642)7e = 4c72 一 copy426X TY 一 (Br 


利用 式 (3.1.11) 及 cap> 的 全 反对 称 性 即 可 求 出 


(@ 4 l CC 
0642 = cupy6X AY 一 5956X” (3.1.20) 


此 式 表明 , 544 只 与 群 的 结构 常数 及 变换 参量 5X* 有 关 , 而 与 x 所 属 的 表示 无 关 
式 (3.1.20) 还 显示 了 另 一 特点 , 即 看 合 常数 9 在 4g 的 变换 中 出 现 . 这 意味 着 所 有 场 
x 与 规范 场 的 耦合 常数 都 必须 是 同一 个 9 

当 5》e 与 z 无 关 , 即 X 作 整 体 变换 时 , 式 (3.1.20) 右 方 第 二 项 为 零 , 这 时 42 即 
和 普通 的 伴随 表示 一 样 地 变换 . 因 生成 元 的 伴随 表示 为 


(L°)gy = ~icagy, (3.1.21) 
caBy6 和 AY 可 写成 -i(L6 和 XP)ayA?. 

当 变换 为 定 域 变换 时 ，542 中 的 第 一 项 即 为 普通 的 伴随 表示 基底 的 定 域 变 换 
附加 的 非 齐 次 项 的 无 穷 小 变换 具有 简单 的 形式 , 即 -6,6X*(z)、 此 项 与 电磁 势 变 
换 中 的 -28,0(z) 相似 , 它 是 规范 势 变换 中 所 特有 的 . 我 们 看 到 , 在 无 穷 小 变换 中 
此 附加 项 为 一 个 四 维 纵 场 
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通常 把 
2,=0,— jgA, (3.1.22) 
称 作 协 变 微 商 , 因为 它 具 有 性 质 : 当 x 变 成 Ux 时 , (92x) 也 同样 变 成 U(x). 利 
用 此 符号 式 (3.1.15) 可 以 写作 


(D2 — mm)x =0. (3.1.23) 


由 此 可 见 , 在 此 情况 下 , 算 符 -i 多, 与 运动 动量 相对 应 . 利用 协 变 微 商 符号 还 可 将 式 
(3.1.20) 写成 
5AS = [6ap0% — geaprr A EX (2) 


] (3.1.24) 
= 一 二 9ap5AA(Z)， 
jr 0 和 XP (Zz) 
上 式 中 的 多 为 伴随 表示 中 的 协 变 微 商 ， 
,=0,—igAyL'. (3.1.25) 


也 就 是 说 , 当 把 -Ma 当 作 伴随 表示 的 基底 来 对 它 作 协 变 微 商 时 , 所 得 的 结果 
即 为 54s， 这 样 , 在 无 穷 小 变换 中 , 非 阿 贝 尔 规范 势 增 量 与 阿 贝 尔 规范 势 增 量 的 差 
别 就 在 于 从 普通 微 商 转换 成 协 变 微 商 

以 上 讨论 的 是 标量 场 . 旋 量 场 的 情况 相似 , 具有 定 域 规范 不 变 的 旋 量 场 方程 为 


YOn — ighiT V+ my = DY + mY = 0. (3.1.26) 
这 些 结果 表明 , 无 论 标量 场 还 是 旋 量 场 同 规范 场 的 耦合 方程 , 都 可 通过 转换 
0 一 乡 ， (3.1.27) 


从 自由 运动 方程 而 得 到 . 


3.2 规范 场 的 场 强 张 量 和 定 域 规范 不 变 的 拉 格 明日 函数 


对 于 非 阿 贝尔 规范 场 , 也 像 电 磁场 一 样 , 除了 规范 势 以 外 还 可 以 引进 男 一 个 描 
述 它 性 质 的 量 , 即 规范 场 强 . 此 量 将 用 F%, 来 表示 . 在 本 节 中 , 我 们 将 阐述 规范 场 强 
的 定义 和 它 的 物理 意义 , 以 及 构造 规范 不 变 的 拉 格 妆 日 函数 的 一 般 规 则 . 此 外 还 将 
介绍 非 阿 贝尔 规范 场 的 一 种 纯 几何 解释 , 并 对 规范 条 件 问题 作 必要 的 讨论 . 


第 三 章 ”经 典 非 阿 贝尔 规范 场 . 139 . 


1. 规范 场 的 场 强 张 量 


如 果 规 范 场 是 一 种 物理 场 , 它 就 应 当 有 自己 的 动力 学 方程 . 根据 现 有 的 物理 学 
原理 , 这 个 动力 学 方程 应 根据 场 的 拉 格 朗 日 函数 来 确定 . 我 们 将 从 这 个 角度 来 引进 
规范 场 的 场 强 张 量 , 然后 再 阐明 它 的 物理 意义 . 

在 电动 力学 中 , 电磁 场 的 拉 格 朗 日 函数 ( 拉 格 天 日 量 密度 ) 为 


1 
Le.m. 一 一 dr (3.2.1) 
其 中 
PF = 0,A, — 60,4, (3.2.2) 


为 电磁 场 ( 阿 贝尔 规范 场 ) 的 场 强 张 量 ， 已 是 规范 不 变 的 , 于 是 名. 亦 将 是 规 
范 不 变 的 . 通过 变 分 原理 从 上 述 拉 格 朗 日 函数 得 出 的 电磁 场 运动 方程 就 是 (自由 的 ) 
麦克 斯 书 方程 

非 阿 贝尔 规范 场 如 果 是 物理 场 , 那么 . 乡 中 应 当 包 含 场 的 动能 项 , 此 项 应 为 8 .42 
的 二 次 式 . 但 我 们 不 能 简单 地 把 电磁 场 场 强 的 定义 式 (3.2.2) 直接 推广 到 非 阿 贝尔 
规范 场 , 因为 -了 (0, AS - Bu42)(Bu48 - .42) 并 非 定 域 非 阿 贝尔 规范 变换 的 不 变 
量 . 这 一 结论 不 难 从 规范 势 Ae 的 变换 性 质 直 接 得 出 

规范 场 强 的 正确 推广 是 


Fy = DAy — Ds A, = 0,A, — ,A — iglAy, A (3.2.3) 
其 中 , 4v 如 式 (3.1.18) 所 定义 , 即 A27°, 而 
Fy = Fer®. (3.2.4) 
利用 式 (3.1.10) 和 (3.1.11), 可 从 式 (3.2.3) 求 出 Fe 的 表达 式 
F2 = 0,A? 一 2.42 + gcapy An A (3.2.5) 
我 们 来 推导 按 式 (3.2.3) 定义 的 Fj 的 变换 性 质 . 根据 Aj, 的 变换 和 公式 即 得 
F',= 0,A', — 6, A’, — ig[Al,, A'] 
— B,(UAyU-!) -Bu[(3.D7)D _ BO,(UA,U-!) 
+ 0 (OU)0 iglUAU-I, UAU-Y] -UALU-!, (OU)U 


[OU UAvU- + [OU)U (0 U1 


. 140 . 量子 非 阿 贝尔 规范 场 论 


展开 后 再 利用 O40 = -DZ (6040)U” 就 可 得 出 
Fi,=UFwU. (3.2.6) 


与 A,, 的 变换 式 (3.1.19) 相 比 , 差别 在 于 Fj 的 变换 中 不 出 现 非 齐 次 项 . 这 一 结果 
意味 着 Fe, 将 按 普通 的 伴随 表示 来 变换 . 我 们 也 可 从 42 的 无 穷 小 变换 直接 求 出 
6F%, 来 证 实 这 一 结论 : 由 式 (3.1.20) 


oF, 一 capv6AX (9.47 一 Ou,A)) 十 g(CaByCy6o 十 Cayo cy6p)6MN 4 A®. 
利用 结构 常数 所 满足 的 雅 可 比 恒 等 式 
CaByC6yo ~ C6BYCaryo CabyCyBo,) (3.2.7) 


即 可 得 出 
6F®, = copy6X (Ou AY — Ou AY 十 cvic4w47) 

(3.2.8) 

= —i(L?)ay6N FY 


其 中 , 56 为 式 (3.1.21) 所 定义 的 伴随 表示 中 的 生成 元 . 此 式 明显 给 出 F%, 像 普通 的 
伴随 表示 的 基底 一 样 变 换 . 它 还 表明 : 不 可 能 通过 定 域 标 架 的 选取 . 使 原来 场 强 为 
零 的 地 方 出 现 非 零 的 场 强 
利用 群 结构 常数 的 全 反对 称 性 (我 们 取 的 群 度 规矩 阵 使 这 一 条 件 满足 ), 即 可 证 
明 
Gy 一 Fa Fra (3.2.9) 


4 HZ HZ 


为 规范 不 变量 , 故 可 将 它 认 作 非 阿 贝尔 规范 场 的 拉 格 朗 日 函数 ”. 
Fw 也 可 通过 协 变 微 商 算 符 的 对 易 子 表示 出 来 , 结 采 为 


Fy = -[9,, 2,]. (3.2.10) 


9 
将 式 (3.2.10) 代入 雅 可 比 恒等式 
[2%, [Ds, Dal] + [Ds,, [Yo, Dl + [Do, [Dy, Hl = 0, (3.2.11) 


@ 一 般 来 说 , 式 (3.2.9) 右 方 可 乘 一 个 常数 a, 但 我 们 总 可 重新 标 度 _ A, 即 令 42 一 埃 入 来 
把 此 常数 因子 a 吸收 掉 ， 这 就 是 说 我们 是 按 下 述 要 求 来 确定 Ae 的 标 度 ， -2 中 含 42 的 二 次 项 等 于 
-1(8AS - 8 42)2， 另 外, 当 群 的 结构 常数 都 增加 a 倍 时 , 所 有 表示 re 都 要 增加 a 倍 , 以 使 式 (3.1.10) 
满足 .这 时 9 应 减少 到 原来 的 二 信 , 以 保持 协 变 微 商 ,不 变 . 从 式 (3.2.5) 可 以 看 出 F 不 受 这 一 变动 
的 影响 
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即 化 出 
(Dy, Fo + [Ys, Foyl+ [Ys, Fy]=0. (3.2.12) 
此 式 亦 可 改写 成 
DP FL, + DP PE, + DP Fh,=0. (3.2.13) 
它 是 电动 力学 中 的 公式 


OFyo +OuFon +OrFw=0 


在 非 阿 贝尔 规范 场 论 中 的 推广 . 

从 上 面 的 讨论 我 们 看 到 , 非 阿 贝尔 规范 场 的 场 强 与 阿 贝 尔 规范 场 的 场 强 有 两 点 
不 同 : 

i) 阿 贝 尔 规范 场 强 是 规范 不 变量 , 而 非 阿 贝尔 规范 场 强 则 不 是 , 它 按 伴 随 表 示 
来 变换 . 

i) 由 于 非 阿 贝 尔 规 范 场 强 Fo, 中 存在 非 线 性 项 gcapyA6 AY, 纯 规范 场 的 拉 格 
朗 日 函数 式 (3.2.9) 并 不 代表 自由 情况 的 拉 格 朗 日 函数 . 亦 即 非 阿 贝尔 规范 场 之 间 
存在 着 直接 相互 作用 ( 阿 贝尔 规范 场 之 间 是 无 直接 作用 的 ). 用 量子 场 论 的 语言 来 说 ， 
非 阿 贝尔 规范 场 的 量子 本 身 就 带 有 和 荷 . 

以 上 结果 还 表明 , 定 域 非 阿 贝尔 规范 不 变性 与 自由 运动 是 完全 排斥 的 , 不 仅 具 
有 此 种 不 变性 的 x 场 不 能 是 自由 的 , 就 连 规范 场 自身 也 不 是 自由 的 . 

下 面 我 们 来 研究 场 强 张 量 的 物理 意义 . 在 电动 力学 中 , 某 一 电磁 势 A,, 能 否 通 
过 定 域 规范 变换 而 消去 , 就 在 于 它 所 对 应 的 场 强 张 量 FP 是 否 处 处 为 零 . 在 非 阿 由 
尔 规范 场 中 亦 有 类 似 的 结果 . 我 们 先 来 证 明 : 车 4% 可 以 通过 定 域 变换 而 消去 , 则 
相应 的 F%, 一 定 处 处 为 零 

“Ac 可 通过 定 域 变换 而 消去 ” 意味 着 存在 U 使 


4 =UAU-!— (BDID， =0. 


于 是 A 可 表 为 
A, = 2 (BID (3.2.14) 


这 时 相应 的 场 强 张 量 等 于 
F,, = {0,(U 18,0) _ (U10U0) 4 IU-10,U,U-10,0)}, 
再 利用 0.7 = 一 U-1(0,U)U-1, 即 可 得 出 


有 下心 三 (0. 
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反 过 来 , 若 Fe, 处 处 为 零 , 则 总 能 找到 一 个 定 域 规范 变换 , 使 变换 后 的 规范 势 
处 处 为 零 . 我 们 将 在 下 一 小 节 给 出 此 项 证 明 . 在 那里 , 利用 矢量 平行 位 移 算 符 可 以 
具体 求 出 所 需要 的 变换 

以 上 讨论 是 对 全 空间 而 言 的 . 对 于 单 连 通 的 局 部 空间 , 上 述 结论 也 成 立 


2. 规范 场 的 纯 几 何 解释 


在 以 上 讨论 中 , 我 们 是 把 非 阿 贝尔 规范 场 认 作 一 种 物理 场 , 具有 目 己 的 动力 学 . 
任何 x 场 , 如 果 它 的 运动 规律 有 非 阿 贝 尔 定 域 规范 对 称 性 , 就 必定 与 规范 场 相 灶 合 . 
规范 场 能 够 通过 这 种 耦合 (相互 作用 ) 来 改变 x 场 的 运动 状态 . 对 于 只 和 规范 场 耦 
合 的 X 场 , 其 随时 间 和 空间 的 变化 将 由 其 运动 动量 多, 和 它 与 规范 场 的 作用 共同 
决定 ( 标 染 的 定 域 变化 已 归结 为 产生 一 附加 的 规范 场 ). 


当 坐 标 从 zj 变 到 zj + dz 时 , x 的 改变 为 
dx = i(y + gAnT™ )xdz,, (3.2.15) 


其 中 , ig4927*xdzj, 即 为 规范 场所 引起 的 改变 (由 于 含有 7°, 故 它 包括 x 的 内 部 状 
态 的 改变 , 例如 从 纯 质 子 态 变 为 “质子 态 与 中 子 态 的 某 种 合 加 ”). 

人 们 也 可 以 采用 另外 一 种 观点 , 即 并 不 存在 什么 物理 的 规范 场 , 所 谓 的 规范 势 
As 和 规范 场 强 Fe&, 只 不 过 是 描述 纤维 空间 几何 特征 的 参量 . 纤维 空间 是 指 “ 在 普 
通 四 维 时 至 的 每 一 点 上 黏 接 一 个 内 部 自由 度 的 空间 ”所 构造 成 的 复合 空间 . 当 F% 
不 为 零 时 , 此 纤维 空间 将 是 弯曲 的 . 这 种 用 弯曲 空间 的 效应 来 代 蔡 “物理 的 规范 场 
作用 ”的 观点 就 对 应 于 规范 场 的 纯 几 何 解释 . 在 这 种 观点 下 . x 场 的 变化 由 其 运动 
动量 乡 和 标 架 随 z 的 变化 所 共同 决定 , 式 (3.2.15) 仍然 成 立 , 但 ighA97*xdzy 代 
表 的 却 是 标 架 随 z 的 变化 对 dx 的 贡献 . 其 中 的 ighs 就 好 像 式 (3.1.14) 中 的 Be, 在 
微分 几何 中 被 称 为 联络 系数 (或 简称 联络 ). 

联络 系数 的 意义 是 同 态 矢量 的 平行 移动 相 联 系 的 . 在 标 染 定 域 化 的 情况 下 , 0,,x 
已 经 没有 实质 性 的 意义 , 因为 不 同 点 的 标 架 取得 不 同 . 我 们 要 比较 zx 与 z 二 dz 两 点 
上 X 值 的 实质 性 差异 , 首先 要 把 X(z) 平行 地 移 到 z+dz 点 2, 并 将 它 用 z+dz 点 的 标 
架 表 示 出 来 (其 结果 记 作 X(z 一 z+dz)), 然后 再 与 XZ 二 dz) 相 比较 . X(z 一 Z 二 dz) 
与 X(z) 的 差 应 与 x(z) 和 dzwy 成 正比 , 我 们 将 它 写作 ig42(z)X(z)dzo 其 中 的 系数 
ig42(z) 就 称 为 联络 . 从 变换 的 要 求 可 知 , 42 的 前 三 个 分 量 应 为 实数 而 43 为 虚数 . 

联络 ig42 的 大 小 , 将 由 标 架 随 z 变化 的 具体 情况 来 确定 . 我 们 可 把 它 的 数值 
看 作 是 z 点 标 架 变化 情况 的 一 种 度量 . 

@ 这 里 的 矢量 是 指 内 部 自由 度 空 间 中 的 矢量 , 因而 “平行 ” 亦 是 对 内 部 自由 度 空间 而 言 . 
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根据 以 上 讨论 ， 
X(T T+dr)= [1+igA?(z)r "dry]x(z) = 人 [+ig4w(z)dzax(z)， (3.2.16) 
从 而 z+dz 点 与 z 点 X 值 的 实质 性 改变 即 为 
X(T+ dr) — Xx(z > 7+d7r)= (0, -igAy(z)T X(T)dry = (Ddzp, 


也 就 是 x 的 协 变 微 商 乘 上 dz,. 

在 这 种 理论 中 , 由 于 已 没有 规范 相互 作用 (我 们 亦 没有 考虑 x 场 之 间 其 他 作 
用 ), 上 述 x 的 实质 性 改变 应 与 它 的 运动 动量 相 联系 , 并 等 于 i 儿 xdzw. 于 是 红 , 仍 
与 一 i 乡 , 相对 应 . 

X(z) 按 z 点 的 变换 矩阵 V(z) 来 变换 , 而 平移 到 x + dz 点 后 的 X(z 一 并 十 dz7) 
是 用 z+dz 点 的 标 架 表示 的 (按照 定义 ), 它 应 当 按 z+ dz 点 的 变换 矩阵 V(z + dz) 
来 变换 , 根据 这 一 要 求 可 以 确定 “作为 两 者 联络 ”的 和, 的 变换 性 质 . 

根据 A 的 定义 , X(z 一 工 十 dz) 可 表 为 [1 十 igA4,(z)dzrp]x (7), 于 是 上 述 要 求 
即 为 

[1 +igA,(z)dzy]lx (7) = U(xz + dz)[l +igAy,(z)dzp]x(7). (3.2.17) 


将 V(z+dz) 写作 U(z) 二 [OuU(z)]dzjp, YX(z) 用 U(x)x(z) 代入 , 并 注意 到 上 式 对 任 
意 Xx 和 dz 都 成 立 , 即 得 出 


An=UA,U-!— -OU 


此 式 是 “ 式 (3.2.17) 对 任意 dzj, 和 X 都 成 立 ” 的 必要 条 
件 也 是 它 的 充 要 条 件 . 我 们 看 到 这 样 确定 的 A 的 变换 
性 质 与 我 们 前 面 得 出 的 规范 势 的 变换 性 质 完全 一 样 

以 上 讨论 的 是 无 穷 小 距离 的 平行 移动 . 有 限 距 离 的 
平行 移动 的 变换 矩阵 可 以 通过 无 穷 小 平行 移动 的 变换 
矩阵 的 连 乘积 而 得 到 . 例如 , 当 我 们 沿 图 3.2.1 中 的 路 径 。  。》 1 从 点 x 0 平行 移 
C 将 x(z) 从 xz 点 平行 地 移 到 zw 点 时 , 其 结果 即 为 到 x 的 路 径 


x(zto — x,0) = lim [1+ igA,(z'™)dz(™][1 十 igA,(z™ 1)dz(r 1] 
[1 +igAy(z 0))dr Ox(z°) = [Peis le Ar(® Yan]x(z00)), (3.2.18) 


其 中 , 符号 P 代表 按 路 径 编 序 . 如 果 路 径 C 可 用 zj(s)(s 从 0 变 到 1) 的 轨迹 来 表 
示 , 则 P 就 是 按 s 的 大 小 来 编 序 ,Peig 人 4eC)dzy 也 就 是 Peija hu(s) 恕 ds, 并 可 展 
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开 为 
Pe'9 jj Ap(z')dr, 一 1 十 gf dsA 4(5)——— 


十 (ig) :fa ds’ A,(s) A,(s’”) ) es) Saul) 


Cas) (s) 


(3.2.19) 
i0)3 / // A, /) A, 1/ 
十 (ig ) [ asf wf ds” A,(s)A,(s' )4v(s ) 
dz(s) dzv(s ) dzxo(s’) 
ds ds!’ ds’” 
下 面 我 们 再 来 考察 在 纯 几 何 解 释 中 F&, 的 意义 . 为 此 我 们 来 考察 一 个 无 穷 小 
回路 


Z1 一 了 十 太一 了 十 帮 十 太一 Zr 十 太一 To 


如 图 3.2.2 所 示 . 


2 十 1 十/ 1 


TT 1 tk 


图 3.2.2 无 穷 小 的 回路 


在 略 去 高 阶 小 量 O( 上 站) 以 后 有 


Peigy 4w(z )dzu 1 +ig [ dsAjls ) 


| (3.2.20) 
十 (ig) :af ds' A,(s) A,(s’) /) dels) dzv(s) 


ds ds’ 
其 中 , 第 二 项 在 略 去 高 阶 小 量 后 , 化 为 


gf dsA,(s) Ce i ofar, A,(z’) 


9(l, — lub) lO Av(z) — OA,(z)]. 
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式 (3.2.20) 右 方 最 后 一 项 亦 不 难 通过 分 段 积分 积 出 . 在 略 去 高 阶 小 量 后 , 结果 可 表 


示 为 
(ig) :fa ds A,(s) A,(s’) ) Sets) Sow) drv(s) 


涯 —g* A,(z)A v (7T) (ly 一 Ul) 


= 359A,(s), A 一 六 的) 
于 是 x(z) 在 沿 上 述 无 穷 小 回路 平行 移动 一 周 后 的 改变 什 将 等 于 
Ax= [Pei9# Au(r)dr, — 1]x 


| (3.2.21) 
= Fig(aly -lly) Fo 


它 与 小 回路 的 “ 面 元 ” 3 (Ul vl) 成 正比 , 系数 即 为 iJFpw. 当 Fi 存在 时 , 此 改 
交 值 不 等 于 零 

几何 上 把 矢量 沿 回路 平行 地 移动 一 周 后 改变 量 不 为 零 的 情况 称 作 空 间 的 弯曲 
在 这 里 , 矢量 为 内 部 空间 的 态 矢量 , 因此 Fo #0 就 意味 着 纤维 空间 是 弯曲 的 , Fo, 
代表 它 的 曲率 张 基 

在 下 一 小 节 我 们 将 通过 拉 格 朗 日 函数 求 出 非 阿 贝尔 规范 场所 满足 的 方程 , 其 形 
式 为 (参见 式 (3.2.34)) 

98 = -和 2 

从 纯 几 何 的 观点 看 来 , 这 意味 着 纤维 空间 的 几何 性 质 将 由 物质 场所 决定 并 且 是 按 其 
动力 学 变化 着 的 . 这 相当 于 爱 因 斯 坦 广 义 相对 论 观点 的 一 种 推广 

利用 变换 矩阵 Pei? Jj。 494e, 的 性 质 , 我 们 还 可 证 明 前 一 小 节 所 遗留 的 命题 ， 
当 Fs 在 全 空间 ( 指 四 维 时 空 ) 或 某 个 单 连通 的 区 域 处 处 为 零 时 , 总 可 找到 一 个 变 
换 U(z) 在 该 区 域内 将 42 变 到 零 

首先 , 根据 上 面 的 讨论 不 难得 出 , 对 于 上 述 情况 , 变换 矩阵 Pe 14+ )ar* 将 只 
由 路 径 c 的 起 、 终 点 决定 , 与 路 径 的 形状 无 关 (只 要 所 选 路 径 整 个 位 于 所 述 的 区 域 
内 ). 这 样 在 选 定 起 点 z0) 以 后 , 即 可 定义 一 个 只 依 囊 z 的 么 正 变换 矩阵 


T(z) = Pei9 [So) An(z )dzo (3.2.22) 
此 矩阵 对 z 的 微 商 为 2 
O,T(7)= igA, (zx)P®? Jo An(z )dzo 
= igA,(z)T(7). 
”。 @ 由 于 式 (3.2.22) 右 方 为 编 序 乘积 , 故 微分 出 来 的 igAp(z) 将 在 T(z) 的 左 方 
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将 -Ta 乘 上 式 两 边 的 右 侧 , 即 得 


4 人 z)= [BuT(zJIT-I(z) 
9 (3.2.23) 
一 oT (7 T (7). 


这 样 只 需 取 
U(z) 一人 (7) 

作 定 域 规范 变换 , 即 可 将 规范 势 变 为 零 . 

通过 本 小 节 的 讨论 , 我 们 看 到 , 对 定 域 规范 作用 的 理论 可 以 有 两 种 表述 : 一 种 
是 “ 平 直 纤 维 空间 + 规 场 范 与 x 场 的 作用 ”; 一 种 是 “弯曲 纤维 空间 +X 场 的 自由 
运动 0”. 就 经 典 理论 而 言 , 这 两 种 表述 是 等 价 的 . 这 种 等 价 性 是 规范 场 与 其 他 物质 
场 相 互 作用 所 独 有 的 特征 . 
3. 定 域 规范 不 变 的 拉 格 朗 日 函数 

我 们 先 看 单纯 规范 场 的 情况 . 根据 前 面 的 讨论 , 这 时 拉 格 明日 函数 为 


1 
Y= -Fo Pe (3.2.24a) 


4 Hv WV" 


上 式 右 方 既 是 洛 伦 兹 不 变 的 又 是 定 域 规范 不 变 的 . 由 于 规范 场 变换 中 存在 非 齐 次 项 ， 
在 上 式 右 方 加 上 规范 孩 色 子 的 质量 项 - 5m242 42 是 不 容许 的 , 因为 它 将 破坏 定 域 
规范 不 变性 

前 已 指出 , 式 (3.2.24a) 并 不 是 自由 的 拉 格 朗 日 函数 , 右 方 具体 写 出 后 该 式 化 为 


1 1 
(3.2.24b) 


1 1/ ，  / 
一 IT9 capycap'TY Ap A 4 AY ， 


其 中 包括 规范 场 之 间 的 作用 项 (在 费 恩 曼 图 中 表现 为 三 线 作 用 项 角 和 四 线 作 用 项 
角 ).“ 存 在 自作 用 ”并 且 两 个 作用 项 中 都 出 现 同一 耦合 常数 g. 是 非 阿 贝尔 规范 场 
的 重要 特征 之 一 . 

下 面 再 来 看 存在 标量 场 、 旋 量 场 与 规范 场 相互 作用 的 情况 . 最 简单 的 定 域 规范 
不 变 的 乡 可 通过 “在 自由 的 标量 场 和 旋 量 场 的 拉 格 朗 日 函数 中 作 下 述 代 换 ” 


0, — 0, ~ igA,, (3.2.25) 


@ 这 里 没有 考虑 x 场 之 间 的 相互 作用 , 否则 应 加 上 . 另外 , 弯曲 空间 是 一 般 而 言 , 在 特殊 情况 (F&, 三 0) 
下 , 它 是 平 直 的 . 
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然后 加 上 规范 场 的 2 而 得 出 . 
设 标量 场所 属 表 示 的 生成 元 为 如 , 旋 量 场所 属 表示 的 生成 元 为 T°, 则 在 标量 
场 为 实 场 的 情况 下 , 有 


1 。 CACG 1 CC 
Y= 2 Fo, Fs, — 3l(0% — igAgt®)plil(0% ~ igApt® )pl; 


! (3.2.26) 
-sm2p? — pul, 一 ig42Te)y 一 My. 


若 标 量 场 为 复 场 , yp* 将 按 yp 的 逆 步 表示 来 变换 . 设 此 道 步 表 示 的 生成 元 为 六， 
则 自由 拉 格 朗 日 函数 中 的 一 (Oup*);(6wp); 应 替换 成 ” 


—[(0, — igAgt )p"]jl(O0%, — igApt®)p);- (3.2.27) 
逆 步 表示 的 生成 元 与 原生 成 元 的 关系 是 
(2°)jx = —(t°)j#, (3.2.28) 


再 由 于 t? 为 尼 米 算 符 , 式 (3.2.27) 所 给 出 的 项 可 以 通过 分 部 积分 转化 为 


(kj — igAdtR,)(6n0%, — igArt? pr = p* (0, — igArt®) yp. (3.2.29) 
这 样 从 变 分 原理 得 出 的 标量 场 方程 即 为 (无 论 是 实 标 量 场 还 是 复 标量 场 ) 
(0, — igAtt*)*yp — my = 0. (3.2.30) 
旋 量 场 和 规范 场 的 方程 分 别 是 
Tr(B 一 ig42To)u% + My = 0， (3.2.31) 
DRF2 = 一 .J2. 


其 中 , J9 代表 内 部 对 称 性 所 相应 的 守恒 流 ( 乘 上 9 的 Noether 流 )， 


OY 
只 是 要 注意 , 上 式 中 的 x 不 仅 包 括 标量 场 和 旋 量 场 , 还 要 包括 规范 场 自 己 . 当 拉 格 
朗 日 函数 2 由 式 (3.2.26) 表达 时 , J% 的 具体 表示 式 为 


J = ighyy Ty +ig(Dup)t rp + gcapy A FY, (3.2.33) 


@ 注意 ，[(05 一 ig42to)p]jj[(6n 一 ighA8t?)p]; 和 (9up)7 up) 都 不 是 洛 伦 效 不 变量 .而 [(0% 一 
ig42t )p*]jl(Op — igAQt® )pl; 和 (Opp*); (Opp)3 是 洛 伦 兹 不 变量 . 

@ 从 gp 的 变换 式 p' 二 e-i 和 "tg, 即 得 p* = ei 和 "(1)" gp*, 将 它 与 p* =e-i 和 -fv” 比 较 , 即 得 
式 (3.2.28). 
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式 (3.2.23) 右 方 第 三 项 即 为 规范 场 对 .2 的 项 献 , 它 含 有 4 不 能 完全 由 iv 表示 . 
这 里 也 显示 非 阿 贝尔 规范 场 与 阿 贝 尔 规范 场 的 不 同 之 处 . 我 们 知道 , 电磁 场 ( 阿 贝 
尔 规范 场 ) 是 不 贡献 电流 的 . 
利用 协 变 微 商 , 规范 场 方程 ( 式 (13.2.31) 第 二 式 ). 也 可 写作 
DF = 一 1 


过 | 


(3.2.34) 


上 式 中 的 j 为 Noether 流 中 由 标量 场 和 旋 量 场所 贡献 的 部 分 , 对 于 式 (3.2.26) 所 
表达 的 拉 格 明日 函数 ， 
j=igp yr Ty +ig(Dup)t?y. (3.2.35) 
注意 , je 并 不 满足 守恒 条 件 , 即 0,j% 六 0 
另外 , 我 们 也 可 将 规范 场 方程 (3.2.31) 第 二 式 写 成 


(wD — 0,0,)A? = 一 乡 ?， (3.2.36) 
其 中 jo 
YF = J + gapyO (Ms AM) = Fa (3.2.37) 
HK 
它 满足 守恒 律 
DG92 = 0. (3.2.38) 


从 方程 (3.2.36) 看 , 9 的 作用 更 相似 于 电磁 场 理论 中 的 电流 . 

式 (3.2.36) 给 出 的 多 是 最 简单 的 具有 定 域 不 变性 的 拉 格 朗 日 函数 . 在 这 里 只 
有 唯一 的 一 个 耦合 稼 数 g, 它 既 出 现 于 规范 场 与 其 他 物质 场 相 作用 的 项 中 , 也 出 现 
于 规范 场 的 目 作 用 项 中 . 

如 果 人 允许 .多 中 含有 “ 场 量 量 纲 朝 次 ( 指 作 为 质量 的 宕 次 ) 之 和 大 于 4” 的 项 , 那 
么 规范 场 与 其 他 物质 之 间 的 耦合 还 可 有 别 的 形式 , 例如 “ 磁 矩 ”耦合 项 wowrT2wWFG5 
但 这 种 项 的 耦合 常数 具有 负 的 量 纲 朝 次 , 它 将 破坏 理论 的 可 重 正 性 , 因而 通常 都 不 
考虑 . 在 不 考虑 这 种 项 时 , 规范 场 与 其 他 物质 之 间 的 耦合 就 只 通过 代 换 


0 一 乡 (3.2.39) 


而 引入 . 这 一 原则 称 为 最 小 耦合 原则 . 

式 (3.2.26) 的 简单 性 还 表现 在 其 中 未 包含 标量 场 与 旋 量 场 之 间 耦 合 以 及 标量 场 
的 目 耦 合 . 定 域 规范 不 变性 并 不 排斥 有 这 样 的 项 . 如 果 这 种 作用 不 含 微 商 算 符 ( 满 
足 可 重 正 化 要 求 的 项 将 是 如 此 ), 那么 规范 对 称 性 的 定 域 化 并 不 改变 它 的 形式 . 如 果 
含有 微 商 算 符 , 那么 仍 需 按 最 小 看 合 原则 , 将 其 中 的 0,, 蔡 换 成 多 
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当 有 这 些 项 存在 时 , 拉 格 朗 日 函数 中 将 不 只 有 一 个 耦合 党 数 ， 
另外 , 以 上 的 讨论 都 假定 了 内 部 变换 群 为 一 单纯 群 . 物理 学 中 所 涉及 的 内 部 对 
称 群 , 一 般 来 说 可 以 表 为 一 些 单纯 群 与 一 些 阿 贝尔 U(1) 群 的 直 乘 . 这 时 , 总 对 称 群 
的 生成 元 即 为 各 个 直 乘 的 “因子 群 ” 的 生成 元 的 和 . 协 变 微 商 可 像 以 前 一 样 写 出 , 只 
是 各 个 子 群 所 对 应 的 耦合 常数 可 以 不 同 . 即 形 如 
Dy, = 0%, 一 igh4272 一 这 44T4 —.... (3.2.40) 


其 中 , 7,7',… 代表 各 子 群 的 生成 元 ; 4 4 ，… 代表 各 子 群 所 相应 的 规范 势 . 其 余 
的 都 和 以 上 讨论 的 相同 . 
4. 规范 条 件 


从 定 域 规范 不 变性 我 们 知道 , 大 4(z)，wp(z) 和 %(z) 是 运动 方程 (3.2.30) 和 
(3.2.31) 的 解 , 则 作 定 域 规范 变换 后 的 4A'(z), yp'(z) 和 w(x) 亦 是 运动 方程 (3.2.30) 
和 (3.2.31) 的 解 . 由 于 变换 是 定 域 的 , 我 们 总 可 选取 变换 参数 A*(z) 使 (4', yp',y) 
与 (4,%, 光 ) 满足 同样 的 初 条 件 (或 内 条件 ). 这 样 , 运动 方程 加 上 初 条 件 (或 器 条 件 ) 
并 不 能 把 解 唯一 确定 , 这 是 定 域 规 范 理论 中 的 运动 方程 与 通常 的 运动 方程 的 不 同 之 
处 . 从 微 扰 论 的 角度 来 看 , 具体 表现 就 是 : 方程 (3.2.36) 中 出 现 的 算 符 (6,w 口 -0,6,) 
的 逆 不 存在 (即使 加 上 初 条 件 或 端 条 件 ). 

这 一 结果 从 动 基 表 象 最 容易 得 出 . 在 动量 表象 中 , 此 算 符 化 为 一 k?6jy 十 kjky. 
它 的 道 如 存在 , 必须 具有 所 (R2)6jw 十 f2(k?)kukyv 的 形式 . 但 (一 k?6jo 十 kpko)(f16ov 十 
fokoky) = 一刀 fi6jw 十 有 kuky, 不 可 能 等 于 6 

规范 任意 性 还 表现 在 , 两 个 由 规范 变换 联系 起 来 的 解 在 物理 上 彼此 等 价 , 因为 
物理 观察 量 是 规范 不 变 的 . 

为 了 消除 解 的 定 域 规范 任意 性 , 应 当 把 所 有 通过 定 域 规范 变换 互相 联系 起 来 的 
解 归 在 一 起 成 为 一 个 等 价 集合 , 并 在 每 个 这 样 的 等 价 集合 中 选 定 一 个 作为 代表 . 我 
们 可 以 通过 引入 附加 的 条 件 来 达到 这 一 目的 . 这 种 附加 条 件 通常 称 为 规范 条 件 . 一 
般 说 来 , 它们 形 如 

F(A,v,y)=0, (3.2.41) 
其 数目 等 于 群 的 维 数 (生成 元 的 个 数 ). 最 常用 的 规范 条 件 有 


OuA® = 0, ( 洛 伦 兹 规范 ) 


0;A? = 0, (库仑 规范 ) (3.2.42) 
44 = 0, (时 轴 规 范 ) 


等 . 规范 条 件 中 也 可 以 不 含 4 而 只 含 与 它 作用 的 物质 场 x(z). 例如 , 有 对 称 性 自发 
破坏 时 的 么 正规 范 中 , 就 部 分 采用 这 样 的 条 件 
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好 的 规范 条 件 应 满足 下 述 要 求 : 

1) 在 每 一 个 等 价 集合 中 确 有 满足 该 条 件 的 解 . 或 者 说 , 对 任意 4 和 X 总 可 找 
到 定 域 规范 变换 , 使 变换 后 的 4 和 Xx/ 满足 该 条 件 . 

2) 每 一 等 价 集合 中 只 有 唯一 的 解 满足 该 条 件 . 

当 规范 条 件 选 定 后 , 利用 它 可 将 场 运动 方程 约 化 , 使 它们 加 上 初 条 件 (或 端 条 
件 ) 后 能 将 解 唯一 确定 . 至 于 “ 约 化 的 运动 方程 ” 与 规范 条 件 不 矛盾 ( 即 由 约 化 的 运 
动 方程 加 上 “满足 所 提 的 规范 要 求 的 ” 初 条 件 或 端 条 件 所 确定 的 解 , 一 定 在 任何 时 
刻 都 满足 所 提 的 规范 条 件 ) 可 从 场 运动 方程 的 定 域 规范 不 变性 及 规范 条 件 所 满足 的 
上 述 第 一 项 要 求 得 到 肯定 的 答案 (从 原 方 程 求 出 一 个 满足 所 给 初 条 件 的 解 , 再 通过 
规范 变换 即 可 找 出 在 任何 时 刻 都 满足 所 提 规 范 条 件 的 解 ). 

但 应 指出 , 有 时 我 们 只 能 在 微 扰 论 有 效 的 范围 内 来 论证 满足 规范 条 件 的 解 的 存 
在 和 唯一 性 . 当 超出 微 扰 论 有 效 的 范围 时 , 解 是 不 唯一 的 . 对 某 些 规范 条 件 , 不 唯一 
性 甚至 是 明显 的 . 

下 面 我 们 来 对 式 (3.2.42) 所 述 的 三 个 规范 条 件 作 进一步 讨论 . 先 看 洛 伦 兹 规范 条 件 . 设 
原来 9.42 天 0, 我 们 要 找 出 和 *(z) 使 变换 后 的 A' 满足 洛 伦 兹 条 件 . 对 于 微小 的 A, 所 需 的 
A” 亦 是 微小 的 ,于 是 


hia = he + copvXe(z)47(z) — Due 人 a) = A - -DEON (z). 
要 求 4 满足 ,A 二 0, 也 就 是 要 求 下 式 成 立 
0, DI MN (1) = gO Ad?. (3.2.43) 


在 微 扰 论 的 范围 内 ， 上述 方 程 加 上 初 条 件 或 端 条 件 可 以 唯一 地 确定 AB(z). 
关于 库仑 规范 条 件 可 以 类 似 地 讨论 . 确定 X 的 方程 为 


0; DMN (7) = g0;A9, (3.2.44) 


同样 在 微 扰 论 成 立 的 范围 内 可 以 唯一 确定 和 5 (2) 
对 于 大 的 gh, 微 扰 论 不 能 应 用 ,， 上述 论证 将 失效 . Gribov 曾 对 库仑 规范 条 件 下 解 的 唯 
一 性 问题 进行 了 讨论 (Nucl. Phys. B 139, 1, 1978). 他 证 明 若 已 找 出 一 个 满足 库仑 规范 条 
件 的 解 A, 则 当 4 足够 大 时 , 还 可 以 找到 另外 的 解 A', 它 同 样 满足 库仑 规范 条 件 0547 = 0. 
最 后 来 考察 时 轴 规 范 ， 我们 可 以 不 借助 微 扰 论 而 证 明 满 足 此 规范 条 件 的 解 存在 . 同时 
也 可 明显 地 看 出 解 是 不 唯一 的 . 设 原来 的 A8 不 等 于 零 . 仿照 式 (3.2.22) 定义 


T(x) = Pe-i9 lo dt Aol®,t) (3.2.45) 


@ 在 3.7 节 中 , 我 们 将 证 明 在 微 扰 论 范围 内 , 算 符 0; 多 ?8 的 逆 存 在 , 参见 式 (3.7.46) 下 的 讨论 . 对 于 
式 (3.2.43) 中 出 现 的 算 符 05 B25 可 作 类 似 讨论 . 
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这 里 的 PP 实际 上 就 是 “按时 间 编 序 算 符 ”. 再 取 
U(x) = T(x), (3.2.46) 


即 得 变换 后 的 Ag 为 
40= U4oU-1- VU(60U™) 


(3.2.47) 
=T-1A0oT 一 -7T (607). 
由 式 (3.2.45) 容易 求 出 
OoT 一 —igAoT, 
于 是 式 (3.2.47) 右 方 化 为 零 . 即 4' 满足 时 轴 规 范 条 件 . 
除了 式 (3.2.46) 所 给 出 的 U(z) 外 , 所 有 如 下 形式 的 变换 矩阵 
U'(z) = UV(z)Uo(z) (3.2.48) 


都 具有 类 似 的 性 能 ,， 其 中 矩阵 Uo(z) 为 任 一 个 与 无关 的 变换 . 这 就 表明 满足 时 轴 规 范 条 
件 的 解 不 是 唯一 的 . 

在 3.7 节 中 , 我 们 将 讨论 规范 场 的 动力 学 变量 问题 . 通过 该 节 的 讨论 还 可 使 我 
们 对 规范 任意 性 和 规范 条 件 的 意义 有 进一步 的 认识 . 


3.3 整体 连续 对 称 性 的 目 发 破坏 ,Goldstone 定理 


对 称 性 自发 破坏 的 概念 在 电磁 作用 与 弱 作 用 的 定 域 规范 理论 的 建立 中 起 着 关 
键 性 作用 , 因此 , 有 关 对 称 性 自发 破坏 问题 的 讨论 也 成 为 ( 定 域 ) 规范 场 论 的 重要 内 
容 . 本 节 将 先 对 整体 连续 对 称 性 (又 称 为 整体 规范 对 称 性 ) 的 情况 进行 讨论 , 下 市 再 
讨论 定 域 规范 对 称 性 的 自发 破坏 问题 


1. 导论 


对 称 性 已 愈 来 愈 成 为 基础 物理 学 的 主要 内 容 之 一 . 物理 学 的 基本 运动 规律 (这 
里 没有 包括 热力 学 和 统计 物理 ) 都 可 通过 作用 量 的 变 分 原理 来 表述 . 作用 量 为 拉 格 
朗 日 函数 的 四 维 积分 , 而 拉 格 朗 日 函数 中 包含 了 物质 的 基本 构成 以 及 基本 相互 作用 
两 方面 的 内 容 . 对 称 性 在 这 两 个 方面 都 有 它 的 表现 : 给 出 基本 场 量 可 能 的 多 重 态 结 
构 和 对 它们 之 间 的 耦合 形式 作出 限制 . 

多 年 以 来 , 人 们 认识 到 , 不 同 的 相互 作用 有 不 同 的 对 称 性 , 如 强 作 用 和 电磁 作用 
对 于 空间 坐标 反射 是 对 称 的 , 而 弱 作 用 却 不 具有 这 种 对 称 性 . 换 一 个 角度 说 , 有 些 对 
称 性 是 普遍 、 严 格 成 立 的 , 有 些 只 在 局 部 范围 成 立 或 近似 地 成 立 ， 前 者 如 时 空 平移 
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对 称 性 、CPT 联合 反 演 对 称 性 、 电 和 荷 规 范 对 称 性 等 , 后 者 如 坐标 反射 对 称 性 和 强 同 
位 旋 对 称 性 等 . 

这 样 , 在 拉 格 朗 日 函数 中 , 可 能 有 些 项 具有 某 种 对 称 性 , 男 一 些 项 却 不 具有 . 这 
些 破坏 该 对 称 性 的 项 应 当 是 “小 项 ”, 否则 该 对 称 性 连 “ 近 似 对 称 性 ”都 算 不 上 , 当 
然 也 就 失去 其 意义 . 例如 , 强 同位 旋 对 称 性 , 传统 的 观点 是 电磁 作用 项 (或 加 上 其 他 
小 项 ) 破坏 了 它 , 并 导致 中 子 和 质子 (或 者 说 wu 奔 克 子 和 d 礁 克 子 ) 的 质量 差 . 

后 来 人 们 又 发 现 这 样 的 情况 , 从 某 种 对 称 性 (如 手 征 强 同位 旋 对 称 性 ) 导出 的 
一 些 量 之 间 的 关系 式 , 基本 上 与 实际 相符 , 但 是 这 种 对 称 性 所 要 求 的 粒子 质量 或 多 
重 结构 却 完全 不 切实 际 . 应 该 如 何 理解 这 种 现象 ? 

1960 年 , 一 个 重要 的 概念 被 一 些 物理 学 家 (如 海 森 们 、Nambu、Goldstone) 从 
固体 物理 引入 到 粒子 物理 中 , 这 就 是 对 称 性 自发 破坏 的 概念 . 它 指 的 是 下 面 所 述 的 
情况 : 拉 格 明日 函数 本 身 严 格 地 具有 某 种 对 称 性 , 但 从 该 拉 格 明日 函数 求 出 的 基态 
是 简 并 的 , 如 果 对 象 系统 很 大 , 基态 具有 某 种 稳定 性 , 系统 的 运动 变化 只 是 在 特定 物 
理 基态 上 的 局 部 扰动 , 从 而 实际 观测 的 该 系统 的 物理 过 程 将 不 显示 或 不 完全 显示 原 
来 的 对 称 性 . 在 这 里 , 拉 格 朗 日 函数 2 的 对 称 性 并 未 受到 外 界 因素 (附加 的 小 项 ) 
的 破坏 , 唯 象 上 所 表现 出 的 破坏 是 它 自己 造成 的 . 故 这 种 情况 称 为 对 称 性 的 自发 破 
坏 . 又 因为 2 的 对 称 性 实质 上 并 未 受到 破坏 , 只 是 由 于 我 们 考察 的 是 在 特定 背景 
(基态 ) 上 发 生 的 物理 过 程 , 使 得 它 未 能 体现 (或 充分 体现 ) 出 来 , 所 以 自发 破坏 的 对 
称 性 又 称 为 隐藏 的 对 称 性 . 

固体 物理 中 的 铁 磁性 和 超 导 性 都 属于 这 种 情况 . 在 粒子 物理 中 , 基态 就 是 真空 
态 . 基态 简 并 就 是 真空 态 的 简 并 . 因此 粒子 物理 中 出 现 的 对 称 性 自发 破坏 又 称 为 真 
至 简 并 所 引起 的 自发 破坏 . 

在 超 导 理 论 的 启发 下 , Nambu 等 (Nambu, 1960; Nambu & Jona-Lasinio, 1961) 
提出 一 个 使 核子 获得 质量 的 理论 模型 . 该 模型 假定 拉 格 朗 日 函数 具有 严格 的 手 征 强 
同位 旋 对 称 性 , 从 而 经 中 不 能 含有 核子 的 质量 项 (关于 手 征 对 称 性 , 参见 3.5 节 ). 
Nambu 等 指出 , 对 称 性 的 自发 破坏 可 使 原来 无 质量 的 核子 获得 一 个 质量 . 他 们 在 理 
论 研 究 中 还 发 现 , 在 此 同时 将 出 现 一 个 零 质 量 的 粒子 . 此 粒子 被 解释 为 r 介子 , 它 
由 于 某 种 别 的 原因 而 获得 一 个 小 质量 (相对 核子 质量 而 言 ). 

1961 年 , Goldstone 通过 具体 模型 更 清楚 地 显示 出 在 相对 论 性 场 论 中 , 连续 对 
称 性 的 自发 破坏 如 何 导 致 零 质量 粒子 的 出 现 , 并 认为 这 是 一 个 普遍 性 结论 . 这 一 理 
论 结果 就 称 为 Goldstone 定理 . 所 出 现 的 零 质量 粒子 通常 称 为 Goldstone 粒子 或 
Nambu-Goldstone 粒子 . 1962 年 , Goldstone、Salam & Weinberg 对 此 定理 作 了 一 般 
性 证 明 . 

两 年 以 后 , Higgs( 以 及 Englert && Brout) 指出 , Goldstone 定理 有 一 个 例外 , 那 就 
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是 发 生 目 发 破坏 的 是 定 域 规范 对 称 性 , 在 这 种 情况 下 , N-G(Nambu-Goldstone) 粒子 
并 不 作为 物理 粒子 表现 出 来 . 通过 定 域 规范 变换 可 将 它 吸 收 到 规范 玻 色 子 中 去 并 
成 为 它 的 纵 偏振 分 量 , 在 此 同时 规范 玻 色 子 获得 一 个 有 效 质量 . 这 种 消除 N-G 粒子 
并 使 规范 玻 色 子 获得 质量 的 机 制 就 称 为 Higgs 机 制 . 如 用 固体 物理 的 语言 来 说 , 这 
时 的 真空 态 是 某 种 “ 超 导 ” 状 态 , 规范 玻 色 子 获得 质量 就 相当 于 超 导 中 的 迈 斯 纳 效 
应 和 等 离 激 元 (plasmon) 效应 . 

前 已 指出 , 自发 破坏 的 对 称 性 实际 上 是 一 种 隐藏 的 对 称 性 , 拉 格 明日 函数 中 并 
不 存在 破坏 该 对 称 性 的 附加 项 . 因而 人 们 猜想 “和 定 域 规范 对 称 性 目 发 破坏 ”的 理论 
仍然 是 可 重 正 化 的 , 这 样 Higgs 机 制 就 为 建立 一 个 “由 有 质量 的 矢量 玻 色 子 传递 作 
用 (从 而 是 短程 作用 )” 的 可 重 正 化 理论 提供 了 可 能 性 . 

这 种 可 能 性 在 当时 并 未 受到 理论 物理 学 家 的 注意 , 直到 1967 和 1968 年 , Wein- 
berg 和 Salam 才 分 别 利用 这 一 机 制 建立 起 电磁 作用 和 能 作用 的 统一 理论 , 使 粒子 
物理 前 进 了 一 大 步 . 在 这 种 理论 中 , “ 定 域 规范 对 称 性 ”和 “对 称 性 目 发 破坏 ” 互 
相手 救 了 对 方 : 后 者 使 前 者 有 可 能 描述 短程 的 弱 作 用 (直到 当时 , 非 阿 贝尔 规范 理 
论 尚未 获得 任何 实际 应 用 ), 而 前 者 使 后 者 免除 了 要 出 现 零 质量 的 N-G 粒子 的 困难 
(这 种 零 质量 粒子 并 未 在 实验 上 被 观察 到 ). 

2. 整体 连续 对 称 性 的 自发 破坏 和 N-G 粒子 

在 2.6 节 中 曾 介 绍 了 对 称 性 自发 破坏 的 简单 例子 . 那里 所 讨论 的 是 2 双 对 “yp 一 
-9 变换 的 对 称 性 . 这 是 一 个 分 立 的 对 称 性 , 因此 我 们 未 见 到 零 质量 粒子 的 出 现 . 对 
于 连续 的 对 称 性 , 情况 就 不 同 了 , 它 的 自发 破坏 一 定 伴随 者 出 现 零 质量 的 粒子 . 现在 
就 来 考察 一 个 最 简单 的 例子 : O(2)( 二 维 正 交 变 换 ) 对 称 性 . 

设 yp 为 一 个 实 二 重 态 (也 可 以 是 其 他 实 多 重 态 , 只 要 不 是 单 态 ), 拉 格 明日 函数 为 


儿 = -5(Bugaj(Bupa) — Sppapa — (Papa)’ (3.3.1) 
相应 的 哈密 顿 量 密度 为 
入 
NH = (0jpa)(0;pe) + = (rans) + = pparpa) + 1 (Papa) ， (3.3.2) 


“由 于 我 们 现在 讨论 的 是 经 典 理论 , 因此 基态 (真空 态 ) 应 为 使 哈密 顿 量 厅 取 最 
小 值 的 态 . 式 (3.3.2) 中 的 参量 和 应 大 于 零 , 否则 最 小 值 将 不 存在 . 参量 4 不 受 此 项 
限制 , 它 可 以 大 于 零 也 可 以 小 于 零 . 若 py > 0( 这 时 jy 可 写作 m?) 则 五 的 最 小 值 就 
出 现在 9 

oa(Z) 三 0 (3.3.3) 
@ 当 任 何 时 刻 pa 都 等 于 零 时 , ra 也 将 为 零 . 
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处 . 也 就 是 真空 态 中 场 pe(z) 处 处 为 零 . 如 果 jy < 0, 则 与 2.6 节 的 例子 类 似 , 玉 的 
最 小 值 出 现在 p(x) 等 于 常量 ( 指 与 z 无 关 )pt0) 之 处 , p(0 满足 
p000 = -区 (3.3.4) 


此 式 只 确定 了 pg 即 p02 + p82, 并 不 分 别 确定 of) 和 yp 的 值 ( 见 图 
3.3.1). 因此 (pi” ,p49) 有 无 限 多 个 解 , 可 以 表示 为 


pl — | oH 一 一 sin0， 
pM 一 | A 一 一 cosb， 


(3.3.5) 


图 3.3.1 


它们 形成 一 个 连续 的 集合 (在 这 里 就 是 一 个 圆周 ). 这 一 特征 是 与 连续 对 称 性 直接 相 
联系 的 . 因为 若菜 个 非 零 的 常数 解 (p19,p4)) 使 


1 


sp(papa) + T (Papa) (3.3.6) 


取 最 小 值 ,那么 根据 对 称 性 , 从 (eto,p 刀 ) 经 过 任意 一 个 二 维 正 交 变 换 所 得 出 的 
(exo) ,ofo) 也 必然 使 V(@) 取 同 一 最 小 值 . 再 从 变换 的 连续 性 , 即 得 基态 构成 连续 
的 集合 . 


YLp) = 
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以 上 得 出 的 基态 的 全 体 集合 具有 O(2) 对 称 性 , 但 实际 的 真空 态 只 是 某 中 某 一 
个 特定 的 态 . 场 是 一 个 无 穷 大 系统 , 其 基态 具有 稳定 性 , 我 们 所 观察 的 物理 过 程 都 
只 是 实际 真空 基态 上 的 场 的 局 部 激发, 这 就 导致 了 O(2) 群 对 称 性 的 表 观 上 的 破 
坏 . 同 前 一 样 , 定义 
p=9 +o, (3.3.7) 
其 中 , p(0) 为 场 的 实际 真空 值 ; w' 代表 对 真空 值 p(0 的 偏离 , 也 就 是 场 的 激发 . 我 们 
总 可 以 通过 旋转 基 轴 , 使 
0 
(0) _ 
0 | Gl ， (3.3.8) 
和 


1 
= 一 了 (Duypo)(Duypa) 十 Lp 


-入 (P44) 一 针 (P496)? 十 的 (常数 ) 


从 上 式 可 见 , 用 实际 激发 的 场 w' 所 表示 的 2 已 不 显示 原来 的 0(2) 对 称 性 . 在 
对 %w' 量子 化 后 , ps 粒子 的 质量 将 等 于 V=2 > 0, 而 p1 粒子 的 质量 为 零 (注意 , 粒 
子 谱 已 不 具有 O(2) 所 要 求 的 多 重 结构 ), 后 者 就 是 所 谓 的 N-G 粒子 . 

上 面 的 例子 清楚 地 显示 出 ，N-G 粒子 的 出 现 是 同 连续 对 称 性 的 目 发 破坏 窗 切 
相 联 的 . 当 发 生 自 发 破坏 时 , 某 个 “ 非 平 凡 表 示 的 基底 ”wp 在 基态 中 取 值 不 为 零 , 而 
连续 对 称 性 将 进一步 给 出 基态 构成 连续 的 集合 , 在 上 述 例 子 中 即 为 半径 等 于 /型 
的 圆 ; 不 论 实际 的 真空 态 是 位 于 圆周 上 哪 一 点 (上 面 已 经 指出 , 真空 态 将 是 稳定 的 ， 
不 会 随时 间 而 转移 ), 径 向 的 量子 激发 对 应 于 有 质量 的 粒子 , 而 周 向 的 量子 激发 对 应 
于 零 质量 的 粒子 (因为 质量 等 于 V(p) 在 该 方向 的 二 次 微 商 ). 

在 w' 场 量 子 化 以 后 ,有 


于 是 经 可 以 表 为 


(3.3.9) 


(0l2(z)l0) = 2 
我 们 也 把 这 种 情况 称 作 真空 中 的 有 ”p” 场 的 凝聚 . 
3. Goldstone 定理 的 一 般 证 明 


关于 量子 场 论 中 对 Goldstone 定理 的 一 般 性 证 明 , 本 来 不 属于 本 章 (经 典 理论 ) 
讨论 的 范围 . 但 由 于 以 后 我 们 不 再 回 到 这 一 问题 上 , 故 仍 在 这 里 作 一 介绍 . 
@ (0l2(z)|0) 的 精确 值 应 由 有 效 势 Usf 确定 , 这 里 给 出 的 经 典 值 式 (3.3.8) 只 相当 于 树 图 的 近似 值 . 
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在 上 面 的 讨论 中 , 对 称 性 的 自发 破坏 来 自 标量 场 y 的 真空 凝聚 , 或 者 说 算 符 2 
具有 非 零 的 真空 期 望 值 . 但 一 般 而 言 , 并 不 一 定 要 求 存在 一 个 基本 标量 场 满足 上 述 
要 求 , 也 可 以 是 某 组 场 的 复合 算 符 12;(z)( 如 旋 量 场 的 二 次 式 ) 具有 非 零 的 真空 期 户 
值 : 

(0| 12;(z)|0) #0. (3.3.10) 


9; 在 洛 伦 兹 变换 下 应 该 是 不 变 的 , 以 使 洛 伦 兹 不 变性 不 受到 破坏 . 此 外 , 由 于 
费 米子 数 守恒 是 个 普遍 定律 , Pi 的 费 米子 数 应 为 零 . 对 所 考虑 的 对 称 群 , 12; 构成 非 
平凡 的 表示 . 

在 没有 发 生 对 称 性 自发 破坏 时 , 量子 场 的 全 部 物理 态 构成 对 称 群 表示 的 一 个 基 
底 . 此 表示 中 的 生成 元 为 9 


Q° = / d3r9 (7,t) = —i / 从 jTO Xd T, (3.3.11) 
其 中 , 多 代表 所 讨论 的 理论 中 全 部 的 场 量 算 符 . 对 于 群 的 非凡 表示 算 符 [2;, 有 
[Q°, 12;] = TH fg, (3.3.12) 


Te 为 该 表示 的 生成 元 . 在 发 生 对 称 性 自发 破坏 的 情况 下 , 可 以 得 出 ”, 对 现实 的 真 


空 态 |0)， 
(0|[@®, £2;]10) = TH (012k10) #0, (3.3.13) 
至 少 对 某 个 指标 a 是 如 此 . 


式 (3.3.13) 的 成 立意 味 着 至 少 有 某 个 荷 Q* 作用 到 真空 态 上 不 为 零 . 这 表明 真 
Goldstone 定理 的 表述 是 : 在 相对 论 性 场 论 中 , 当 存 在 指标 a 使 式 (3.3.13) 成 

立 的 情况 下 , 在 物理 态 的 整个 质谱 中 , 一 定 有 等 于 零 的 值 , 即 存 在 质量 为 零 的 粒子 . 
为 了 证 明 这 个 定理 , 考虑 下 面 的 量 


F(a) = |/ dszer (Ole), (OIO), (3.3.14) 


并 取 一 组 完备 的 物理 态 | 入 ,|) 具有 确定 的 三 维 动量 p、 不 变质 量 M 和 另外 的 补充 
量子 数 s. 

@ Qe。 是 作用 到 量子 场 状态 上 的 算 符 , 从 共和 多; 间 的 对 易 关 系 及 式 (3.1.10) 可 得 出 [Q",Q9?] = 
ica8yQ@7. 因此 @se 构成 以 量子 场 状态 为 变换 基底 的 群生 成 元 的 表示 . 

@ 这 时 式 (3.3.11) 的 积分 可 能 不 存在 , 但 若 将 (0|[Q?, 62; (7)]|0) 理解 为 / dsz’ (0|[j8 (2’,t), f2; (2)]|0), 
则 仍 可 得 出 T9, 《01 人 2 (z)|0). 
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将 式 (3.3.14) 右 方 的 对 易 括 号 写 开 , 并 在 两 算 符 之 间 插 入 由 物理 态 | 和 )》 作成 的 
单位 算 符 . 设 |A)( 即 |p.M, s)) 已 适当 地 规格 化 , 使 得 单位 算 符 可 表示 为 
/ 咏 》 Ip, M, s)(p, M, s| = 1, (3.3.15) 


M,s 


其 中 , 对 M 和 s 的 求 和 号 是 象征 性 的 , 它 也 包括 对 连续 谱 的 积 
通过 平移 , (0|7s(z)|p, M, s) 可 化 成 er?*(0|79(0)|p, M, s), 于 是 对 z 积分 后 得 
Fo 2r)4 | d (0|7a(0JlP, M, s)(p, M, s|f2; (0)|0)64 (p+ 
a (q) = (2n) /$3 Op Mp Ms (Op +0) si 
—(0|f;(0)|p, M, s) (p, ,sl72(0)|0)54( — q)]. 


由 于 f2; 为 洛 伦 兹 不 变量 , 故 只 当 |p, M, s) 的 自 旋 ( 即 质心 系 中 的 角 动 量 ) 为 零 时 ， 
它 才 对 上 式 有 贡献 . 这 样 , 在 协 变 情况 下 , 上 式 中 的 矩阵 元 将 具有 下 面 的 形式 


(0 (0)|p, M, s) = G°(M?, s)py, 
(p, M, s|f2;(0)|0) = K;(M?, s). (3.3.17) 
再 以 / dj = / d4p9(po)64(p? + M?) 代入 , 即将 Fe (9) 第 一 项 化 为 
一 (2m)“ >》， 0(—go)6(q? + M?)G°(M?, s)K;(M?, s)qy, = 0(—gqo)f?(q’)q,. 
我 们 看 到 , 每 一 个 具有 分 立 质量 Mi 的 态 |p, Mi, s) 将 对 f?(q*) 贡献 一 个 5 函数 项 


0) 
4jb(-gqo)6(g2 + M2)@. 同样 ,Fe 中 的 第 二 项 可 写作 b(qo) 方 (q?)qy, 分 立 的 质量 项 
对 7(q?) 也 贡献 一 个 5 函数 项 . 总 起 来 , Fe (9g) 可 以 写成 


Fo (gq)= 0(—go)f? (gq?)g, 十 9(go) 广 (92)gn 


(3.3.18) 
= 多?P(g2)g + el(qo)F; (q?)qy, 
其 中 clo) = 外 ,29 = (+ 太 ) 有 = 5 及) 
下 面 来 研究 守恒 流 条 件 
0,j? =0 (3.3.19) 
对 多 ?8 和 史 ; 所 加 的 限制 . 


@ 真空 中 间 态 应 除去 不 计 , 因 (3.3.17) 第 一 式 这 时 为 零 , 该 态 对 Fo 第 一 项 无 贡献 . 根据 类 似 的 理由 ， 
真空 态 对 F@ 第 二 项 也 无 贡献 . 
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根据 式 (3.3.19)， 
d4zeiaz (0|[6.72(z), (#2;(0)]|0) = 0. (3.3.20) 
仿 前 插入 单位 算 符 的 展开 式 (3.3.15), 可 以 得 出 
多 ?(g2)92 + e(q0)F; (gq)g = guFe(g) = 0， 


此 式 对 土 go 都 成 立 , 故 即 得 9?(q?)q? 和 多 ; (92)92 分 别 都 等 于 零 . 这 样 , 多 ?(g2) 和 
多 7 (q?) 只 能 具有 下 述 形式 
Fr?(q) = AFd(q”), 


Fr?(q) = A; 6d(q’). (3.3.21) 
代入 式 (3.3.18) 沾 就 将 它 化 为 
Fo (gq) = 4?5(g2)o + e(qo)A; 6(q°)g,. (3.3.22) 


这 一 结果 表明 , 由 于 守恒 流 条 件 式 (3.3.19), 只 有 质量 等 于 零 的 中 间 态 (真空 态 除外 ) 
才 可 能 对 Fe 有 贡献 . 如 果 我 们 能 证 明 49 和 4; 不 全 为 零 , 那 就 表明 确实 存在 零 
质量 (M = 0) 的 非 真 空 状 态 . 

下 面 就 来 证 明 , 当 式 (3.3.13) 成 立时 , A; 必定 不 为 零 . 为 此 在 式 (3.3.14) 中 取 
A = 4, 将 它 对 go 积分 并 令 q 一 0. 结果 得 


tim | 梧 @dm= ar /zolB5(e,0) 访 Ol0) 
= 2x(0|[O®, 六 (0]]10) 


按照 式 (3.3.13), 存在 a 和 j 的 值 使 上 式 右 方 不 为 零 . 而 从 式 (3.3.22), 上 式 元 方 又 
可 化 为 


(3.3.23) 


daol4? + elao) 23ao3 Gla ~ a) + 5a + ah) = 天 
这 样 就 得 出 
A; = 2x(0|[Q%™, {2;(0)]|0) # 0. (3.3.24) 
以 上 结果 证 明了 , 在 式 (3.3.13) 成 立 的 条 件 下 , 在 状态 |p, M, s) 的 完全 集合 中 ， 
一 定 存在 M = 0 的 态 (真空 态 不 算 ), 它 就 是 N-G 粒子 的 态 . 
上 述 关于 Goldstone 定理 的 证 明 , 看 来 是 普遍 成 立 的 , 但 实际 上 有 例外 , 那 就 是 
当 对 称 性 是 定 域 规范 对 称 性 的 情况 . 对 此 我 们 将 在 下 一 节 讨 论 . 
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3.4 和 是 域 规范 对 称 性 的 目 发 破坏 ,Higgs 机 制 


我 们 将 首先 指明 , 上 节 关 于 Goldstone 定理 的 证 明 为 何在 定 域 规范 对 称 性 的 情 
况 下 会 失效 , 并 以 标量 场 的 电动 力学 为 例 , 曾 明 在 对 称 性 目 发 破坏 的 情况 下 , 形式 上 
出 现 的 N-G 玻 色 子 如 何 可 以 通过 规范 变换 吸收 到 规范 玻 色 子 中 去 , 使 后 者 成 为 有 
质量 的 矢量 玻 色 子 (此 即 所 谓 的 Higgs 机 制 ). 然后 再 讨论 在 非 阿 贝尔 规范 场 的 情况 
下 , 如 何 划 分 Nambu-Goldstone 空间 和 Higgs 空间 . 


1. 定 域 规范 对 称 性 情况 下 Goldstone 定理 的 失效 , Higgs 机 制 


在 超 导 情 况 下 , 发 生 了 对 称 性 的 自发 破坏 , 但 并 未 出 现 零 质 量 的 Nambu-Goldstone 
“粒子 ”. 人 们 认为 这 是 因为 超 导 理 论 是 非 相 对 论 性 理论 并 存在 着 长 程 作用 的 缘故 . 
1963 年 Anderson 指出 , 即使 在 相对 论 性 理论 中 , 长 程 作用 的 存在 也 可 能 使 Gold- 
stone 定理 失效 . 1964 年 Klein 和 B. W. Lee 对 “存在 长 程 作用 的 非 相 对 论 理论 情 
况 ”Goldstone 定理 的 失效 问题 作 了 详尽 的 分 析 . 这 种 理论 由 于 只 有 三 维 转动 不 变 
性 , 故 并 不 要 求 (0l72(0)lp, M, s) 具有 G*(M2, s)pp 的 形式 , 而 可 以 采取 较为 广泛 的 
形式 9. 

(0l72(0)|P， M,s) = G°(M?,p,n, s)pu + H°(M?,p,n, s)ny, (3.4.1) 
其 中 , ny 为 一 个 类 时 矢量 , 可 取 作 (0, 0, 0, i). 式 (3.4.1) 的 含意 是 (0|j*(0)|p, M, s) 
等 于 Gep, 而 (0| 徐 lp, M, s) 等 于 G*po + H?, 即 电流 密度 空间 分 量 和 时 间 分 基 的 矩 
阵 元 之 间 没 有 关联 . 这 时 守恒 流 条 件 对 Fo (gq) 的 形式 所 加 的 限制 已 放宽 为 
Fo (gq) = B? (qo)6(q’)g, + B; (gq?, go) : (q? nn + gogy). (3.4.2) 
因为 流 守恒 要 求 F% 满足 
guojk9g) = 0， (3.4.3) 
而 式 (3.4.2) 确 能 使 上 式 成 立 . 附带 指出 , 由 于 三 维 转动 对 称 性 只 要 求 B? 和 5B; 是 
q? 和 go 的 函数 , 故 已 无 必要 分 出 正比 于 e(qo) 的 项 (只 要 注意 在 go = 0 点 它们 可 
能 是 不 连续 的 即 可 ). 

Goldstone 定理 的 成 并 要求 B? #0. 但 现在 从 对 称 性 自发 破坏 的 条 件 式 (3.3.13) 
已 不 能 导出 这 一 结果 . 条 件 式 (3.3.13) 要 求 tim 人 (da 不 为 零 ( 见 式 (3.3.23))， 
而 从 式 (3.4.2)， 


| s(n = lB) - BC-laDl+ / BY(qa)gdgo. (840) 


@ 还 可 以 有 c*(s)54(p)nw 的 项 但 对 我 们 的 论证 来 说 , 将 (0|j2|p, M, s) 推广 为 式 (3.4.1) 的 形式 已 
经 足够 了 . 
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如 果 B? 在 q? 一 0 时 具有 极点 (机 )， 就 可 使 FSdqo 在 g 一 0 时 不 为 零 , 不 再 
要 求 By 关 0. 当 存在 长 程 作用 时 , B? 中 的 确 会 出 现 1 型 的 极点 (读者 可 以 回忆 
库仑 势 的 傅 里 时 变 换 ~ 二). 这 就 是 超导体 中 可 以 不 出 现 零 质量 的 “粒子 ”的 再 
论 解释 

在 Klein 和 B. W. Lee 工作 的 基础 上 , Higgs 于 1964 年 指出 : 在 相对 论 性 理论 
中 , 也 存在 一 类 理论 即 定 域 规范 理论 使 得 式 (3.3.18) 不 成 立 . 例如 , 电动 力学 在 取 库 
仑 规范 时 , (014 (0)|p,m, sy 就 可 具有 像 式 (3.4.1) 右 方 那样 的 形式 , 因为 库仑 规范 使 
势 矢 量 的 空间 分 量 与 时 间 分 量 处 于 不 对 称 的 地 位 ， 两 个 惯性 参考 系 中 库仑 规范 势 
4(9) 之 间 的 变换 关系 并 不 就 是 通常 的 四 维和 撩 量 的 洛 伦 兹 变换 , 而 是 洛 伦 兹 变换 再 
加 上 一 个 规范 变换 . 根据 这 一 结果 , 再 由 九 与 4 的 关系 


J 一 0,(0,, Ay 0, A,), (3.4.5) 
即 可 得 已 (g) 具有 下 述 形式 
F,(q) = / d4zeiaz(0l[3(z), (0)]|0) 


(3.4.6) 
= B; (g2, qo)(q2ny + goqn). 


这 时 , 守恒 流 条 件 已 自动 满足 ”, 情况 与 式 (3.4.2) 中 的 F% 相似 . 在 上 式 给 出 的 了 F， 
中 已 不 出 现 6(q*)qn 的 项 , Goldstone 定理 的 证 明 自 然 失 效 . 

Higgs 以 标量 场 的 电动 力学 为 例 , 具体 揭示 出 , 在 对 称 性 目 发 破坏 后 , 形式 上 出 
现 的 N-G 粒子 可 以 通过 规范 变换 吸收 到 规范 玻 色 子 中 去 , 使 后 者 成 为 有 质量 的 天 
其 玻 色 子 (相对 论 超 导 模 型 ). 下 面 就 对 此 来 作 介绍 . 

考察 下 述 复 标量 场 ” 和 电磁 场 相互 作用 的 拉 格 并 日 浮 数 


1 . * . * * 
Y= -41(0%Ay —0,4A,)* — (0,+ieA,)p’(0, —ieA,)pt+ m2p*p — Mp*p). (3.4.7) 


在 上 式 中 , p*y 项 与 通常 的 质量 项 差 一 负 号 , 因而 9p 的 真空 期 望 值 将 不 为 零 , 电 丛 
守恒 律 将 自发 破坏 (这 相当 于 真空 已 成 为 超导体 (参见 下 文 ), 当然 这 只 是 一 个 假想 
的 例子 ). 

我 们 总 可 通过 一 整体 的 相位 变换 使 p 的 真空 值 为 一 实数 . 在 经 典 理 论 中 , 此 真 
空 值 即 为 


@ 这 一 结论 其 实 是 显然 的 , 因由 式 (3.4.5) 所 给 出 的 jj, 必然 满足 守恒 流 条 件 . 
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将 op 表 为 1 | 
代入 -2 中 即将 它 化 成 
22- (84 642- ce2u8 4 _ (86) _ m20? 
-3(0%m)? + evoApOun — eAn(ndnk 一 《Bo 
) (3.4.10) 
(e200) A2C — 2A2(C? + 起 ) 一 Avoc(C? + 信 ) 
-AC 二)2 十 常数 
下 面 对 此 式 作 简单 的 考察 , 当 e=0 即 y 与 电磁 场 无 耦合 时 , 2 化 为 
= -7(0,A, _ 0,4,)?— (OC)? _ m2C2 一 (8 
(3.4.11) 


-wo)C(C? 十 咏 ) 一 了 (4? 十 信 ?十 常数 


A 和 7 的 质量 都 为 零 , 7 即 为 N-G 粒子 , 而 6 具有 正 质量 V2m. 当 e 关 0 时, 儿 
下 n 的 二 次 式 项 未 变 , 仍 为 一 可 .7 而 4 的 二 次 式 项 变 为 -7(0A, 一 0,A,)? 一 
ce2u “042, 它 与 质量 为 evo 的 矢量 玻 色 子 的 自由 拉 格 朗 日 函数 一 样 . 

不 难看 出 , 此 表达 式 中 hj 的 质量 项 来 自 它 与 真空 中 ”p 场 的 相互 作用 . 因为 A 
与 p 的 作用 项 为 A (0.p) +iehAyyp(Ouyp*) 一 2A2p*yp, 当 op 取 常 数值 及" 


时 , 此 项 即 化 为 -5 ?vi422. 若 用 超 导 物 理 的 语言 来 说 , 则 此 例 所 对 应 的 情况 为 : 
真空 由 于 有 ” 场 (相当 于 超 导 中 的 库 柏 对 ) 的 凝聚 而 处 在 “ 超 导 ” 状 态 , 在 这 种 “ 超 
导 ” 态 中 传播 的 电磁 场 , 将 在 该 态 中 产生 一 屏蔽 电流 ” 


jy = —e vi Ay. (3.4.12) 


上 述 形式 为 超 导 中 伦敦 方程 的 推广 . 由 于 此 屏蔽 电流 的 存在 , 真空 中 的 电磁 场 方程 
化 成 了 
OP = —j, = ev Ay,, (3.4.13) 

式 (3.4.13) 相当 于 一 个 质量 为 evo 的 矢量 玻 色 子 的 自由 运动 方程 . 对 于 静 磁 场 , 即 
可 得 出 迈 斯 勒 效应 . 这 一 讨论 表明 , 在 对 称 性 发 生 自 发 破坏 的 情况 下 , 电磁 作用 的 

@ 此 结果 表明 , A,, 静 质量 所 对 应 的 能 量 , 实 为 Aj, 与 真空 中 凝聚 的 w 场 的 相互 作用 能 . 

@ 从 jj 的 表达 式 jj = -iep*(Bup) 二 iep(Bpp*) 一 2e2(p*yp)Ap 以 及 真空 p 等 于 常数 廊 " 即 可 
得 出 式 (3.4.12). 
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短程 性 来 自 真 空中 屏蔽 电流 的 作用 . 因此 可 称 此 效应 为 广义 的 迈 期 纳 效 应 (因为 不 
限于 静 磁 场 也 不 限于 势 的 横 分 量 ). 

但 应 指出 , 像 上 面 这 样 分 别 地 看 7 和 4 二 次 项 的 作法 并 不 恰当 , 因为 在 式 
(3.4.10) 的 二 次 项 中 还 有 evuo4p6un 这 样 的 交叉 项 , 它 代 表 4 与 了 间 的 耦合 , 使 它 
们 在 传播 过 程 中 互相 转化 . 正确 的 作法 应 当 是 , 把 4 与 n 合 在 一 起 来 考虑 , 这 样 才 
可 能 说 明 : (如 前 面 所 指出 的 )n 已 不 作为 物理 粒子 出 现 , 以 及 还 原 hj 成 为 有 质量 的 
矢量 玻 色 子 后 多 出 的 一 个 物理 分 量 从 何 而 来 ( 零 质量 的 规范 玻 色 子 4j, 只 有 两 个 物 
理 的 偏振 分 量 , 而 有 质量 的 矢量 玻 色 子 有 三 个 物理 的 偏振 分 量 ). 

在 量子 理论 中 , 要 直接 说 明 7 不 作为 物理 粒子 出 现 , 就 要 先 计算 4j, 和 7 的 联 
合 传播 子 (可 参见 下 章 ), 找 出 费 恩 曼 规 则 , 再 证 明 在 3 矩阵 中 不 出 现 “质量 为 零 粒 
子 本 应 产生 ”的 极点 . 一 个 不 那么 直接 但 较 简单 的 处 理 方 法 是 , 通过 规范 变换 消去 
N-G 粒子 . 这 只 需要 经 典 理论 即 可 解决 . 为 此 我 们 将 2” 分 解 为 “ 幅 分 量 ” 和 “相位 
分 量 ” 以 代替 通常 的 “ 实 部 分 量 ” 和 “ 虚 部 分 量 ”( 这 好 比 是 用 极 坐标 来 代替 直角 坐 
标 ), 并 对 “ 幅 分 量 ” 变量 作 平移 , 即将 9 表 作 Q 


ea) = -万 Go) Tooje 训 9 (3.4.14) 
指数 中 分 出 因子 vo 是 使 bz) 具有 和 9 一样 的 量 纲 . 
通过 规范 变换 
二 6- 而 9()p 二 一 
pp =e za = —A(é€(7) + vo), 
v2 (3.4.15) 
A A, = A — -0,0(7), 
€v0 
即将 式 (3.4.7) 化 为 
=i (OA, OA)? — Serd A (962 — m2e? 
(3.4.16) 


-se A 一 e2v04/ 一 Xuot3 一 6 十 常数 . 

在 此 式 中 , N-G 粒子 已 完全 不 出 现 , 标量 场 只 乘 下 一 个 分 量 &, 而 规范 玻 色 子 4 也 
成 为 有 质量 的 矢量 正 色 子 , 具有 三 个 物理 分 量 . 与 4 的 质量 与 前 面 简单 考察 中 
所 得 的 结果 相同 . 值得 指出 的 是 , 在 式 (3.4.16) 的 二 次 项 中 , 不 再 含有 交叉 项 , 场 分 
量 总 数 为 4, 与 原来 的 一 样 . 从 式 (3.4.15) 可 以 看 出 , 4 中 多 出 的 纵 分 量 系 由 90(z) 
转化 而 来 . 


@ 真空 对 应 于 &(z) = 0(z) = 0, 故 三 " 仍 代表 标量 场 的 真空 期 望 值 
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上 面 所 述 的 特殊 规范 称 为 么 正规 范 (V 规范 ), 因为 乡 中 只 出 现 物理 的 粒子 . 这 
里 么 正规 范 的 规范 条 件 可 表述 为 


Imw' = 0. (3.4.17) 
当 9 与 其 真空 什 码 " 的 偏离 很 小 , 即 
é(7) 之 1, bz) 过 1 
UO UO 


时 , 式 (3.4.14) 可 以 近似 地 写成 
1 1 . 
PO i" 十 ye + i9). 


与 式 (3.4.9) 比较 后 得 出 

ET On. 
即 “ 幅 分 量 *” 和 “相位 分 量 *” 近 似 等 于 “ 实 部 分 晤 ” 和 “ 虚 部 分 量 ”. 
2. 非 阿 贝尔 规范 对 称 性 的 自发 破坏 


我 们 现在 来 讨论 由 于 标 基 场 的 真空 凝聚 而 引起 非 阿 贝尔 规范 对 称 性 的 目 发 破 
坏 . 设 “ 有 < 个 实 分 量 ” 的 标量 场 p( 称 作 “ 维 内 部 空间 中 的 矢量 ) 与 非 阿 贝尔 规范 
场 相 互 作用 ( 复 标量 场 可 以 分 解 成 两 个 实 分 量 ), 拉 格 朗 日 函数 为 


1 1 
= A Fn i 3 (Dunp) (Dn) V(y), (3.4.18) 


其 中 , V(y) 包含 p 的 二 次 项 和 更 高 次 的 项 . 规范 对 称 群 设 为 5, 共有 ?个 生成 元 . 
标量 场 p 构成 群 5 的 一 个 k 维 表示 (一 般 是 可 约 表 示 ) 的 基底 . 对 称 性 发 生 目 发 破 
坏 后 , op 的 一 部 分 分 量变 成 了 非 物理 的 N-G 粒子 , 一 部 分 分 量 成 为 物理 粒子 (通常 
称 为 Higgs 粒子 ). 与 此 同时 一 部 分 规范 玻 色 子 获得 了 质量 . 我 们 要 研究 的 问题 是 , w 
的 哪些 分 量 成 为 N-G 玻 色 子 ? 哪些 分 量 成 为 Higgs 粒子 ? Higgs 粒子 的 质量 等 于 多 
少 ? 哪些 规范 玻 色 子 获得 质量 ? 其 值 多 大 ? 

设 yp 按 群 表示 ei 变换, 由 于 y 为 实 场 , 故 Te 应 为 纯 虚 矩阵 . 再 由 T? 的 
厄 米 性 , 即 得 出 它 是 反对 称 和 矩阵 . 

在 无 穷 小 变换 下 , y 的 增 量 为 


00 = 一 这 “0 和 Xp， (3.4.19) 
V(y) 在 此 变换 下 应 是 保持 不 变 的 , 于 是 有 
0V = 0 Gy, = i Topi6X° = 0. 


Op; Op;i 
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再 从 5X? 取 值 的 任意 性 , 即 得 


oOV 
Bo p= 0 al2 (3.4.20) 
此 式 对 任意 2 都 成 立 , 故 左 方 对 9 作 一 次 微 商 后 仍 为 零 
BV js sr 
Brop ot Bo Th = 0 
现 取 其 中 的 p 为 标量 场 的 真空 值 v( 经 典 理论 什 ) 由 于 v 使 V 满足 极 值 条 件 
( 击 ) =0, (3.4.21) 
因而 得 出 jy 
(BB) Tov = 0. (3.4.22) 
上 式 中 出 现 的 【 52 】 实 为 x 平移 后 的 标量 场 “质量 9 平方" 矩阵 元 A8， 
因为 将 


p= +v (3.4.23) 
代入 V(y) 再 利用 式 (3.4.21) 即 化 出 


OV 1 ,1 Er yh 
PkPi 十 高 次 项 (3.4.24) 


1 
v= VW + (2 u 


(车 VV 为 的 四 次 式 , 则 上 式 中 的 最 高 项 亦 将 为 w 的 四 次 式 ). 式 (3.4.24) 中 第 一 项 
为 一 常数 , 第 二 项 代表 质量 项 , 高 次 项 代表 w' 场 的 自作 用 . 


知道 了 "7 ( Sy 5 -) 的 意义 即 可 对 式 (3.4.22) 作 进 一 步 考 察 . 我 们 令 


ww = 这 (3.4.25) 
(上 式 右 方 引 入 因子 i 是 使 we 为 实 矢量 ), 则 式 (3.4.22) 可 写 做 
(HM*)w? = 0, (3.4.26) 


即 we 是 质量 本 征 值 为 等 的 本 征 矢量 . 
这 一 结果 是 容易 理解 的 , 5 和 Tv 代表 无 穷 小 变换 es*7 作用 到 真空 态 (基态 之 
一 )v 上 所 产生 的 增 量 , 它 等 于 另 一 简 并 的 基态 v 与 v 的 差 . 于 是 iT%w 相当 于 上 述 
@ 这 里 的 质量 是 指 拉 格 朗 日 函数 中 的 质量 , 并 非 重 正 化 的 质量 
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O(2) 实例 中 “ 周 向 ”方向 的 矢量 , 根据 V 在 “ 周 向 ”上 取 同 一 最 小 值 , 即 知 在 此 方 
向 上 激发 的 场 量 子 将 具有 零 质量 . 

式 (3.4.26) 中 a 的 取 值 虽然 从 1 到 n(n 的 意义 见 式 (3.4.18)), 但 we 中 不 为 零 
而 且 彼 此 线性 独立 的 矢量 个 数 并 不 就 等 于 n. 根据 群 的 定义 不 难 证 明 : 全 部 使 v 保 
持 不 变 的 群 元 构成 S 的 一 个 子 群 Sk. 我 们 称 它 为 剩余 对 称 群 , 并 将 它 的 生成 元 记 
作 TR, R=1,2,.…,na. 于 是 有 2 


eMN Ty ov, (3.4.27) 


妈 
iT = 0. (3.4.28) 


此 式 的 物理 意义 是 , 真空 场 v 是 荷 算 符 T? 的 本 征 值 为 零 的 本 征 态 , 也 就 是 说 真空 
不 带 尺 人 符 .剩余 对 称 群 也 正 是 由 这 些 荷 算 符 所 生成 . 

我 们 可 将 原 对 称 群 5 的 生成 元 取 为 Tt 和 一 个 补充 集合 TC(G = ng 十 1,…,n) 
之 和 , 并 保持 群 的 度 规 张 量 不 变 ( 即 仍 正比 于 6a6). 对 于 生成 元 T°, 显然 有 


we = iT®w #0, (3.4.29) 


否则 eix7” 应 属于 Sa, TS 也 就 成 为 SR 的 生成 元 . 
这 样 , 我 们 就 找到 式 (3.4.26) 的 n 一 na 个 非 零 解 ws. 不 难看 出 , 这 nn 一 na 个 
矢量 是 线性 独立 的 . 因 若 存在 一 组 系数 oaG 使 


acauwc = 0, 
则 将 有 
i1w = 0, 
其 中 
T=a?T®. 


同 前 一 样 , 这 就 破坏 了 原来 的 假设 : Sa 包括 了 全 部 保持 v 不 变 的 变换 . 

我 们 还 取 T° 使 得 各 个 w2 彼此 互相 正 交 . 

如 果 原 来 的 TS 不 满足 此 要 求 , 则 总 能 通过 一 实 正 交 变 换 来 重新 组 合 T" , 使 它 满足 上 
述 要 求 . 为 了 说 明 这 一 点 , 我们 来 考察 矩阵 8, 它 的 元 素 为 各 w” 间 的 内 乘积 ， 


Bcl cs 三 (wci,tw22)， 


@ 下 面 将 证 明 ，SR 代表 S 发 生 自发 破坏 后 剩余 下 来 的 定 域 规范 对 称 性 . 另外 TR 并 不 一 定 就 是 原来 
所 给 出 的 Te 中 的 成 员 , 我 们 要 通过 Te 的 重新 组 合 (线性 组 合 ) 来 找 出 所 有 满足 式 (3.4.28) 的 独立 的 也. 
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由 于 TS 为 厄 米 矩 阵 , 故 6cic。 又 可 表 为 一 (v,T “1TS?2v), 这 样 就 得 出 
OGiG» — 9Gics = 一 (U， [T®1, T°2]v) 
= 一 iccl cya(v T°v) = 0. 


在 得 出 最 后 一 等 式 时 , 我 们 利用 了 了? 的 反对 称 性 . 
以 上 结果 表明 ，@ 为 一 个 实 对 称 矩 阵 ， 故 总 可 通过 一 个 实 正 交 变换 KK 使 它 对 角 化 , 也 


。 Gy， . G 
Koic,; KG,a, OG;ai 一 (iKGaiG;T iv,iKG,G,T iv) 


将 是 对 角 和 矩阵 . 这 样 , 重新 组 合 的 生成 元 Kea'TS 就 能 满足 所 提出 的 要 求 . 另外 , 此 正 交 变 
换 将 保持 群 度 规 张 量 不 变 . 
由 ww2 所 支撑 的 n 一 na 维 内 部 空间 就 是 N-G 空间 , 此 空间 的 正 交 归 一 化 的 基 
天 为 , 
G_ WH_ 
~ vo 
再 定义 N-G 空间 的 余 空 间 为 Higgs 空间 , 它 的 维 数 为 一 (n 一 na). 我 们 用 p EH 
和 wp ENG 来 分 别 表 示 矢 量 yp 属于 Higgs 空间 和 属于 N-G 空间 . N-G 空间 的 矢量 
都 可 表示 为 ws 的 线性 花 加 , 而 Higgs 空间 中 的 矢量 pn 满足 条 件 


osl = Vw 


9 ， G=ngt+1,.…,n. (3.4.30) 


(we,pH)=0,  G=ng+1,.…,n. (3.4.31) 
真空 和 拓 基 v 亦 属 于 Higgs 空间 , 因 从 T2 的 反对 称 性 可 得 出 
(we,v) = (Tw,v) = 0. (3.4.32) 


另外 还 可 证 明 , 若 p eH, 则 e-i7” yp 亦 属 于 再 其 中 e-i 7 为 SR 的 任 一 群 元 
wpEH 即 (ws, yp)== 0. 我 们 只 需 证 明 对 无 穷 小 变换 1 一 AT (ws, (1 一 6ATT™)yp) 亦 等 
于 零 . 首先 ， 
(wo, TRo) = ilTcu Tig) = iT To y), (3.4.33) 
由 于 Tao = 0, 上 式 中 的 TRTSw 可 写作 [TR,T 人 Iv. 其 次 , 对 易 子 [T TS] 可 化 为 
[TR, TS] = icaceTG . (3.4.34) 


上 式 右 方 的 求 和 中 不 包括 SR 的 生成 元 . 这 是 因为 cRGR' = 一 cRR'G( 结 构 和 常数 为 全 反对 称 )， 
而 TR 和 TR 是 子 群 SR 的 生成 元 , 它们 构成 封闭 的 代数 , 从 而 Car'G = 0. 

于 是 式 (3.4.33) 右 方 化 为 iCrGG' (ws ,p). 按照 原 假定 (pe H), 从 而 它 等 于 零 . 这 就 
完成 了 所 需要 的 证 明 . 

此 结果 表明 yn 构成 剩余 对 称 群 Sk 的 一 个 表示 基底 (一 般 是 可 约 表示 的 基底 ). 
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如 同 前 面 所 述 , p 在 N-G 空间 的 分 量 可 以 通过 特定 的 定 域 规范 变换 消去 . 这 一 
消去 N-G 分 量 的 规范 称 为 么 正规 范 . 么 正规 范 条 件 由 
(we° ,9) = 0, G=1.2,.…:,n—na, 
0;A£ = 0， R= 1,2,.…:.na. 


表述 , 对 于 紧 致 群 (3.1 节 曾 假设 我 们 所 考虑 的 内 部 对 称 群 为 紧 致 群 ), 么 正规 范 的 存 
在 性 , Weinberg 曾 给 出 一 个 简洁 的 证 明 . 
首先 要 证 明 的 命题 是 , 对 于 任意 p(z), 总 可 找到 规范 变换 
U(z) 一 eM (2)T 
使 得 变换 后 的 w (z) 即 U(z)p(z) 属于 Higgs 空间 , 即 对 任意 G， 
(Tcu, U(z)p(lz)) = 0. (3.4.36) 


(3.4.35) 


我 们 取 定 茶 个 zx, 并 考察 标量 积 f 三 (v,Uy). f 是 和” 的 实 函 数 (因为 w YP 为 实 和 天 量 ， 
U 为 实 矩 阵 )， 当 对 称 群 为 紧 致 群 时 ，j 的 取 值 将 是 实数 轴 上 一 个 有 界 的 闭 线段 (有 界 是 因 
为 | 有 | 小 于 矢量 v 的 长 度 与 矢量 Uyp 的 长 度 的 乘积 , 而 DZ 为 正 交 变 换 ，Vwp 的 长 度 就 等 于 yp 
的 长 度 ). 从 而 f 有 极 大 和 和 极 小 , 而 且 极 大 和 极 小 点 位 于 群 参数 空间 内 . 

在 群 参数 X” 作 微小 改变 时 , 5U 总 可 以 写 做 

6U =e Tt UU = -ie*T°D, 
其 中 , se” 的 无 穷 小 量 . 如 果 取 群 参数 和 *(zx) 使 f( 和 ) 正好 达到 它 的 极 值 , 就 有 
6f = (v,6U9) = 一 is (TUop) = 0. 
此 式 对 任意 se 都 成 立 , 故 得 
(v, T° Uy) = (Tv, Uyp) = 0. 


这 就 证 明了 式 (3.4.36)( 当 a 取 指 标 RR 时 , Tw 本 身 就 为 零 ). 
上 述 结果 可 表示 为 ? 


eX (Ty(z) = pH(z). (3.4.37) 


@ 由 于 pH 在 SR 变换 下 仍 在 Higgs 空间 内 , 而 群 5S 的 任意 元 素 可 表 为 eix” (=)T” 与 SR 元 素 的 乘 
积 , 故 从 式 (3.4.37) 可 得 


iAG (z)TS 


p(T)=e pH(T) 


(此 式 中 的 AS 和 wpH, 与 式 (3.4.37) 中 的 并 不 相同 ). 如 令 
O°(z) = M(x)lw®), 
则 yp(z) 即 表 成 , 
p(T) = exp | 6 (2) ro| pH(T). (3.4.38) 
lw®| 


pH 和 OS 的 分 量 共有 “6 个 ( 见 式 (3.4.18) 下 ), 它们 可 看 做 是 p(x) 的 互 分 量 和 N-G 分 量 . 通过 规范 变 
换 消去 的 即 为 其 中 的 N-G 分 量 65. 
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这 样 , 通过 定 域 规范 变换 可 使 p 一 PH, 即 消去 了 中 的 N-G 分 量 . 
我 们 可 以 进一步 作 剩余 对 称 群 的 规范 变换 使 (3.4.35) 第 二 式 成 立 . 这 种 变换 并 
不 影响 (3.4.35) 第 一 式 , 因 er (7 ga 仍 属 于 HH. 
空 态 和 撩 量 v 亦 属于 Higgs 空间 , 于 是 我 们 可 将 pH (zx) 写成 v+&(z), (x) e 也 
这 样 , 在 么 正规 范 中 拉 格 朗 日 函数 化 为 


=I ES, ~ 3(95é);(Dé); + 39(Ap0); DA); + (Du) Ano)y 
-3(960);(9p0); 一 3M) + (的 高 次 项 ) + 2(o) 
上 式 还 可 进一步 化 简 . 利用 
Apv = AST™ = 427Tcu = —iAGw®, 
可 将 中 第 四 项 化 成 42 的 平方 项 ， 
-3(9,0) 1( 2.u)i = 592(TGu iTG'v)AG AG 


1 / / 1 
一 -39 (Ww, w? )42 Ae 一 一 了 942 
此 项 表示 4G 的 质量 . 其 次 , 由 于 we < NG, 而 uf e HH, 因此 (huojj(8u6)j = 0. 这 
样 乡 中 第 三 项 内 的 (Ao);(946); 就 化 为 -9u7 (Te6742 42. 将 以 上 结果 代入 上 
面 的 双 中 即 得 出 
1 1 1 
L(Ap, é) 二 一 To MalAp) i 3 (Dé)i Du); 
(M2)j 一 jg?w9(T*8);AE 如 + (的 高 次 项 ) + 多 ()， 
(3.4.39) 


其 中 
M2 = ghw°|?. (3.4.40) 


我 们 看 到 4 的 质量 正比 于 9 和 uv( 参 见 式 (3.4.29)). 并 同 该 规范 玻 色 子 所 对 应 的 生 
成 元 TG 相关 . 至 于 AR, 仍然 保持 质量 为 零 . 这 样 , 获得 质量 的 规范 玻 色 子 共 mn 一 ma 
个 , 与 N-G 玻 色 子 的 数目 相同 . 在 式 (3.4.39) 所 表示 的 .2 中 , N-G 玻 色 子 已 不 出 现 ， 
它们 已 通过 规范 变换 被 吸收 到 4 中 去 . 

下 面 来 证 明 , 群 SR 描述 .2 的 表 观 定 域 规范 对 称 性 . 表 观 上 出 现 的 场 量 是 Ae 
和 &, 表 观 对 称 性 的 变换 只 对 它们 进行 , ov 将 作为 常数 保持 不 变 ( 因 任何 物理 过 程 都 
只 是 场 的 局 部 激发, 不 会 使 真空 的 场 值 从 v 变 到 其 他 的 简 并 值 人) 
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为 了 证 明 这 一 论断 , 我 们 来 考察 SR 中 的 任 一 群 元 UR = e 9 (7 . 此 变换 也 
是 原 对 称 群 3 的 群 元 , 根据 乡 原来 的 对 称 性 , 当 


A, — URA,(UE)-! (OUR)(UR)T!, €(z)+v — URIE(z)+ Yd) (3.4.41) 


9 
时 , 2 将 保持 不 变 . 但 由 于 UVRo = v 因此 (3.4.41) 第 二 式 也 就 是 


这 就 得 出 了 42 和 & 以 SR 的 群 元 VF 作 定 域 变换 时 ,2 双 (42,6) 的 不 变性 . 值得 指 

出 的 是 , 利用 Sa 生成 元 的 封闭 性 , 从 (3.4.41) 第 一 式 可 以 得 出 : 48 和 A 将 分 别 

进行 变换 ,AG 的 变换 是 齐 次 的 , 非 齐 次 项 只 出 现在 AG 中 . 在 无 穷 小 变换 下 , 有 
045 一 CCGRRG' 和 R(z)49 ， 


] (3.4.42) 
6AF 一 Cpp'R A (x)AF 一 OuX (7). 


这 就 解释 了 为 何 质量 项 3M&(48)? 并 不 破坏 SR 的 定 域 规范 不 变性 

从 2(42,6) 对 SR 的 对 称 性 , 可 以 得 出 所 有 荷 QR 都 是 守恒 的 . 这 就 是 说 , 只 
要 真空 凝聚 场 不 带 某 个 荷 , 该 荷 的 守恒 即使 在 表 观 上 也 仍 成 立 

在 从 经 典 场 论 过 渡 到 量子 场 论 时 , 我 们 可 只 对 £(z) 和 48(z) 进行 量子 化 . 这 些 
量子 场 的 全 部 物理 态 不 再 构成 原来 对 称 群 5 的 表示 基底 (可 以 证 明 , 从 原来 拉 格 朗 
日 量 求 出 的 其 他 基态 lw) 与 这 些 物理 态 间 的 投影 信 为 零 ), 它们 只 构成 SP 的 一 个 表 
示 基 底 


3.5” 手 征 对 称 性 与 零 质 量 的 旋 量 场 *™ 


弱 作 用 过 程 的 字 称 不 守恒 , 说 明了 左右 对 称 性 ( 即 空间 坐标 轴 反 射 对 称 性 ) 并 
不 是 物理 规律 的 一 个 基本 对 称 性 . 

空间 反射 对 称 性 也 就 是 镜像 对 称 性 , 这 时 空间 坐标 轴 不 改变 , 而 物理 状态 或 过 
程 变 成 了 相应 的 镜像 状态 或 镜像 过 程 . 这 对 应 于 3.1 节 中 关于 变换 的 第 二 种 理解 ， 
对 称 性 是 指 镜像 过 程 所 服从 的 规律 与 原 过 程 相同 . 

以 静止 的 x” 介子 衰变 成 e-” 加 元 为 例 . 衰变 出 来 的 e” 和 V。 总 都 是 右 旋 的 
(图 3.5.1a), 从 未 观察 到 左旋 的 事例 . 由 于 r- 无 自 旋 , 静止 的 x” 的 镜像 就 同 原来 
一 样 , 但 镜像 中 的 过 程 ( 当 镜面 取得 与 衰变 粒子 动量 相 垂直 时 结果 如 图 3.5.1b 所 示 ) 


@ 本 节 可 以 不 讲 . 
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却 是 x- 衰变 出 来 的 e- 和 5 都 是 左旋 的 . 这 就 表明 镜像 世界 中 的 衰变 规律 与 现实 
世界 不 同 , 也 就 是 没有 镜像 对 称 性 


Us | 万 e e 介 Ue 


a 原 过 程 b 相应 的 镜像 过 程 
图 3.5.1 


尽管 如 此 , 不 少 物理 学 家 仍 相信 左右 仍 应 具有 平等 的 地 位 . 在 弱 作 用 罕 称 不 守 
恒 被 证 实 不 久 , Landau 等 即 提出 了 一 个 假设 , 即 在 空间 反射 的 同时 , 耕 把 正 反 粒子 
也 互 换 (所 谓 的 电荷 共 绒 变换 ), 则 物理 规律 将 保持 不 变 . 这 就 是 CP 联合 变换 下 的 
对 称 性 . 就 以 上 例 来 说 , 自然 界 还 存在 有 n+ 介子 , 它 可 以 衰变 成 et 加 v。, 从 静止 
rr+ 衰变 出 的 这 两 个 粒子 却 都 是 左旋 的 . 在 这 种 意义 下 , 左右 的 对 等 地 位 又 得 到 了 恢 
复 @. 
值得 注意 的 是 , 弱 作 用 过 程 不 仅 宇 称 不 守恒 , 而 且 是 最 大 限度 的 不 守恒 . 上 给 
流 是 矢量 流 和 轴 矢 流 以 对 等 的 比例 混合 . 例如 , 从 e- 到 ve 的 弱 流 .人 为 ix5(l 十 
75)w2, 它 就 是 矢量 流 好 ,7xy 和 轴 矢 流 这 ,7x75ye 的 对 等 混合 . 这 一 特点 可 表述 
为 上 述 弱 流 在 
Vu — ys, (3.5.1a) 


或 
We 一 Ye (3.5.1b) 
的 变换 下 保持 不 变 . 这 一 变换 称 为 旋 量 场 的 手 征 变换 . 上 述 的 弱 流 结构 形成 称 为 能 
作用 的 V-A 理论 . 其 中 , Y 代表 矢量 流 , 4 代表 轴 天 流 . 
在 下 面 , 我 们 将 先 介绍 旋 量 场 的 手 征 态 , 然后 讨论 零 质量 的 诈 量 场 方程 , 因为 手 
征 不 变性 的 严格 成 立 要求 旋 量 场 的 质量 为 零 . 
1. 旋 量 场 的 手 征 态 和 手 征 对 称 性 
放量 场 的 手 征 态 是 按 条 件 
YY = +y (3.5.2) 
@ 尽 管 如 此 , 这 种 结果 还 是 使 人 惊异 的 : 正 反 粒子 在 空间 方面 有 不 同 的 认同 . 附带 指出 , 不 仅 轻 子 的 弱 流 


都 具有 这 种 形式 , 夸克 子 的 弱 流 也 具有 这 种 形式 . 


@ 0 1 
5 三 了 1727374 一 。 
了 7172737 _1 0 
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来 定义 的 , 其 中 本 征 值 取 +1 的 称 为 左手 态 , 本 征 值 取 -1 的 称 为 右手 态 . 由 此 可 得 
左手 态 和 右手 态 的 投影 算 符 分 别 为 


at 一 (1 十 T5)， 
| (3.5.3) 
Pr 一 ll 一 ys). 
它们 满足 
2 Pp2 
= 人 = (3.5.4) 
PPr = PP,= 0. 
任何 一 个 状态 都 可 分 解 为 左手 态 和 右手 态 的 从 加 ， 
Ch 一 WL 十 VR, 
其 中 , WW 和 wa 分 别 等 于 投影 算 符 Pr 和 Pr 作用 到 多 上 所 得 出 的 结果 : 
VL = (1 十 5)U， WR = (1 — 7Y5)w. (3.5.5) 
与 此 相应 
y 一 WL 十 wa, 
(3.5.6) 


yr = re — 7s), wae = 58(1 十 75) 


注意 , 左 、 右手 态 与 左 、 右 旋 态 是 不 同 的 . 左 、 右 旋 态 是 指 允 .n 的 本 征 值 为 -1 
和 +1 的 本 征 态 , 其 中 n 为 代表 p 方向 的 单位 矢量 , 允 代表 目 旋 算 符 . 只 是 在 质量 
为 零 的 情况 下 , 两 者 才 有 下 述 对 应 关系 : 


7 一 0 时 


左手 正 粒 子 态 = 左旋 正 粒 子 态 
左手 反 粒 子 态 = 右 旋 反 粒子 态 


右手 正 粒 子 态 = 右 旋 正 粒子 态 
右手 反 粒 子 态 = 左旋 反 粒 子 态 


因为 m = 0 时 , 左旋 正 粒 子 态 和 右 旋 反 粒子 态 分 别 为 


ra) -a( 0) 


Vii(p) = VE (“Yo = vB( 7 ) 


X—1 X—1 


上 式 左 方 脚 码 代表 允 . mn 的 本 征 值 . 显然 它们 都 是 4s 的 本 征 值 为 +1 的 本 征 态 . 
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当 m 关 0 时, U_i(p) 和 ip) 可 按 式 (3.5.6)~(3.5.7) 分 解 为 左手 态 与 右手 态 
的 登 加 


U-1(p) = (VETM+ vm | 7 | 


一 人 一 1 


+5(VETH- VE-M ( X-1 | 


义 一 1 
一 人 一 1 2E 久 一 1 


V+i(p) = >(VET M+VvVE-M) ( -1 | 


Xl 


~ VE , 当 五 六 1M 时 ; (3.5.8) 


+5(VETH -VETM) | “7 | 


Xl 


—X-1 M /| X-1 

【+ 关 ( 宫 ) 

我 们 看 到 , 当 攻 < 1 时 , 上 式 中 左手 态 是 主要 的 

旋 量 粒子 状态 按 旋 性 (左旋 或 右 旋 ) 的 分 类 不 是 洛 伦 兹 不 变 的 . 例如 , 一 个 相对 
参考 系 9 以 v 运动 的 左旋 粒子 , 对 于 另 一 个 以 更 大 速度 u(w > ov) 沿 同一 方向 相对 
S 运动 的 参考 系 5' 来 说 , 就 成 为 右 旋 粒 子 . 但 旋 量 粒子 状态 按 手 征 性 (左手 或 右手 ) 
分 类 , 却 是 洛 伦 兹 不 变 的 . 因为 ys 与 洛 伦 兹 变换 矩阵 8 相对 易 

初 看 起 来, 这 里 似乎 有 一 个 矛盾 . 以 上 面 的 例子 来 说 , 设 左旋 粒子 运动 方向 是 沿 正 z 二 
并 且 巨 泌 M, 按 式 (3.5.8), 其 状态 近似 为 左手 态 , 而 当 5' 系 的 速度 足够 大 时 , 该 旋 量 粒 
子 相对 5' 系 不 仅 沿 负 z 轴 运 动 , 而 且 B' 也 可 以 比 M 大 得 多 . 这 样 对 5' 来 说 , 该 粒子 将 近 
似 为 右手 态 . 这 似乎 与 手 征 态 的 洛 伦 兹 不 变性 相 了 矛盾 . 

这 个 矛盾 并 不 是 实在 的 . 原因 在 于 旋 量 场 的 洛 伦 兹 变换 不 是 么 正 变换 .在 上 述 情况 中 ， 
洛 伦 效 变换 矩阵 为 


1 一 也 1 一 也 
1 十 (+V im 
1 一 忆 
1 一 1 一 
(-1+ so 1 十 


2 
于 是 (3.5.8) 第 一 式 中 的 忌 在 9 系 中 即 变 成 


(=) | | ): (Ee) M | 7 ) (3.5.10) 


TVE , 当 五 效 M 时 . 


(3.5.9) 


U'= 4U sm VE 
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(上 式 中 的 X-1 可 写成 X41, 因 o:n= 一 on). 
从 式 (3.5.10) 我 们 看 到 U 中 左手 态 部 分 和 右手 态 部 分 在 洛 伦 效 变 换 后 的 确 仍 分 别 为 
左手 态 和 右手 态 , 但 两 者 要 乘 上 不 同 的 系数 , 左手 态 乘 上 的 是 (后 #); 右手 态 乘 上 的 则 


工 十 忆 
1 十 忆 4 1 二 M 
二 (ie) , 这样, 当 w 足够 接近 于 1 使 /了 二 < 35 时 ,UV" 就 会 变 得 以 右手 态 为 主 . 


旋 量 场 的 手 征 变 换 如 式 (3.5.1) 所 述 , 即 


y= YY. (3.5.11) 
从 Ya 与 ys 的 反对 易 性 可 知 , % 的 变换 将 是 
$= ys, (3.5.12) 
于 是 (yp。 和 Wi 为 两 个 旋 量 场 , 其 中 a 也 可 等 于 5b). 
Vpayqpo > Pardoey 幼儿 一 一 (3.5.13) 


由 此 可 以 得 出 自由 旋 量 场 的 拉 格 朗 日 函数 一 Vy0wy 一 Mwy 变换 后 将 是 一 ywOjy 十 
Mwwy. 这 表明 , 质量 项 Mwwy 是 破坏 手 征 对 称 性 的 . 我 们 也 可 将 旋 量 场 的 自由 拉 格 
朗 日 量 写成 

YL =O — MYY = —WL yO YL 


—VrRYr OR 一 MYLYR 一 Myryr. 


此 式 显示 出 质量 项 使 左手 态 和 右手 态 互 相 转 换 . 
以 上 结果 也 说 明了 , 当 M 不 为 零 时 , 为 何 自由 旋 量 场 不 存在 “四 动量 和 手 征 
量 ” 的 共同 本 征 态 . 


2. 零 质量 旋 量 场 (Weyl 场 ) 方程 


如 果 手 征 对 称 性 (Ys 不 变性 ) 是 物理 规律 的 基本 对 称 性 ， 那么 所 有 放量 粒子 的 
质量 都 应 为 零 . 1929 年 Weyl 曾 提出 一 个 二 分 量 的 相对 论 性 方程 来 描写 自 旋 为 5 
的 费 米子 . 它 的 特点 是 : @ 该 粒子 的 质量 必须 为 零 ; @ 对 空间 反射 不 具有 对 称 性 . 这 
两 个 特点 当时 都 被 认为 与 现实 情况 不 一 致 , 因而 该 方程 为 人 们 所 放弃 . 只 当 弱 作用 
字 称 不 守恒 被 证 实 而 且 被 发 现 是 最 大 程度 的 不 守恒 以 后 , 它 才 重新 受到 注意 , 因为 
弱 作 用 宇 称 最 大 程度 的 不 守恒 , 意味 着 四 费 米子 “ 流 - 流 ”作用 项 具有 ”Ys 不 变性 . 而 
如 上 所 述 , 旋 量 粒子 质量 为 零 也 正 是 Ys 不 变性 的 要 求 . 

Wey| 方程 有 两 种 形式 , 即 


(3.5.14) 


Ox =0 .Vx (3.5.15) 


174 . 


和 
OX 一 一 CO Vx. 
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(3.5.16) 


这 两 个 方程 实际 上 是 相通 的 , 因 若 x 为 方程 (3.5.15) 的 解 , 则 不 难 证 明 


X 三 I2X 


将 为 方程 (3.5.16) 的 解 . 在 上 式 中 x 代表 x 的 复 共 罗 e. 
我 们 来 考察 方程 (3.5.15) 的 相对 论 不 变性 问题 . 定义 


则 式 (3.5.15) 可 写作 


对 于 无 穷 小 洛 伦 效 变换 ， 

7 一 QnrZy = (bp + au)Zv， 
相应 的 x 的 洛 伦 兹 变换 矩阵 定义 为 
不 难 证 明 


(A-)to,AT! = ato,. 


(3.5.17) 


(3.5.18) 


(3.5.19) 


(3.5.20) 


(3.5.21) 


(3.5.22) 


将 (4-1)t 乘 到 式 (3.5.19) 上 , 并 在 ov 右 方 插 入 4-14, 即 得 


(A-)to,A-!AO,x(z) = 0. 


(3.5.23) 


按照 场 量变 换 定义 , 在 同一 物理 时 空 点 上 , x 等 于 Ax, 由 于 同一 物理 时 空 点 在 变换 


前 后 的 坐标 不 同 , 因而 在 标 出 坐标 后 即 为 


Xx (z ) = Ax(7), 


(3.5.24) 


其 中 , z' 和 z 的 关系 由 式 (3.5.20) 给 出 . 这 样 , 由 式 (3.5.22), (3.5.24) 以 及 (3.5.20) 


即 可 将 式 (3.5.23) 化 为 
ouO,x'(z’)=0. 


(3.5.25) 


这 就 证 明了 方程 (3.5.19) 的 洛 伦 兹 不 变性 . 如 果 我 们 直接 考察 拉 格 天 日 函数 


-2Z(z) = —ixi(z)o,O,x(z), 
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也 会 得 到 同样 的 结论 ， 从 拉 格 朗 日 量 密 度 为 洛 伦 兹 标量 ( 即 在 同一 时 空 点 上 .2' = 
.22), 利用 式 (3.5.22) 和 (3.5.24) 可 以 得 出 变换 后 的 拉 格 朗 日 密度 为 


YL'(7') = -ix (x)opO,x (7"), (3.5.26) 


与 乡 (z) 具有 相同 的 函数 形式 , 因而 变 分 出 来 的 运动 方程 形式 上 亦 相同 . 
我 们 来 考察 自由 场 方程 的 平面 波 解 . 令 


X(7) = Xx(p)e?”, (3.5.27) 
代入 式 (3.5.19) 得 
0 * PpX(P) = —Ex(p). (3.5.28) 


两 边 乘 以 op, 并 在 结果 的 右 方 再 用 上 式 代 入 , 即 得 出 
px(p) = Ex(p), 


表明 此 方程 所 描述 的 粒子 的 质量 为 零 
下 面 我 们 来 说 明 , o .mm = 局 .p 仍 为 旋 性 (helicity) 算 符 . 式 (3.5.21) 所 给 出 
的 恋 换 矩 阵 4 可 以 改写 为 


1 
A=1+ 360 -55V .ca， (3.5.29) 


其 中 , 59 代表 三 维 空间 轴 的 转动 角 ; 5V 代表 新 参考 系 相对 原 参 考 系 的 速度 . 它们 与 
Qu 间 的 关系 是 


1 
00; = DEIkLOKL, 


OUk 一 一 1Q14. (3.5.30 ) 


从 转动 变换 生成 元 与 角 动量 算 符 之 间 的 关系 , 即 知 粒子 的 自 旋 算 符 仍 为 o, 于 是 on 
仍 为 旋 性 算 符 . 这 样式 (3.5.28) 就 告诉 我 们 , 对 于 正 能 级 的 解 , c .m 的 本 征 值 总 为 
_1, 对 于 负 能 级 的 解 , c .n 的 本 征 值 总 为 +1. 即 正 粒子 只 有 左旋 态 , 而 反 粒 子 态 只 
有 右 旋 态 . 这 是 Weyl 方程 的 一 个 重要 特点 . 

按照 通常 的 做 法 , 我 们 将 x(z) 展 作 


(3.5.31) 
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其 中 
sin ~e—29 
ui(p) = VEx_ = —VE 2 ,| (3.5.32) 
— COS 62 
vR(P) 这 时 只 与 uL(p) 差 一 常数 , 可 取 为 
vR(P) = 一 2 (了 ). (3.5.33) 


显然 , 对 于 Weyl 方程 ,“ 电 荷 共 轿 ” 和 “空间 反射 ”对 称 性 都 不 存在 , 因为 根本 
不 存在 正 粒 子 右 旋 态 和 反 粒 子 左 旋 态 . 但 CP 联合 变换 的 对 称 性 是 成 立 的 . 在 此 变 
换 下 % 
xX(z,t) — ox (—Z,t), (3.5.34) 
方程 (3.5.15) 在 此 变换 下 是 不 变 的 . 
我 们 来 对 CP 变换 下 , 波 函 数 的 变换 式 作 一 点 补充 说 明 , 并 证 明 方程 (3.5.15) 的 不 变性 . 
当空 间 坐 标 轴 反 射 后 , 同一 物理 时 空 点 在 两 坐标 系 的 坐标 x' 和 z 之 间 的 关系 是 


人 一 一 化， t/ 二 t+. (3.5.35) 
而 式 (3.5.34) 的 意义 是 , 在 CP 变换 下 , Xx 一 XX 与 义 间 的 函数 关系 是 
X (x,t) 一 O2X (—2,t). 


利用 式 (3.5.35), 上 式 也 可 写成 


Xx (7’) = o2xX’ (7), (3.5.36) 
它 给 出 同一 物理 时 空 点 上 , Xx 与 Xx 之 间 的 关系 . 
关于 方程 的 不 变性 : 将 式 (3.5.15) 取 复 共度 并 乘 以 cz, 即 得 


Bilozx (7)] = ~o + Vlo2x (2)]), 
再 将 式 (3.5.36) 代入 , 并 利用 式 (3.5.35) 就 化 出 
Bux (7’) = 0 .Vx (zr'). (3.5.37) 
其 形式 与 式 (3.5.15) 完全 一 样 . 
对 方程 (3.5.16) 可 类 似 地 讨论 . 令 


1 0 
0 一 0O7， 04 一 1 | 0 1 ) 二 一 04， (3.5.38) 


@ C 变换 是 正 反 粒子 间 的 变换 , 因此 要 在 场 量 子 化 以 后 , 才能 清楚 地 说 明 此 变换 下 场 量 变换 式 的 意义 ， 
参见 式 (3.5.44)~(3.5.46) 处 的 讨论 . 
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则 式 (3.5.16) 可 写成 
50,XZ(z) = 0. (3.5.39) 
相应 地 , 拉 格 明日 函数 为 
2 = -这 (oz 8,X(z)， (3.5.40) 
无 穷 小 洛 伦 兹 变换 矩阵 的 定义 是 
A 二 1 十 Tojo 十 oj4004. (3.5.41) 


不 变性 可 同样 的 证 明 . 但 平面 波 解 有 一 不 同 , 即 正 粒子 只 有 右 旋 态 而 反 粒 子 只 有 左 
旋 态 . 驳 的 展 式 于 是 可 写 为 


3 1 

Xl?) /DEFT [lapRuR(p)er”™ 十 by1,v2 (p)e™ ?7] 

/ 人 (3.5.42) 
= | a len(p)un(p)e™ + Rp)or(p)e "| 


根据 式 (3.5.17) 可 以 得 出 多 的 平面 波 解 与 x 的 平面 波 解 之 间 的 关系 , 其 结果 为 


9 so 
cos se 
uR(P) = 020 (Pp) = —iVE 


0 ， 
。 二 内 
Sin 二 e2 
2 


(3.5.43) 
vL(p) = o2u¥.(p) = —ur(p). 


对 于 同一 个 零 质量 旋 量 粒子 , 既 可 用 第 一 类 Weyl 场 x 来 描写 , 也 可 用 第 二 类 
Weyl 场 苞 来 描写 . 在 前 一 情况 中 , 我 们 把 左旋 粒子 称 为 正 粒 子 , 把 右 旋 粒子 称 为 反 
粒子 . 而 后 一 情况 则 相反 , 把 右 旋 粒子 称 为 正 粒 子 , 把 左旋 粒子 称 为 反 粒 子 . 当然 , 厂 
有 几 种 旋 量 粒子 , 则 正 反 粒子 的 选 定 还 要 考虑 粒子 数 守 恒 的 问题 . 

在 量子 化 以 后 , a 和 bb 都 成 为 算 符 , 如 用 U 表示 量子 态 矢量 希 尔 伯 特 空间 中 的 CP 变换 
算 符 , 则 根据 CP 交换 的 物理 意义 , 应 有 ( 除 相 因子 外 ) 

UVaL(p)U-! = bn(—p), 


Ubr(pDUT! = aL(—p). (3.5.44) 
从 而 


OX)0 = | Brin(-p)u(p)er® + a (poa(p)e ™ "| 


/ 7 bn (Pur(-p)e me + 氏 (p)va(-p)e? ®t 1". 
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当 p 一 一 p 时 ,0 一 一 90, $ 一 i 十 9$. 于 是 可 得 出 
uL(—p) = urR(p), vR(—pP) = vL(P). (3.5.45) 
再 利用 式 (3.5.43), 即 可 将 VX(z)V-: 化 成 下 述 形式 


A、 A dD 人 水 一 iD.z 一 i 人 水 ip: i 
UX(z)U = 0 / 7 ba(p) (Pp)e PT 十 hl (p)ut, 人 
(3.5.46) 


三 o2X!(—z, t)"， 


上 式 中 符号 工 代表 自 旋 空间 中 的 转 置 . 这 就 是 量子 化 后 , 场 算 符 多 在 CP 变换 下 的 变换 公 
式 , 它 也 可 写成 
X(z,t) > o2Xi(—2,t). 
此 式 的 经 典 对 应 就 是 式 (3.5.34). 
在 此 变换 下 , -多 变换 为 

ACR A (3.5.47) 
因而 总 拉 格 明日 量 不 变 . 
3. Weyl 场 与 矢量 场 和 标量 场 间 的 耦合 


由 式 (3.5.22) 不 难 证 明 , xicux 构成 洛 伦 兹 矢量 , 因此 Weyl 场 x 可 以 和 矢量 场 
相 偶合 , 其 形式 即 为 gxtoyxAy. 

但 义 场 与 标量 场 而 合 却 出 现 问题 . 因为 xt 和 x 构 不 成 洛 伦 兹 标量 . 

能 够 构成 洛 伦 兹 标量 的 是 x 与 x( 或 xi 与 x1). 定义 二 维 反对 称 矩 阵 


Ee= ( 0! | 一 102， (3.5.48) 


则 有 
eoje = 0). (3.5.49) 
不 难 证 明 XxTex 为 洛 伦 兹 标量 ? .同样 xtex* 也 是 洛 伦 兹 标量 . 于 是 X 与 标量 场 的 耦 
合 只 能 采取 下 述 形式 
ig(X ex + x'ex’)y, 
@ x 要 看 做 是 反对 易 的 c 数 , 这 样 xTex 才 不 为 零 . xTex 为 标量 的 证 明 如 下 : 
TAT 


x Tex’ = XT4LTe4xX， 


由 于 (e):e = 1, 故 上 式 右 方 又 可 写成 ~xTe(eATe)Ax, 从 4 表达 式 (3.5.29) 不 难 证 明 -eATe = 4-1. 
代 回 上 式 即 得 x‘Tex’ = xTex. 
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但 在 量子 化 理论 中 , 这 种 项 将 破坏 旋 量 粒子 数 守 恒 ， 前面 说 不 能 构造 出 有 质量 的 
二 分 量 相 对 论 方程 , 其 问题 也 出 在 这 里 . 如 果 我 们 试图 在 拉 格 朗 日 函数 中 加 入 下 述 
“质量 项 ”3im(xTex + x+ex"), 则 变 分 出 来 的 方程 为 

ouOuX— mex” = 0， (3.5.50) 

由 此 可 得 

(0: 一 V 十 mx = 0. (3.5.51) 
即 量子 化 后 , x 代表 有 质量 的 旋 量 粒子 , 但 式 (3.5.50) 却 破坏 了 费 米子 数 的 守恒 . 
当然 两 个 不 同 的 (第 一 类 )Weyl 场 是 可 以 与 标 基 场 相 耦合 的 . 大 标量 场 为 实 场 ， 
则 斐 合 项 将 具有 下 述 形式 


“exX”)0. 


我 们 只 要 定义 x 的 费 米子 数 为 +1, 而 X 的 费 米子 数 为 -1, 那么 费 米 子 数 即 成 为 
守恒 量 . 从 含有 此 耦合 项 的 拉 格 朗 日 函数 所 变 分 出 来 的 放 量 场 方程 为 


ig(X ex 十 X 


OOuX 一 9EX wp =0, 


(3.5.52) 
OrpOX — gex*% = 0. 
4. Weyl 场 与 零 质 量 Dirac 场 和 Majorana 场 的 关系 
零 质 量 的 狄 拉克 场 满足 
0 十 Ga.VuU = 0， 
此 方程 又 可 以 写成 
1p — DH.vVysy =0. (3.5.53) 


由 于 允 与 手 征 态 投 影 算 符 五 和 Pr 相对 易 , 因此 当 vy 分解 为 左手 分 其 I 和 
右手 分 量 wa 的 全 加 之 后 , 即 得 wr 和 we 分 别 满足 方程 


OVWL = D+ VL, 


(3.5.54) 
OR = —D + VYR. 
@ 对 式 (3.5.50) 取 复 共 轿 , 得 
(cl01 — 0202 十 0303 十 0404)x” — mex = 0. 


乘 上 e(= ic2) 后 化 为 
(~o :V+o404)(ex’)+ mx = 0, 
再 利用 式 (3.5.50) 消去 ex*, 就 得 出 


(~o-:V+oa0)(o :V+oadd)x+mx=(-V + +m’)x=0. 
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耕 Mz0, 则 代 和 wa 之 间 将 有 耦合 . 
(3.5.54) 两 式 分 别 与 第 一 类 及 第 二 类 Weyl 方程 相同 , 只 是 和 we 具有 四 个 
分 量 . 这 个 差别 只 是 形式 上 的 差别 , 因 若 将 四 分 量 的 少 写成 | 全 则 有 
X2 


1 1 X1 一 X2 
nj- ) 
一 X1 十 X2 


1 1 / Xi 十 X2 
了 ) 
X1 十 X2 


(3.5.55) 


上 式 表明 , 对 于 如 和 wr, 用 四 个 分 量 表 示 是 多 余 的 , 因为 它们 的 四 个 分 量 中 只 有 
两 个 是 独立 的 . 如 令 


1 
XL 一 了 (XI 一 X2)， 
(3.5.56) 
1 
XR = =(X1 十 X2) 
则 式 (3.5.54) 等 效 于 二 分 量 方程 
or 一 YX, (3.5.57) 


OrXR 一 一 OO. VxR. 


这 样 , yr 就 等 价 于 第 一 类 Weyl 场 , Wr 等 价 于 第 二 类 Weyl 场 . 由 于 这 种 缘故 , 通常 
也 用 零 质 量 狄 拉克 场 的 左右 手 分 量 来 表示 Weyl 场 . 

反 过 来 , 我 们 可 以 用 一 个 第 一 类 Weyl 场 和 一 个 第 二 类 Weyl 场 来 做 出 一 个 零 
质量 的 四 分 基 狄 拉克 场 . 根据 两 类 Weyl 场 之 间 的 关系 , 也 可 用 两 个 第 一 类 Weyl 场 
X 和 X 来 做 成 零 质量 的 四 分 量 狄 拉克 场 , 其 结果 为 


vt ‘+ (2 )-( oro] (3.5.58) 
一 X O2X —X + Go2X 和 4 
如 果 在 式 (3.5.58) 中 取 x' = x, 所 得 出 的 结果 就 是 Majorana 场 . 因为 这 时 
由 = ( Xt oaX | (3.5.59) 
一 X 十 02X” 
作 电 荷 共 示 得 出 的 结果 为 2 
Wy' = C8 = iy = (3.5.60) 


@ 电荷 苍 变换 和 矩阵 C 等 于 一 iy2Y4. 
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即 区 的 电荷 共 斩 场 就 是 它 自己 . 这 正 是 Majorana 场 的 特征 . 
两 个 第 一 类 Weyl 场 x 和 x 与 实 标量 场 p 耦合 的 方程 (3.5.52) 可 化 为 一 个 四 
分 量 的 狄 拉克 场 录 与 w 耦合 的 方程 : (3.5.52) 的 第 一 式 可 写作 


(8 -ao.V)Xx+ig(oaxsop = 0， (3.5.61) 
第 二 式 取 复 共 斩 再 乘 以 oa 后 化 为 
(8 +o:V)(oox ’)+igxp = 0. (3.5.62) 
此 两 式 合 起 来 可 表示 成 
Bi + a VY +igyayp = 0, (3.5.63) 


其 中 , % 由 式 (3.5.58) 所 定义 . 式 (3.5.63) 即 为 通常 的 零 质量 狄 拉克 场 与 实 标 量 
场 2 耦合 的 方程 . 


3.6 手 征 规范 对 称 性 , 电 弱 统一 理论 ” 


弱 作 用 的 V-A 理论 虽然 在 唯 象 上 取得 很 大 成 功 2%, 但 也 存在 一 些 根 本 性 困难 . 
首先 , 该 理论 是 不 可 重 正 化 的 , 因而 只 能 计算 最 低 阶 的 微 扰 论 结果 . 这 表明 它 不 是 
一 个 完全 的 理论 . 其 次 , 用 它 所 计算 出 的 最 低 阶 的 近似 值 , 虽然 在 低能 领域 与 实验 
符合 (所 有 的 弱 衰 变 过 程 都 属于 低能 领域 ), 但 一 旦 进入 到 高 能 弱 散 射 和 弱 反 应 的 领 
域 , 它 所 给 出 的 最 低 阶 值 将 不 可 避免 地 要 与 实验 相 了 矛盾 . 这 是 因为 当 能 量 超过 一 定 
限度 ( 几 百 GeV) 后 , 该 理论 值 要 超出 么 正 性 所 容许 的 极限 , 显然 不 会 是 正确 的 . 

V-A 理论 的 流 - 流 耦合 特性 使 人 们 想到 , 弱 作 用 也 可 能 像 电 磁 作 用 那样 是 通过 
某 种 矢量 玻 色 子 传递 的 , 这 就 是 所 谓 的 中 间 玻 色 子 假说 .但 是 弱 作 用 在 力 程 上 又 
与 电磁 作用 有 很 大 差异 . 电磁 作用 是 一 种 长 程 作用 , 而 弱 作 用 则 是 一 种 超 短 程 作用 
(V-A 理论 的 流 - 流 直 接 耦 合 对 应 于 “ 力 程 为 零 ” ). 这 样 , 如 果 弱 作用 确 由 矢量 玻 色 
子 传递 , 那么 它们 必须 具有 很 大 的 质量 . 另外 , 从 弱 流 的 构成 可 以 得 出 , 这 些 矢 量 玻 
色 子 都 是 带电 蓓 的 , 这 又 引起 了 “带电 的 有 质量 的 矢量 粒子 与 光子 的 耦合 要 采取 何 
种 形式 才能 使 相应 的 电动 力学 可 以 重 正 化 ”的 问题 . 这 一 情况 使 得 一 些 物 理学 家 相 
信 , 只 有 将 弱 作 用 与 电磁 作用 结合 起 来 考虑 , 才能 得 到 一 套 完 全 的 理论 . 

在 本 节 中 , 我 们 将 先 介绍 手 征 定 域 规范 对 称 性 的 概念 和 旋 量 粒子 通过 标量 场 的 
真空 凝聚 而 获得 质量 的 机 制 , 然后 在 此 基础 上 讨论 Weinberg 和 Salam 提出 的 弱 作 
用 与 电磁 作用 的 统一 理论 . 

@ 在 V-A 理论 提出 后 , 一 些 被 认为 与 它 相 抵触 的 实验 在 重 做 之 后 , 都 证 明 原 实验 结果 是 不 正确 的 , 新 的 
实验 结果 与 V-A 理论 相 一 致 . 此 理论 的 建立 , 使 纷 经 的 各 种 弱 衰 变 过 程 有 了 统一 的 解释 . 
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1. 手 征 规范 对 称 性 与 旋 量 粒子 获得 质量 的 机 制 


在 V-A 理论 中 , 只 有 左手 旋 量 粒子 参与 弱 作 用 而 右手 旋 量 粒子 完全 不 参与 , 不 
论 轻 子 和 强 子 都 如 此 . 这 种 宇 称 最 大 限度 的 不 守恒 情况 使 人 们 想到 , 左手 旋 基 粒 
子 与 右手 旋 量 粒子 原本 可 能 是 不 同 的 粒子 , 具有 不 同 的 弱 作 用 量子 数 . 如 果 一 个 规 
范 理论 把 左手 旋 量 粒子 和 右手 旋 量 粒子 分 属 在 不 同 的 表示 基底 中 (从 而 具有 不 同 量 
子 数 ), 则 这 种 理论 就 称 为 手 征 性 规范 理论 . 这 种 手 征 规范 对 称 性 的 严格 成 立 , 要 求 
拉 格 朗 日 函数 不 能 有 旋 量 粒子 的 质量 项 , 因 像 前 面 所 指出 的 , 质量 项 使 左右 手 分 量 
互相 转化 从 而 破坏 其 子 数 的 守恒 ， 由 此 可 见 , 所 谓 手 征 规范 对 称 性 , 也 就 是 把 所 有 
旋 量 粒 子 都 用 Weyl 场 来 描述 (左右 手 分 量 为 不 同 的 Weyl 粒子 ) 时 的 规范 对 称 性 . 
至 于 标量 场 则 同 通常 情况 一 样 处 理 , 没有 什么 特殊 要 求 . 

我 们 知道 , 实际 上 除了 中 微 子 以 外 , 其 余 所 有 的 旋 量 粒子 都 是 有 质量 的 . 如 何 使 
这 一 情况 与 手 征 性 规范 对 称 性 相 一 致 呢 ? 下 面 来 说 明 , 通过 旋 量 粒子 与 真空 凝聚 中 
的 标量 场 的 作用 , 可 以 使 它 获 得 质量 %. 

一 个 最 简单 的 例子 就 是 上 节 中 所 讨论 的 两 个 第 一 类 Weyl 场 与 实 标量 场 相 耦合 
的 情况 . 当 标 量 场 p 的 真空 期 望 值 不 为 零 时 , 我 们 将 它 写成 w 十 v, 其 中 vv 表示 % 
场 的 真空 期 望 值 . 再 令 M = gv, 这 样式 (3.5.61) 和 (3.5.62) 就 化 为 


(2 一 V)X+iAM(oox ) 十 ig(o2X )2 = 0 
(0 + V)(oox 十 MMXT+igXw = 0. 


相应 地 , 式 (3.5.63) 化 成 
Di 十 a.Vb 二 ia 十 igy4wo = 0. (3.6.2) 


显然 式 (3.6.2) 仍 与 式 (3.6.1) 相当 . 这 就 表明 x 和 X 已 合成 为 一 个 四 分 量 的 
有 质量 的 狄 拉克 场 ,x 构成 它 的 左手 分 量 , 而 X 的 反 粒 子 场 则 构成 它 的 右手 分 量 . 


2. 电磁 作用 与 弱 作 用 的 统一 理论 ( 纯 轻 子 情况 ) 


对 称 性 自发 破坏 概念 和 Higgs 机 制 的 提出 , 为 电 弱 统一 理论 的 建立 完成 了 最 后 
的 准备 . Weinberg 和 Salam 分 别 于 1967 和 1968 年 提出 了 这 一 理论 . 在 这 个 理论 
中 , 弱 作 用 对 应 于 对 称 性 自发 破坏 的 部 分 , 相应 的 规范 玻 色 子 由 于 Higgs 机 制 而 获 
得 了 质量 , 电磁 规范 对 称 性 则 为 剩余 的 对 称 性 . 旋 基 粒子 除 中 微 子 外 也 因 标 量 场 的 
真空 凝聚 而 获得 质量 . 

在 这 一 小 节 中 我 们 先 来 考察 纯 轻 子 的 情况 目前 所 知道 的 轻 子 有 电子 、/ 轻 
子 、r 轻 子 和 它们 所 对 应 的 中 微 子 (这 些 中 微 子 将 用 指标 v, v', v” 表 征 ). 按照 V-A 

@ 这 时 , 对 称 性 可 能 出 现 自发 破坏 . 


(3.6.1) 
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理论 , 轻 子 弱 流 的 形式 为 
DY = i + ys) we + By WL + Nps + Bul + 区 )gr] (3.6.3) 
其 中 , 指标 e, y, 7 分 别 指 电 子 、/ 轻 子 和 7 轻 子 . 名 定义 
1 =iWn T+) + DNL + + NL+ yb (3.6.4) 
则 拉 格 朗 日 函数 中 V-A 相互 作用 项 即 为 


GF | (一 ) (十 (十 ) 7 一 ) 
nt = A JJ 十 WT]. (3.6.5) 


Gs 称 为 费 米 耦 合 常数 . 注意 , 人 ) 并 非 (1 的 厄 米 共 罗 , 对 于 空间 分 量 (和 = 1,2,3)， 
两 者 厄 米 共 斩 , 而 对 于 入 = 4, 两 者 反 厄 米 共 斩 . 

下 面 来 考察 在 V-A 理论 基础 上 建立 电 弱 统一 的 规范 理论 问题 . 

由 于 弱 作 用 中 出 现 eL 一 wi, pr 一 下 ;全 一 玫 的 跃迁 (其 中 人 代表 电子 声 
手 分 量 , 余 类 似 ), 因此 一 个 自然 假定 是 与 eL, 与 LL, Vf 与 元 构成 二 重 态 
且 与 一 个 带电 的 矢量 玻 色 子 Wi 相 耦 合 , 即 


Tint = (WY PL)YATH ( | WY +h.c.+(e 一 WV 一 V) 项 +(e 一 Tv 一 Vv ) 项 . 
L 


(3.6.6) 
其 中 
0 1 
T+ 一 s(n 十 i72) 一 ( 0 0 ) ， (3.6.7) 
式 (3.6.6) 也 可 写 做 
nt = 7 WH + JIW). (3.6.8) 
如 果 令 
Wa = 万 (3 十 全 和 
W?2 = 万 WW _W-). (3.6.9) 


EE -ar 人 (各 
yi VLE 
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-int 二 5 A pT WA + Ta Wa) ( ) 
WL 
二 (e 一 JV 一 0 项 十 (e 一 7T,v 一 Vv”) 项 . 
我 们 知道 7 和 7 不 构成 封闭 的 李 代 数 . 为 了 构成 规范 对 称 群 , 需要 引入 男 一 个 生 
成 元 73 以 及 相应 的 规范 玻 色 子 WX, 并 将 相互 作用 项 扩展 成 


(3.6.10) 


3 v 
-Lint = 3 2 (Pip) YAT ( . ) 机 +(e 一 02 一) 项 +(e 一 Ti 一 2 ) 项 . 
。 (3.6.11) 
mm, ma 生成 SU(2) 群 这 个 作为 弱 作 用 对 称 群 的 SU(2) 群 将 称 为 弱 旋 群 .不 难 
看 出 , 上 式 中 的 mm 项 并 非 电磁 作用 项 , 因 中 微 子 也 具有 这 种 作用 . 此 项 应 代表 一 种 
新 的 中 性 弱 旋 流 与 W3 的 看 合 . 
为 了 把 电磁 作用 包括 进来 , 需要 把 上 述 对 称 群 扩 大 . 最 简单 的 方式 就 是 外 乘 一 
个 U(1) 群 .但 这 个 群 不 能 就 是 电磁 规范 群 本 身 , 因为 弱 旋 二 重 态 的 两 个 分 量 电荷 
不 同 , 即 电荷 算 符 与 弱 旋 不 对 易 (作为 SU(2) 外 乘 因子 的 UV(1) 群 . 其 量子 数 算 符 应 
满足 与 弱 旋 相对 易 的 要 求 ) 通常 将 此 U(1) 群 称 作 ( 弱 ) 超 荷 规范 群 , 记 作 U(1)y， 
其 规范 玻 色 子 用 B、 表示 
弱 旋 二 重 态 的 电荷 量子 数 Q( 以 下 简称 电荷 ) 与 用 (= = 3 成 下 述 简单 的 


Q@ = 五 + 这 (3.6.12) 


Y 为 与 T3 无 关 的 常数 . 因此 , 以 了 为 量子 数 生成 的 U(1) 群 满足 上 述 的 要 求 , 可 以 
认定 它 就 是 所 需要 的 超 荷 群 . 了 也 就 称 为 超 荷 量子 数 (简称 超 荷 ). 对 每 个 二 重 态 可 
赋 子 一 个 Y 值 . @ 与 7T3,Y 间 的 上 述 线性 关系 , 使 得 电荷 算 符 有 可 能 成 为 剩余 对 称 

右手 轻 子 都 不 参与 弱 旋 作用 , 故 应 为 弱 旋 的 单 态 . 由 于 这 个 原因 , 弱 旋 群 通常 
记 作 SU(2)L, 总 的 对 称 群 就 是 SU(2)L x U(1)y. 此 对 称 群 与 1961 年 Glashow 提出 
的 一 致 , 所 的 以 电 弱 统一 理论 又 称 为 Glashow-Weinberg-Salam 理论 . 

按照 式 (3.6.12) 和 已 知 的 轻 子 电荷 取 值 , 左手 轻 子 二 重 态 的 Y 应 取 为 -1, 右手 
轻 子 的 超 荷 应 取 为 -2. 这 样 SU(2)r 和 U(1)y 都 属于 手 征 对 称 群 ， 

在 对 称 性 发 生 自 发 破坏 后 , 剩 下 的 对 称 性 既然 只 是 电磁 规范 群 U(1)。m, 就 将 有 
三 个 规范 玻 色 子 获得 质量 . 如 果 假 设 自 发 破坏 是 由 于 标量 场 p 的 真空 凝聚 所 引起 
的 , 那么 op 至少 要 有 四 个 分 基 , 其 中 三 个 分 量 成 为 N-G 粒子 , 一 个 分 量具 有 非 零 的 
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真空 期 望 值 因而 为 Higgs 粒子 . 最 简单 的 假设 就 是 为 SU(2) 的 复 二 重 态 . 在 取 适 
当 的 基底 下 , 其 真空 值 总 可 表 为 


1 0 
(Pw 一 V3 ( ， ) ) (3.6.13) 


其 中 , v 为 正 实数 . 
为 使 电荷 守恒 不 被 破坏 , 上 述 分量 应 不 带电 荷 . 这 样 , 标量 场 y 的 超 衔 应 取 为 
+1. 在 本 节 中 , 我 们 将 保持 9 为 复 场 的 形式 , 不 把 它 分 解 成 四 个 实 标量 场 . 
如 前 所 述 , 手 征 规范 对 称 性 的 成 立 不 允许 轻 子 有 质量 项 , 轻 子 只 能 通过 与 p 的 
斐 合 来 获得 质量 . 为 使 电子 获得 质量 , 只 需 引入 Yukawa 型 耦合 项 


f (pr Vr) ( "1 ) We + hc. (3.6.14) 
p2 
即 可 . ”的 自作 用 项 用 V(wp*w) 表示 . 这 样 , 具有 SU(2)r x U(1)y 定 域 规范 不 变 的 
拉 格 天 日 函数 就 形 如 
= FF, 7 BB 一 WLY @ ;griW 十 305, ) WL 
—wny(O\ + ig' BA)VR 一 (a 一 > g7iWY 十 5 ) "| (3.6.15) 
! 
x (2 一 7 Wi — 39'B ) ?| — fyrpwr — fyrpiyr ~ Vp* 9). 
! 
在 这 里 , 为 简略 起 见 没有 列 出 与 4 轻 子 和 7 轻 于 有 大约 项 他 们 可 以 类 似 地 写 出 ， 
并 加 到 上 式 右 方 . 在 式 (3.6.15) 中 , 超 荷 焰 合 常数 写成 为 291 其 余 符号 意义 如 下 ; 
Fi, = OW3 — O,Wi + gejyrt WE W,, 
Bi = OO,By — Ou,B,, 
Wi 
y 一 ) Ch 一 Wi, 
L | we ) 及 L 
(FO = —(TOR = —(Tk: 
由 于 规范 对 称 群 不 是 一 个 单 群 , 而 是 两 个 群 的 直 乘 , 因此 引入 了 两 个 规 克 灶 合 常数 . 
为 了 消去 N-G 粒子 , 我 们 要 将 它 变换 到 么 正规 范 . 首先 将 w 表示 成 


0 
% 二 Q@ (7)T | y + n(x) ， (3.6.17 ) 


V2 


(3.6.16) 
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0 
其 中 , (xz), n(x) 和 w 都 是 实数 ， | v 代表 wp 的 真空 值 . 不 难看 出 , 任意 P(z) 


V2 
0 
部 可 写成 这 一 形式 . 第 二 步 是 通过 规范 变换 将 p 变 成 | nz) | 
V2 
这 样 就 变 到 了 乏 正 规范 . 其 中 的 规范 场 我 们 仍 用 Wi 和 BA 来 表示 , 轻 子 场 仍 
用 如 和 we 表示 , 拉 格 明日 函数 于 是 化 为 
-2 三 ,Fi, 7 BB, — WIL) @ 一 25977112 + + 79 A WL 


—prY(ON + ig' BA)YR 一 (OM)(ON) 一 -0 十 四 太 We 


1 2f 27TTrLTTrl 2TT7r2 3 /PP \2 (n+ v)? 
-3(0 + lg (WW + WAWR) + (9W ~ 9B —V (ME 


(3.6.18) 
从 上 式 我 们 看 到 , WX 和 Wax( 或 者 说 Wx 和 Wa ) 获得 质量 
Mw = gv (3.6.19) 
获得 质量 的 另 一 个 规范 玻 色 子 为 WM 与 B、 的 一 个 混合 ， 
1 / 
Za = WS 一 9 B,), (3.6.20) 
1 zr 。 » 
其 中 的 J 为 归 一 化 因子 . 定义 Weinberg 混合 角 为 
gw = cos 一 -二 =sinr-1 9 (3.6.21) 
则 Z 又 可 写成 
2 = cos Ow WS — sin Ow Ba. (3.6.22) 
不 难看 出 它 的 质量 为 , 时 
Mz = 2V9° 十 gv 一 oe ge (3.6.23) 
从 式 (3.6.18) 还 可 看 出 , 电子 也 获得 一 个 质量 , 其 值 为 
me 一 已 包 (3.6.24) 
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与 Za 正 交 的 另 一 个 “HA 与 Bs 的 组 合 ”是 


1 
4 = 一 一 一 -一 (9%WY 二 9B) = cosOwB, + sinOwWS. (3.6.25 ) 


它 保 持 质量 为 零 , 也 就 是 现在 所 称谓 的 光子 . 
从 式 (3.6.22) 和 (3.6.25) 可 以 反 解 出 W3 和 B: 


WS = cos0w2G + sin Ow A,, (3.6.26) 
B\ = cosOw 4 一 SinOwZA， 


将 此 式 以 及 式 (3.6.9) 代入 儿 中 “ 轻 子 与 规范 场 的 作用 项 ”44nt, 即将 它 化 为 
Le i + TtWX )Wr 
+i 吉庆 一 一 一 LT》 区 — Qsin” ow ) VLZ\ (3.6.27) 
9 


由 8 sin2 Ow YRYI WAZM — ieyeyA%e4A， 


其 中 , Q 代表 电荷 (量子 数 ) 矩阵 , 而 


/ 
J = gsinOw = g cosOw, (3.6.28) 


e 二 


代表 电子 电荷 的 绝对 值 . 

式 (3.6.27) 中 的 最 后 一 项 就 是 电磁 作用 项 . 我 们 把 “与 Z 耦合 的 流 ” 称 为 中 性 
弱 流 @, 它 的 形式 为 

J0) = 4ipy\ (Ts — Q sin? Ow)w. (3.6.29) 

此 表达 式 对 左手 轻 子 和 右手 轻 子 都 适用 , 只 要 注意 后 者 的 73 值 为 零 即 可 . 

不 难 证 实 , 如 上 化 出 的 .多 具有 U(1)。m 规范 对 称 性 . 

我 们 看 到 中 性 弱 流 , 八 ) 具有 比较 特殊 的 形式 .值得 指出 的 是 , 这 一 形式 实质 
上 是 由 电荷 与 T3 和 Y 的 关系 式 (3.6.12) 所 决定 , 并 不 依赖 于 标量 场 p 的 具体 取 
法 . 因为 从 @ = Ts + 3Y 可 以 确定 : 与 生成 元 @ 相对 应 的 规范 改色 子 ( 光 于 ) 场 为 
EA Wt) 而 与 光子 相 正 交 另 一 规范 玻 色 子 Z、 就 是 J 
g'B、). 由 此 就 可 以 确定 与 Z、 相对 应 的 生成 元 , 从 而 确定 中 性 弱 流 7. 其 结果 即 
如 式 (3.6.29) 所 示 . 换 句 话说 . 我 们 只 要 把 式 (3.6.26) 作为 纯粹 的 定义 代入 到 轻 子 
与 规范 场 的 作用 项 .2 中 , 并 要 求 与 4、 相 耦 合 的 生成 元 为 8 = Ts + 5Y, 即 可 把 


@ 而 把 与 WX 耦合 的 称 为 中 性 弱 旋 流 . 
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上 述 作 用 项 化 成 式 (3.6.27) 的 形式 , 而 不 论 p 和 它 的 真空 值 如 何 . 为 使 4 质量 保 
持 为 零 , 只 需要 假定 p 的 真空 值 分 量 不 带电 荷 就 够 了 . 

在 低能 弱 作 用 过 程 中 , 由 于 Wh 和 2Z、 的 质量 平方 比 它们 所 传递 的 动量 9 的 平 
图 近似 下 , 可 以 近似 用 流 - 流 直接 作用 来 描写 , 等 效 拉 格 天 日 函数 中 的 作用 项 即 为 


_ _ ] 
4 BODO +I ND + a | (3.6.30) 


__9 
™ 8M2, 


将 此 式 与 (3.6.5) 相 比 , 立即 看 出 : 它 包 纳 了 V-A 理论 , 但 多 出 一 个 中 性 弱 流 的 耦合 
项 . 通过 这 一 比较 还 可 得 出 费 米 看 合 常数 GF 与 g 及 Mw 的 关系 : 


2 


g 
GF = 一 . 3.6.31 
~ 4V3M3, (3.6.31) 


这 样 只 要 测 出 了 Weinberg 角 bw, 即 可 从 式 (3.6.28), (3.6.31) 和 (3.6.23) 根据 已 知 
的 € 和 GF 值 把 0 9， Myw 和 Mz 都 确定 出 来 . 
3. 强 子 的 计 入 

在 V-A 理论 中 , 强 子 的 弱 流 包括 异 数 改变 和 异 数 不 改 变 两 部 分 . 如 果 用 夸克 子 
来 表示 , 其 形式 即 为 


JI) = ilcosbcV ya (1 + ys)wba 二 sinbgcW myA(L 二 让) (3.6.32) 


其 中 心 d,s 为 夸克 子 的 味 标 . bc 称 为 Cabibbo 混合 角 . 上 式 与 轻 子 贡献 的 J(+) 合 
在 一 起 , 构成 总 的 7) 并 以 统一 的 耦合 常数 GE 作成 V-A 理论 的 流 - 流 作用 项 . 
我 们 用 d 表示 d 夸克 子 与 s 夸克 子 的 一 个 混合 : 


~ 


d = cos bcd + sin bcs, (3.6.33) 
4 的 电荷 像 4 和 s 一 样 等 于 -3. 这 样式 (3.6.32) 即 可 写成 
DY = nl + ys) wy (3.6.34) 
从 而 wu 和 吉 应 构成 弱 旋 的 二 重 态 . 它们 的 超 荷 了 根据 式 (3.6.12) 定 出 为 3. 至 于 
un dn 和 sn 都 将 为 弱 旋 的 单 态 , 它们 的 超 荷 Y 应 分 别 取 为 5，- 了 和 一 了， 


在 规范 理论 中 , 如 果 我 们 仿照 式 (3.6.15) 或 (3.6.18) 写 出 夸克 子 与 规范 场 的 作 
用 项 , 则 中 性 弱 流 中 将 出 现 异 数 改 变 的 部 分 -isin 9c cos 9c (WV 汉 吕 十 融和 如 )?, 此 


@ 这 是 从 一 V4y、w8 项 中 出 来 的 
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结果 与 实验 是 不 符合 的 . 为 了 消除 这 一 矛盾 , 1970 年 Glashow、Tlliopoulos 和 Maiani 
提出 一 个 消去 异 数 改 变 的 中 性 弱 流 的 机 制 (GIM 机 制 ). 他 们 假定 存在 另 一 个 专 克 
子 c, 它 的 左手 分 量 cL 与 “s 和 d 的 另 一 个 组 合 ” 5 的 左手 分 量 5 也 构成 一 个 弱 旋 
二 重 态 , $ 的 表达 式 为 

SS 一 cos0cs 一 Sinbcd， (3.6.35) 


3 与 4 正 交 , 此 弱 旋 二 重 态 的 超 荷 亦 为 5. c 的 右手 分 量 ca 同样 为 弱 旋 单 态 , 超 荷 
为 5. 不 难看 出 此 一重 态 贡 献 的 异 数 改变 的 中 性 弱 旋光 (从 -好 出 来 的 ), 正 
好 与 原来 的 异 数 改 变 部 分 互相 消去 . 剩 下 的 中 性 弱 旋 流 就 只 是 

i(WTr YA 一 Vey + VME — DLN ). 
这 一 关于 存在 c 夸克 子 的 假设 , 后 来 (1974 年 ) 已 为 实验 所 证 实 . 
在 对 称 性 发 生 自 发 破坏 后 , 夸克 子 与 Wt, Z、 及 4A、 的 作用 项 仍 形 如 


1 一 ， 1 /一 1 ,一 
LN = 59PLMTI WAN + OD + 59 VBRMY BYR 


一 nT WY + TW )wr t+i ge ge PT 一 sin20wQ) 加 2 
一 i 一 乞 一 sin2gwWVnT7AQWRZA + ieyTyAQ%A4A， 
cos Ow 


(3.6.36) 


与 轻 子 的 作用 项 相似 . 其 中 , yr 代表 夸克 子 的 左手 弱 旋 二 重 态 | ~ ) 和 ( 本 ) 
L 


5L 
wR 为 右手 弱 旋 单 态 . 

剩 下 的 是 夸克 子 的 质量 问题 , 它们 亦 可 通过 夸克 子 与 标量 场 的 看 合 来 产生 , 但 
与 前 有 些 不 同 之 处 ，@ 对 于 轻 子 , 只 是 二 重 态 中 的 第 二 分 量 获得 质量 , 而 现在 两 个 
分 量 都 要 获得 质量 ;@ 二 重 态 中 的 分 量 并 非 就 是 质量 的 本 征 态 . 这 两 个 问题 可 以 通 
过 引入 更 普遍 形式 的 Yukawa 耦合 而 得 到 解决 . 


我 们 知道 , p* 按 SU(2) 基础 表示 的 逆 步 表示 变换 , 而 imzp* = | 0 ) 则 同 
Pp1 
( 本 ) 一 样 变换 9 | 2 ) 的 超 荷 仍 与 p 反 号 . 这 样 , 夸克 子 与 p 耦合 的 最 普 
Pp2 Pp1 
@ SU(2) 基础 表示 的 进步 表示 的 生成 元 为 777, 即 ) ( 7 ) ( 1 ) 车 
—1 0 1 0 0 1 
wim = ( ) 作 竺 从 杰 得 出 结果 为 ( 由 ) ( ?7 外 mn 这 表明 


1 0 1 0 i 0 0 
i7292” 柯 9 一 样 地 变换 . 
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十 h.c.. 
这 里 为 普遍 起 见 ， 我 们 把 作为 对 称 群 表示 基底 的 夸克 子 一律 用 wd, w 和 9% 表 
示 @. 具有 确定 质量 的 夸克 子 则 用 w d c 和 s 表示 
对 称 性 自发 破坏 后 出 现 的 夸克 子 质量 项 为 
- 巧 0 三 ye + fap we + fp: ye + fa ye 
fo we + fo WE + fr RE + ep) 
十 h.c.. 


由 此 看 出 , 大 

fs= foe=/f7= fs=0, 
则 w, d', c 和 s' 就 将 是 质量 的 本 征 态 , 本 征 值 分 别 为 -有 -万 记 "fe 和 
疡 j 而 在 方 , F6, fr7, fs 不 为 零 (或 不 全 为 零 ) 的 情况 下 , 质量 的 本 征 态 就 将 与 群 


表示 的 基底 d', ww, c 和 s' 不 同 . 通过 对 量子 数 相 同 的 左手 分 量 和 右手 分 量 作 分 别 
的 么 正 变换 ( 因 左 右手 分 量 原本 是 不 同 的 Weyl 场 ), 总 可 使 上 面 求 出 的 质量 矩阵 对 
角 化 并 使 本 征 值 为 正 . 相应 的 质量 本 征 态 即 为 u, dc 和 s. 
我 们 可 按 普通 的 习惯 把 夸克 子 弱 旋 流 用 质量 本 征 态 表示 出 来 . 
与 Wi+ 相 看 合 的 夸克 子 流 , 原本 的 项 可 以 合 起 来 ( 即 把 di 一 ,5sL 一 cL 的 带电 流 合 
写 在 一 起 ) 写成 ， 
Je = 2i(PY Pi) | >; ) , (3.6.37) 


L 


(宇和 和 全 | 是 ( 和 | 和 ( 各 ) 的 下 交合 
dr 51, dL, SL 
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质量 本 征 态 和 群 表 示 基 底 间 的 关系 可 一 般 地 写成 


加 -sw ) -5 ( 
pL WL WL pL 
S1 和 Sz 都 是 么 正人 矩阵 . 代入 前 式 后 , 即将 它 化 为 


pe VL 
1 = 2i(PY Bi) S152 | -3 | = | 二 ) , (3.6.38) 
pi Pi 
其 中 
S = S15,, (3.6.39) 
为 一 个 2x2 么 正人 矩阵 . 此 矩阵 共 含 四 个 参量 ， 一 个 转动 角 和 三 个 相位 因子 . 通过 重新 定义 
四 个 左手 场 分 量 的 相位 ， 可 以 吸收 掉 其 中 的 三 个 相位 因子 , 使 矩阵 S 化 为 
Go | cosOc sino0c ) (3.6.40) 


一 SinoOc cosOoc 


的 形式 , 这样 , 式 (3.6.38) 就 化 为 Cabibbo 的 结果 . 由 此 可 见 ， 弱 作用 中 的 Cabibbo 混合 , 来 
源 自 质 量 本 征 态 与 群 表示 基底 间 的 失 配 (两 者 不 一 致 ). 

以 上 只 考虑 了 两 族 夸克 子 , 如 果 考 虑 三 族 ( 即 加 上 和 65), 则 相应 的 5S 成 为 3x3 的 么 
正人 矩阵 ， 它 的 一 般 形式 中 含有 三 个 转动 角 和 六 个 相位 因子 . 通过 六 个 左手 场 分 量 的 相位 变 
换 只 能 消去 五 个 相位 因子 . 于 是 S 中 还 剩 下 一 个 相位 因子 . 如 果 确 实 存在 这 样 一 个 相位 因 
子 那 就 意味 着 CP 对 称 性 的 破坏 (Kobayashi-Naskawa 机 制 ). 


4. 实验 检验 与 讨论 


Glashow-Weinberg-Salam 理论 所 预言 的 中 性 弱 流 式 (3.6.29) 已 为 实验 所 证 实 . 
从 不 同 实验 定 出 的 sin? 9w 值 大 体 上 一 致 , 其 值 为 
sin2 Ow ~ 0.22. (3.6.41) 


这 样 , 按 式 (3.6.28) 从 电子 电荷 值 e 即 可 定 出 9 和 9 , 它们 分 别 约 为 e 的 4.5 倍 和 
1.05 倍 . 我 们 看 到 , 弱 旋 作用 和 弱 超 荷 作 用 从 耦合 常数 大 小 来 说 并 不 弱 , 都 与 电磁 
作用 同 量 级 . 

按照 上 面 求 出 的 9 和 9 以 及 费 米 耦合 常数 GF 的 实验 值 , 可 进一步 定 出 W 和 


2 的 质量 ， 
Mw 80GeVy/c2， 


Mz ~ 90GeV /ce’. 
1983 年 W 玻 色 子 和 2 玻 色 子 相继 被 发 现 , 它们 的 质量 在 实验 误差 范围 内 与 理论 的 
上 述 预 言 值 一 致 . 这 样 Glashow-Weinberg-Salam 理论 就 已 得 到 了 实验 的 证 实 . 在 此 
理论 体系 中 , 唯一 尚未 被 发 现 的 只 是 Higgs 粒子 . 


(3.6.42) 
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Glashow-Weinberg-Salam 理论 的 被 证 实 , 不 仅 使 弱 作 用 有 了 一 个 完整 的 理论 
(此 理论 是 可 重 正 化 的 , 因此 可 以 计算 任意 高 阶 的 修正 ), 而 且 使 我 们 对 真空 的 认识 
前 进 了 一 大 步 : 真空 并 非 空 无 所 有 , 而 是 非 平 几 的 场 状态 , 它 的 性 质 对 现实 世界 的 
图 景 有 着 重大 的 影响 . 真空 不 仅 屏蔽 了 弱 作 用 使 它们 成 为 短程 作用 , 而 且 使 旋 量 粒 
子 获得 了 质量 . 所 有 旋 基 粒子 原本 都 是 无 质量 的 , 它们 的 质量 像 W 和 2 正 色 子 一 
样 来 目 它们 与 真空 中 凝聚 场 的 相互 作用 . 这 些 粒 子 静 质量 所 对 应 的 能 量 (按照 质 能 
关系 ) 实际 上 是 它们 与 真空 凝聚 场 的 相互 作用 能 . 光子 之 所 以 保持 质量 为 零 , 是 由 
于 真空 凝聚 场 不 带电 荷 因 而 不 与 光子 互相 作用 . 除 此 之 外 , 这 个 理论 还 告诉 我 们 , 旋 
基 粒 子 的 左手 分 量 和 右手 分 量 原本 是 不 同 的 粒子 , 具有 不 同 的 弱 旋 和 超 荷 量子 数 ， 
只 是 由 于 它们 可 以 通过 与 真空 凝聚 场 的 作用 互相 转化 , 而 被 我 们 认 作 是 同一 粒子 的 
左右 手 分 量 . 

这 样 看 来 , 左右 对 称 性 并 非 物理 学 的 基本 对 称 性 . 电磁 作用 之 所 以 具有 左右 对 
称 性 , 是 由 于 配 成 四 分 量 狄 拉克 粒子 的 两 个 Weyl 粒子 (一 个 是 第 一 类 , 一 个 是 第 二 
类 ) 具有 相同 的 电荷 . 这 一 点 可 从 真空 凝聚 场 不 带电 人 荷 , 而 这 两 个 Weyl 粒子 可 通过 
与 它 作用 互相 转化 而 得 到 保证 ( 强 作 用 具有 左右 对 称 性 的 道理 与 此 相同 , 因 真 空 凝 
聚 场 也 不 带 色 和 荷 ). 

电 弱 统一 理论 虽然 大 大 丰富 了 我 们 对 物理 世界 的 认识 , 但 它 也 有 许多 不 足 的 地 
方 . 首先 , 从 严格 的 意义 来 说 , 它 并 不 是 弱 作用 与 电磁 作用 的 统一 理论 而 是 它们 的 
综合 理论 , 因为 此 理论 中 的 对 称 群 为 两 个 群 的 外 乘 , 含有 两 个 独立 的 耦合 常数 . 换 
句 话 说, 只 是 把 原来 的 两 种 相互 作用 (电磁 作用 和 弱 作 用 ) 换 成 了 男 外 两 种 相互 作 
用 ( 超 荷 和 弱 旋 作用 ). 其 次 , 粒子 的 超 荷 值 是 根据 它 的 已 知 电荷 值 而 设 定 的 , 超 荷 群 
本 并 未 对 超 荷 的 取 值 有 任何 限制 . 因而 这 个 理论 不 能 说 明 为 何 轻 子 电荷 与 夺 克 子 电 
荷 之 间 成 简单 的 整数 比 关 系 . 再 次 , 此 理论 引入 了 太 多 的 参量 , 即 标量 场 的 目 作 用 
参量 , 和 标量 场 与 轻 子 以 及 标量 场 与 夸克 子 的 Yukawa 耦合 常数 

还 有 一 点 可 能 使 人 不 满意 的 地 方 , 那 就 是 在 弱 作 用 、 电 磁 作 用 和 强 作用 都 被 纳 
入 规范 作用 (QCD 也 是 规范 理论 ) 的 同时 , 又 引入 了 不 少 的 非 规范 作用 ( 即 标量 场 
的 自作 用 和 Yukawa 作用 它们 虽 是 规范 不 变 的 , 但 并 非 规范 作用 ). 为 了 消除 这 些 非 
规范 作用 和 相应 出 现 的 参量 , 一 些 研究 者 提出 用 “ 旋 量 粒子 对 ”来 代替 基本 标量 场 
2 的 设想 . 这 种 理论 称 为 对 称 性 的 动力 学 自发 破坏 理论 , 因为 在 真空 中 凝聚 的 不 
是 专门 引入 的 标量 场 , 而 是 由 动力 学 产生 的 正 反 旋 基 粒子 的 束缚 态 . 这 种 观点 无 疑 
是 吸引 人 的 , 但 束缚 态 的 研究 超出 了 微 扰 论处 理 的 范围 , 理论 方法 上 的 难度 很 大 . 

为 了 解决 前 两 个 问题 人 们 自然 想到 把 强 作 用 也 包括 进来 构成 大 统一 的 理论 ， 


@ 标量 场 的 自作 用 和 Yukawa 耦合 不 具有 渐 近 自由 性 (参见 第 六 章 ), 这 也 是 电 弱 统一 理论 的 一 个 问题 , 
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因为 目前 已 有 不 少 实验 证 据 支 持 色 动力 学 (QCD). QCD 引进 了 新 的 强 子 内 部 目 由 
度 ( 色 自 由 度 ), 并 把 强 作 用 归结 为 色 自 由 度 上 的 定 域 规范 理论 . 对 称 群 为 SU(3), 通 
常用 SU(3)。 来 表示 它 , 脚 标 c 表示 色 空 间 . 这 样 将 弱 、 电 、 强 合 起 来 , 总 的 对 称 群 
即 为 

Gs 三 SU(2)rL x U(l)y x SU(3)c.. 


人 们 希望 能 用 一 个 单 群 把 它 包括 进去 . 具有 这 一 性 质 的 最 小 单 群 为 SU(5) 群 , 以 它 
为 对 称 群 , 将 有 统一 的 耦合 常数 . 

我 们 知道 ， 弱 旋 、 超 荷 和 色 三 种 作用 具有 不 同 的 看 合 常数 , 这 一 事实 如 何 与 
SU(5) 的 统一 耦合 常数 相 协调 ? 解决 这 一 问题 要 用 到 重 正 化 群 理论 (参见 第 六 章 ). 
在 这 里 只 能 作 人 简单 的 说 明 . 

通过 实验 所 定 出 的 耦合 常数 是 重 正 化 的 耦合 常数 , 它 的 数值 与 重 正 化 点 的 选取 
有 关 . 当 我 们 研究 某 一 能 量 区 域 的 物理 现象 时 , 实际 表现 出 的 耦合 强度 可 用 “ 重 正 化 
点 取 在 该 能 量 区 域内 ”的 耦合 常数 值 来 标志 . 从 重 正 化 群 方程 可 以 得 出 , 如 果 SU(5) 
对 称 性 在 一 个 非常 高 的 能 量 标 度 ( 约 10%GeV) 处 , 自发 破坏 到 上 述 Gs 对 称 性 (从 
而 一 部 分 规范 玻 色 子 成 为 超重 粒子 ), 那么 当 重 正 化 点 变 到 目前 实验 所 达到 的 能 量 
标 度 ( 约 小 于 102GeV) 时 , 各 个 子 群 对 称 性 将 具有 不 同 的 耦合 浓 数 . 这 就 是 解决 前 
面 提出 的 问题 的 一 种 理论 方案 . 

下 面 我 们 说 明 一 下 , 在 SU(5) 大 统一 理论 中 旋 量 粒子 的 多 重 结构 . 此 对 称 性 仍 
是 手 征 性 的 , 所 有 旋 量 粒子 的 质量 都 为 零 , 它们 的 左 、 右 手 分 量 分 属 不 同 的 表示 . 

目前 所 知道 的 全 部 旋 量 粒子 可 以 归 成 三 族 . 第 一 族 包 括 e,v, ww d, 第 二 族 包括 
Lv', c, 5s, 第 三 族 包 括 +, wv”, t, b. 每 种 夸克 子 又 分 三 个 不 同 的 色 (量子 数 ). 这 样 每 
族 共有 15 个 Weyl 二 分 量 粒 子 . 例如 第 一 族 有 eL, eR 页 好 好， 证， 奈 ， 舍 全， 
di， 叶 ,号 ， dR， 其 中 左手 分 量 属于 第 一 类 Weyl 场 , 右手 分 量 属于 第 二 类 
Weyl 场 . 但 如 上 节 所 指出 的 , 右手 分 量 通过 共 斩 也 可 用 第 一 类 Weyl 场 来 描述 , 这 
样 每 一 族 包含 15 个 第 一 类 Weyl 粒子 (这 一 做 法 也 就 是 把 放量 粒子 的 右手 分 量 用 
它 的 反 粒 子 的 左手 分 量 来 代 换 , 这 两 者 对 应 于 同一 客体 ). 在 SU(5) 大 统一 理论 中 ， 
每 族 旋 量 粒子 构成 SU(5) 的 两 个 多 重 态 , 即 5 维 逆 步 表 示 ( 记 作 5*) 和 10 维 表示 
的 基底 . 以 第 一 族 为 例 , 具体 填 法 如 下 : 


ds 0 U3 一 2 一 2 一 看 
d5 一 28 0 uf 一 U2 —d» 
ds 三 Us 一 2 0 us 一 da 
e 一 Ul U2 ?13 0 一 e+ 


一 以 ai do d3 et 0 


L L 
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在 上 式 中 ve 和 de 代表 有 反 奔 克 子 . 如 前 所 指出 的 , 正 粒 子 的 元 手 分 量 和 反 粒 子 的 元 
手 分 量 原 为 两 个 不 同 的 Weyl 粒子 , 又 都 是 第 一 类 的 , 故 并 不 排斥 把 它们 放 在 同一 
表示 的 基底 中 . 

这 种 多 重 结 构 有 一 个 惊人 特点 , 那 就 是 夸克 子 可 以 通过 吸 放 超 重 玻 色 子 而 转 
化 为 反 轻 子 , 甚至 转化 为 反 夸 克 子 . 这 样 , 不 仅 夺 克 子 数 和 轻 子 数 不 分 别 守 便 , 而 且 
它们 之 和 也 不 守恒 . 在 这 种 理论 中 , 质子 将 是 不 稳定 的 , 它 可 以 衰变 成 e +me? 或 
72 十 T 

SU(5) 的 成 功 之 处 有 : 不 需 引 入 多 余 的 旋 量 粒子 , 能 够 解释 电荷 的 量子 化 ( 指 
夸克 子 电 荷 与 轻 子 电荷 成 整数 比 ), 并 能 计算 出 sin 9w 的 正确 值 . 但 它 所 预言 的 质 
子 训 变 一 直 未 得 到 实验 证 实 , 理论 上 也 还 存在 “巨大 能 标 级 差 ” 的 困难 (两 次 自发 
破坏 的 能 量 标 度 相 差 10” 倍 ), 因此 还 不 见得 是 一 个 成 功 的 理论 . 

人 们 还 曾 提 出 过 其 他 一 些 大 统一 理论 模型 , 由 于 篇 幅 限 制 这 里 不 再 作 介绍 . 


3.7 规范 场 的 动力 学 变量 与 约束 , 规范 场 理 论 的 哈 冤 顿 体系 


哈密 顿 理论 体系 中 的 动力 学 变量 , 是 指 描述 系统 动力 学 状态 的 独立 、 互 相 共 思 
的 正则 坐标 和 正则 动量 .在 量子 电动 力学 中 , 我 们 已 经 知道 , 场 变 量 4 中 的 4o 
分 量 不 是 动力 学 变量 因为 不 存在 与 它 共 轿 的 正则 动量 。 这 从 电磁 场 拉 格 衣 日 函 
数 - 了 Fw Fow 不 含 8%4o 即 可 看 出 . 上 述 情 帝 对 于 非 阿 贝尔 规范 场 也 同样 存在. 从 哈 
密 顿 理论 体系 来 看 , 规范 场 实 际 上 是 一 个 带 约束 的 系统 . 研究 规范 场 变量 中 哪些 是 
真正 的 动力 学 变量 , 不 仅 使 我 们 对 非 阿 贝尔 规范 场 有 更 多 的 了 解 , 而 且 对 于 它 的 量 
子 化 也 有 着 重要 的 意义 . 


1. 问题 的 初步 分 析 
我 们 来 考察 单纯 非 阿 贝尔 规范 场 情况 . 这 时 拉 格 明日 函数 为 


1 
ZL = 一 TREE (3.7.1) 


我 们 按 通常 的 作法 来 求 与 场 变量 42 共 示 的 正则 动量 场 , 其 结 采 为 


2 
“5(5045) 


= iFe. (3.7.2) 


由 于 Fe& 对 Jv 是 反对 称 的 , 故 


0 一 一 irqd = 0, 
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即 与 48 共 斩 的 正则 动量 场 为 零 . 这 表明 48 如 同 电动 力学 中 的 ho 一 样 , 不 能 是 动 
力学 变量 . 仿照 电动 力学 , 定义 
Ee? = 一 FE = 一 6049 — 0;A8 + gCapy Ab AY. 


] (3.7.3) 
BY? = sejm Pl = ejm(O.AP — OAR + gCapy Ak A?) 
其 中 , j,k,l 取 1,2,3. 则 有 
n? = —E?,j= 1,2,3. (3.7.4) 
以 上 结果 与 电磁 场 的 情况 相似 . 实际 上 从 规范 场 方 程 
O,F%, = 一 .1 (3.7.5) 


中 不 合 8004o, 已 经 显示 出 48 不 会 是 动力 学 变量 . 
为 了 阑 明 48 在 哈密 顿 理论 体系 中 的 地 位 , 我 们 先 来 求 规范 场 的 哈密 顿 量 密度 
和. 按照 通 稼 的 构造 办 法 , 规范 场 的 能 量 - 动 量 张 量 为 


Ty = YL6 — (bde)- 2 _ 


oO 


0(0, 4a) 4(Fpo po ) Onv 十 (0,As)Fyo. (3.7.6) 


但 此 张 量 非 对 称 张 量 , 也 不 是 规范 不 变量 , 因此 不 能 定义 为 能 基 - 动 量 张 其 %. 
为 了 得 到 一 个 规范 不 变 的 对 称 张 基 , 我 们 在 上 述 张 量 上 附加 一 项 


AT = (—0s AS 十 gcapy A AT) PS. (3.7.7) 


通过 运动 方程, 此 项 可 化 为 全 微分 的 形式 ， -Bu (4s Fe ), 这 样 它 对 总 能 量 和 总 动量 
的 贡献 分 别 为 / Or(AF FE) dz 和 i / 9.(A? FJd3z 通过 三 维 空间 的 高 斯 定理 , 可 
将 它们 化 为 无 穷 远 面 上 的 面积 分 , 从 而 等 于 零 , 因此 增加 此 项 并 不 影响 总 能 量 与 总 


动量 的 值 9. Ti 加 上 AT 后 化 为 


1 
Tw = -7 (Fe Fes) + Fo FS (3.7.8) 


po™ po HG” vO" 


这 就 是 我 们 所 需要 的 规范 不 变 的 对 称 的 能 量 -动量 张 基 , 其 形式 与 电动 力学 中 的 结 
果 是 相似 的 . 
Tu4 和 Ta 用 E* 和 B? 表示 出 来 的 结果 为 


1 
JT44 一 —-(E°” .EbE* +B°"”. B"”), 
2 (3.7.9) 


Ti4 = -i(E°* x B°). 


@ 出 此 问题 的 原因 就 在 于 规范 场 为 约束 系统 , 48 不 是 动力 学 变量 . 
@ 按照 式 (3.7.6) 定义 的 公所 计算 出 的 总 能 量 和 总 动量 代表 平移 变换 群 的 生成 元 .增加 ATuz 后 ， 
既然 不 改变 总 能 量 和 总 动量 的 值 , 也 就 不 影响 它们 作为 平移 变换 群生 成 元 的 地 位 
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于 是 哈密 顿 量 密度 .ji 为 >(E*. E* + B*. B*), 总 哈密 顿 量 可 表 作 
H= / Hd3x = ; / (E* Er + B? Be)d (3.7.10) 


以 上 讨论 的 虽然 是 纯 规范 场 的 情况 , 但 存在 旋 量 场 和 标量 场 时 , 哈密 顿 量 中 的 
规范 场 部 分 仍 由 上 式 表示 . 
拉 格 朗 日 函数 式 (3.7.1) 用 BE? 和 By 表示 出 来 的 形式 为 


1 人 [8 4 人 [8 4 人 [8 4 


将 此 式 代入 作用 量 中 , 并 利用 (3.7.3) 第 一 式 , 即 得 T= J ad’z = /[(-0049 一 0;A8 十 
9capyA0 各)E? 一 .Zld4z 通过 对 三 维 积分 项 | (6;48)B?d3z 作 分 部 积分 , 可 将 7 化 
为 

I = / [—(00AS)E? — H + A8(O;E? + gcapy As 到)]d4z (3.7.12) 


从 下 一 小 节 的 讨论 我 们 将 看 到 , 如 果 式 (3.7.12) 右 方 只 有 前 两 项 , 则 规范 场 就 
是 通常 的 哈密 顿 系统 , 动力 学 变量 为 49 和 (9). 但 式 (3.7.12) 右 方 第 三 项 的 存 
在 使 得 情况 发 生 了 变化 . 因为 作用 量 了 对 A9 变 分 所 得 出 的 方程 


OjE? + gcapy Af EY = BD EF =0 (3.7.13) 


给 出 五 " 的 三 个 分 量 和 A 的 三 个 分 量 之 间 的 一 个 关系 , 表明 上 述 六 个 分 量 不 是 互 
相 独 立 的 . 这 意味 着 规范 场 是 一 个 有 约束 的 系统 . 从 下 面 的 讨论 可 以 看 出 , 对 于 每 个 
群 指标 a, 规范 场 的 实际 动力 学 变量 只 包括 四 个 分 量 , 它们 可 取 为 4z 和 一 BE7( 肢 
标 了 代表 横 场 ). 至 于 48, 它 在 哈密 顿 理论 体系 中 是 处 理 约束 时 所 引入 的 拉 格 并 日 
乘 子 . 


2. 可 约 的 哈密 顿 系统 


我 们 先 来 考察 一 个 自由 度 为 n 的 系统 . 在 通常 的 变 分 原理 表述 中 , 拉 格 明日 量 
L 是 gq; 和 6; 的 浮 数 这 样 变 分 得 出 的 是 n 个 4 的 二 阶 方程 ( 拉 格 天 日 方程 ). 但 


是 , 我 们 也 可 把 工 表 成 Vp-H p,qg), 即 把 作用 基 表 示 为 


7 二 1 


r= be, p,qg 中 (3.7.14) 
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并 在 变 分 时 把 其 中 所 出 现 的 全 部 变量 p; 和 gq; 都 当 作 独立 变量 来 处 理 . 利用 6g;(t1) = 
bgj(t2) = 0 和 分 部 积分 , 即 得 


. OH 
07 = > / 人 动 0pj 一 (pi 十 5 dt 
, 9) (: 5 
一 di 一 < 一 op 一 7 二 二 一 09 dt. 
> ( 6p)  \? 609/ 


由 于 6q; 和 6p; 是 独立 的 变 分 , 故 导 出 方程 
oH 


qd; 一 Op; 一 0， 
(3.7.15) 

.0H _0 

~ dg; l 


由 此 方程 及 端 条 件 “gqj (1) = qi ,gq;(t2) = qi ” 即 可 确定 qj(t) 和 pj(t). 

式 (3.7.15) 就 是 通常 的 哈密 顿 方程 , 它 包 售 2n 个 一 阶 方程 , 与 原来 的 n 个 二 阶 
方程 等 价 . 

再 考察 带 约束 的 系统 , 设 它 的 运动 可 用 下 述 形式 的 作用 基 


= |/ Dn -ooo dt (3.7.16) 


来 描述 , 其 含意 是 , 将 了 中 所 出 现 的 全 部 变量 qj(t),p;(t) 和 Qalt) 都 作为 独立 变量 
来 变 分 , 所 得 出 的 方程 就 是 该 系统 的 运动 方程 . 


从 式 (3.7.16) 变 分 出 来 的 结果 为 
OH(p,g) 二 ”ppo(pq) 
d7 一 op 1 = 0, 
j = 1,2,..n. (3.7.17) 
Dy + wp D) yo Opolp,g) _ 1 
a=1 
pa(p,q) = 0. (3.7.18) 


这 里 共有 2n 十 m 个 变量 , 方程 数目 亦 为 2n. 十 m, 其 中 2n 个 为 一 阶 方程 , 男 外 m 个 
不 含 对 t 的 微 商 . 不 难看 出 , 这 原 是 一 个 个 自由 度 的 系统 , 正则 变量 为 (p,q), 哈密 
顿 量 为 H, 但 p, p 之 间 现 存在 着 约束 式 (3.7.18), Q。 是 为 处 理 约束 而 引入 的 拉 格 明 
日 乘 子 . 引入 Qo 的 目的 , 是 为 了 在 变 分 时 可 将 有 约束 的 正则 变量 p; 和 q; 作为 独立 
变量 来 处 理 . 
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当 ya(p,q) 和 互 (p,9) 满足 一 定 条 件 时 , 我 们 将 称 此 系统 为 广义 的 哈密 顿 系统 ， 
因为 它 实 际 上 与 一 个 n 一 m 个 自由 度 的 常规 哈密 顿 系统 等 效 , 其 独立 的 正则 变量 数 
为 2n - 2m( 不 是 原来 的 变量 数 2n 减 去 约束 条 件 的 个 数 m). 

用 符号 C 表示 原来 的 2n 维 相 空间 中 满足 约束 条 件 式 (3.7.18) 的 子 空间 , 并 用 
符号 

f(p,q)~ 0 


表示 函数 f(p,gq) 在 此 子 空间 中 为 零 (而 不 是 在 整个 2n 维 空间 中 为 零 ). 也 就 是 说 ， 
对 于 满足 约束 条 件 的 p, 9 值 , f (p,q) 等 于 零 . 利用 此 符号 , 上 述 系统 成 为 “可 约 的 哈 
密 顿 系统 ”的 条 件 可 表示 为 

{pa, H} ~ 0, 

{pa, po} ~ 0. 


其 中 , 曲 括号 代表 泊 松 符号 (下 同 ). 
我 们 来 讨论 此 系统 的 性 质 . 首先 , 在 上 述 条 件 下 , 知 约 束 式 (3.7.18) 在 初始 时 刻 
成 立 , 则 只 要 q(t) 和 p(t) 满足 式 (3.7.17), 在 任何 时 刻 约束 都 将 目 动 成 立 . 因为 
dpa _ Opa, Opa . 
dt Bp pj 十 Dg; qj) 
将 式 (3.7.17) 代入 后 , 即 得 出 ( 的 求 和 范围 亦 为 从 1 到 m) 


dpa Opa ( oH 5 ) Opa (于 2 ) 
dt Op; Og; Og; Op; 


(3.7.19) 


Bp;} Op; 
= {pa, H}+ Qo{pa, pn} ~ 0. (3.7.20) 


这 样 , 式 (3.7.18) 只 起 限制 初 条 件 的 作用 , 剩 下 的 方程 为 2n 个 即 式 (3.7.17), 不 能 将 
p,q 和 Q@ 的 解 唯一 确定 . 
下 面 来 说 明 通过 引入 m 个 适当 的 附加 辅助 条 件 


Ba(p, q) = 0， (3.7.21) 
可 以 完全 确定 p, g 和 Q. 这 些 附 加 的 辅助 条 件 应 满足 下 述 要 求 2， 


det|{a, bo}| 芯 0， 


、 /OpaOH Opa 3】 
言 ， 2,H}= 一 -一 一 |】 
@ 这 里 的 泊 松 符号 仍 对 全 体 p,q 而 言 , 如 {pa, 五 } 2 ( Bq; dp; Og; Og 
@ (3.7.22) 第 一 式 的 意思 是 , 以 {pa, Bb} 作为 元 素 的 行列 式 不 为 零 . 第 二 式 并 非 必需 , 但 有 了 它 可 以 较 


方便 地 找 出 2n 一 2m 个 独立 的 正则 变量 . 
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{Ba, Bo} = 0. (3.7.22) 
在 此 辅助 条 件 下 , 系统 约 化 成 一 个 “n 一 m 维 自由 度 ” 的 常规 哈密 顿 系统 , 其 相 空 间 


即 为 原来 的 2n 维 相 空 间 中 满足 式 (3.7.18) 和 (3.7.21) 的 子 空间 C. 系统 的 2n -2m 
个 独立 的 正则 变量 9, 万 ( = 1,2,…,n 一 m), 可 以 按 下 述 办 法 来 找到 . 

首先 , 在 式 (3.7.22) 成 立 的 情况 下 , 可 通过 正则 变换 , 将 (p;, q;) 换 成 (p’,q;), 其 
中 gq 的 前 mm 个 分 量 与 p, 9 的 关系 为 


qs, = Ba(p,q), a = 1,2,:…,m. (3.7.23) 
将 整个 gq 写成 gs 和 5 两 部 分 . 
gq = (qs, g;), 7 =1,2,.…,n—m. (3.7.24) 
由 于 bo 满足 (3.7.22) 第 二 式 , 使 得 q 满足 作为 正则 坐标 的 要 求 : {q5, qb} = 0( 注 意 ， 
当 对 动力 学 变量 作 正 则 变换 时 , 泊 松 括号 的 值 不 变 ). 
与 gq 共 红 的 正则 动量 记 作 
p' = (pa 万)， (3.7.25) 
将 pa 表示 为 新 正则 变量 p', 9' 的 函数 后 , (3.7.22) 第 一 式 即 化 为 


Opa(D ,9 ) 
一 | 0. .7.2 
det Bp ¥0 (3.7.26) 


上 式 表明 , 从 pa(p'q) = 0 可 以 解 出 pb(b = 1,2,…,m). 在 约 化 的 相 空间 C 中 , 它 
将 只 是 名 入 的 函数 , 因由 式 (3.7.23), 在 C 中 
dg' =0. (3.7.27) 
我 们 将 如 此 得 出 的 ps 表示 为 
pa = Foa(p;, 0;). (3.7.28) 
系统 的 哈密 顿 量 可 先 用 p', q' 表示 出 来 , 再 利用 式 (3.7.27) 及 (3.7.28) 化 成 及 和 
的 函数 : 
H(59) = H(p', gq) =0p, =F, (p76) (3.7.29) 
可 以 证 明 , 以 向, $55; 为 独立 正则 变量 、 以 且 ( 六 为 哈密 顿 量 的 常规 系统 的 运 
动 方 程 
2 OH 
di 一 657， 


~» 06H 


(3.7.30) 


. 200 . 量子 非 阿 贝尔 规范 场 论 


将 与 式 (3.7.17), (3.7.18) 和 (3.7.21) 等 效 . 也 就 是 说 , 方程 (3.7.30) 的 解 与 满足 辅助 
条 件 式 (3.7.21) 的 原 方程 (3.7.17) 和 (3.7.18) 的 解 相 对 应 . 

我 们 只 须 考 虑 采用 新 正则 变量 (gq',p') 表示 的 方程 (3.7.17) 和 (3.7.18). 首先 从 式 (3.7.30) 
的 解 ,了 按 式 (3.7.27), (3.7.28) 以 及 (3.7.24) 和 (3.7.25) 等 式 来 构成 p 和 9 于 是 约束 条 
件 式 (3.7.18) 和 辅助 条 件 (3.7.21) 就 已 经 满足 . 

再 从 下 式 来 确定 拉 格 朗 日 乘 子 Q4: 


AH, 0 So. () ee :0) 0 ga=12...m. (3.7.31) 


Ope 


。/ 0 万 (P ,9 ) 一 / Opc(p',q ) 
0 一 一 一 一 一 一 ct 一 一 一 一 一 0 0 王 1)2 7 3.7.32 


就 已 满足 . 9; 所 满足 的 (3.7.30) 第 一 式 可 改写 为 (利用 式 (3.7.29)) 


» _ OH _ 8H(p,g) + 》 OH(p, 9) dpe 
” Op; Op; Ops Op 


将 式 (3.7.31) 代入 后 , 即 化 出 
2 - 0 q) Ope(p ,9 ) Opa 
;= -> 502 和 直 顺 
ps 是 通过 pce(p',q) = 0 解 出 的 并 为 方 和 8 的 函数 (各 个 qs 取 为 零 ), 因此 当 改 变 某 个 
Pj; 而 保持 qs,9G 和 其 余 方 不 变 时 ,po 将 相应 地 改变 ， 以 使 pe 保持 为 零 . 因此 有 


pel ; Bee 9) | > Er :2 a =0. (3.7.33) 
将 此 结果 代入 上 式 以 消去 we 即 得 出 
j= 2 人 3 QO es (8.7.34) 
式 (3.7.32) 和 (3.7.34) 合 起 来 就 是 以 p', q' 和 Q' 表示 的 (3.7.17) 第 一 式 . 
类 似 地 , V5; 满足 的 (3.7.30) 第 二 式 可 改写 成 
;= _oH(p ,9) _ > 9H ,9 ) Opo (3.7.35) 


Og; Op 0g; 


”“ @ 从 实质 上 说 , 我 们 是 通过 引入 辅助 条 件 来 确定 拉 格 朗 日 乘 子 Q4 的 . 因 辅 助 条 件 使 得 式 (3.7.32) 中 
的 第 一 项 为 零 . 由 此 即 化 出 式 (3.7.31). 
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像 导出 式 (3.7.33) 一 样 , 根据 同样 的 理由 有 


Ope(p ,9) Opc(p',q) Opa _ 
过 + 5 =0. (3.7.36) 
将 式 (3.7.31) 和 (3.7.36) 代入 式 (3.7.35) 后 , 即 得 出 D5; 满足 
记 = - OH(p',q') -Dol 0) ee) a) (3.7.37) 


009 | 


剩 下 的 就 只 是 ps 所 满足 的 方程 . 对 于 我 们 所 给 出 的 解 负 (#), 5j(t), ps(t) 以 及 qs(t) = 0， 
等 式 
pelp',q)=0 
在 任何 时 刻 都 成 立 . 于 是 有 


将 式 (3.7.34) 和 (3.7.37) 代入 上 式 后 得 
D9 总 二 3 ~ Opa | ,g ) + 四 2 和 2 和 


~ Opa | OH(p’, gq") 1) ee 9 ) 
-> Og a Op; + 0:0 | 


j=1 


利用 泊 松 括号 式 (3.7.19), 上 式 右 方 化 为 9 


-给 攻 ， ,9 ) + D0 () eee 2 | 
b 


dpe | OH(p',g) ) oe q) 
+ 30 be + Ql 2 | 

按照 式 (3.7.31)， 二 实 第 一 项 为 雪 于 是 了 
> 5 + SH) | Sy Q(t) ep | - 


29 C 一 ] Og 
再 由 于 3。 的 行列 式 不 为 办， 故 有 
b 


式 (3.7.37) 和 (3.7.38) 合 起 来 就 是 以 p,q' 和 Q@ 表示 的 (3.7.17) 第 二 式 . 
最 后 我 们 指出 : 对 于 8 入 初 值 的 取 值 已 无 任何 限制 . 


D dpe tp) 是 指 保持 针 所 p' 和 除 ql 以 外 的 其 余 9/ 不 变 情况 下 , 改变 q$ 的 值 时 (从 而 不 为 零 )pe 
b 
的 变化 率 . 此 变化 率 一 般 不 为 零 . 
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3. 非 阿 贝尔 规范 场 的 动力 学 变量 与 约束 


现在 回 到 非 阿 贝尔 规范 场 . 它 的 作用 基 式 (3.7.12) 具有 式 (3.7.16) 的 形式 ， 
49(z) 对 应 于 qj, 一 B9(z) 对 应 于 pj, 48(z) 对 应 于 Qa. 如 将 A9(z), -EB?(z) 和 
48(z) 都 作为 独立 变量 来 变 分 , 则 得 出 的 方程 为 


BoE? + (OF — gcapy A? FY') — gcapy Ab EY = 0, 
BoA? + E? +0;Ag — gcagy A AY = 0. (3.7.39) 


和 
Te(z) = 0;E? + gcapyAs EY = DB EF = 0, (3.7.40) 


亦 与 原来 的 方程 (3.7.5) 一 致 : 因 (3.7.39) 的 第 二 式 就 是 
Er? = —iF®, (3.7.41) 
将 此 式 代入 (3.7.39) 第 一 式 和 式 (3.7.40) 后 , 即将 它们 化 为 


DO 十 gcagv AP FO, 一 0， 


Vv ZI 


Ov Fa 十 gcapy Ab FY = 0, 


OP, 十 gcapv4 = 0. (3.7.42) 


此 即 式 (3.7.5). 
这 样 , 从 哈密 顿 理论 体系 来 看 , 48 是 拉 格 朗 日 乘 子 , 正则 变量 49 和 一 B9? 不 是 
完全 独立 的 , 它们 之 间 存 在 约束 条 件 式 (3.7.40). 根据 正则 变量 间 的 泊 松 括号 


—{AS(z,t), Er (y,t)} = 6j16a86(z — Y), (3.7.43) 
可 以 得 出 9 
{T°(z,t), Te(y,t)} = -gcasvpPr(z bz —Y) 一 0， 
{H, T°(z,t)} = 0. (3.7.44) 
@ 在 推导 (3.7.44) 第 一 式 时 , 要 利用 本 (Gy . 引 吉 -5(2 一 切 十 丰 人 base- 切 = 6(w 一 
Tj 了 


WB) (zm,) 以 及 雅 可 比 恒等式 capycyor 十 caoycyrpB 十 CarycyBo = 0. 而 在 推导 (3.7.44) 第 二 式 时 , 要 
J 


利用 cap- [6 AY) FE — gOyor Fr, AL A9 | 二 0. 此 式 可 从 [2;, 2, Fes|| 一 i|9; [2.12., 2;|| 二 
0 推出 . 
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这 表明 五 和 Fe 满足 式 (3.7.19) 的 要 求 , 从 而 非 阿 贝 尔 规范 场 为 一 个 广义 的 哈密 顿 
系统 . 我 们 可 以 引入 辅助 条 件 使 它 与 一 个 常规 的 哈密 顿 系统 等 效 . 

当 t 一 土 oo 时 , 由 于 浸 渐 移 引 , 约束 条 件 式 (3.7.40) 中 含 9 的 项 化 为 零 . 因此 它 
的 渐 近 形式 (也 就 是 加 在 渐 近 自由 态 上 的 约束 ) 为 


dE? =A. Er=0, 
即 共 轿 动量 的 三 维 纵 分 量 ( 脚 标 工 表示 三 维 纵 分 量 ) 为 零 . 于 是 辅助 条 件 的 一 个 目 
然 取 法 就 是 库仑 规范 条 件 (规范 势 的 三 维 纵 分 量 为 零 ) 
5j4? =A.A?=0. (3.7.45) 
下 面 来 证 明 此 条 件 满足 式 (3.7.22) 所 表述 的 要 求 . (3.7.22) 第 一 式 中 的 油 松 括号 在 


此 表现 为 
{T°(z,t), 0 A (2',t)} = {D(z) BT (x, 1), 0 AF (r,t)} 


= DF (5,t)00 (2 — 了) = MIS(A, x, 12,t). (3.7.46) 


在 式 (3.7.45) 成 立 的 条 件 下 , M。 实际 上 就 是 式 (3.2.44) 中 所 遇 到 的 算 符 0; : 997. 
我 们 来 证 明 , 在 微 扰 论 的 范围 内 , 算 符 Me 的 逆 是 存在 的 . 逆 的 存在 等 价 于 其 “行列 
算 符 Me 可 写成 两 个 算 符 之 差 的 形式 


M2 = (bapV? — gcapy AY6;)6(z — 1) (3.7.47) 


当 gh = 0 时 , M85 化 为 6aopV26(z 一 2'), 此 项 的 道 是 存在 的 , 在 oo 处 为 零 的 条 件 


， 1 oo 、 、 _ 、 、 、 
下 即 为 "一 标记 2. 当 94 足够 小 时 , 我 们 可 以 求 出 Ma? 的 微 扰 展 开 式 , 从 而 说 
明道 的 存在 . 
/ 1 ik.(Z2—’ 1 ik.(zw—w’ 1 二 
@OV25(z — 12’) = pr ENA dk gs er T )q3k, 首先 证 明 其 逆 为 (在 三 
、 、 1 1 va 
维 空间 无 穷 远 处 为 零 的 边 条 件 下) 一 315 人 Fe Tdk: 
1/ 1 ik. (TL 1 1 ppp , 
” 可 (2m)3 Ie es Ra dA 
= 一 [ keib dap 人 Re i d3k'S(k — Kk’) 
= dm) 
证 毕 . 


1 


其 次 , 在 完成 对 上 的 方向 角 积分 后 , 上 面 求 出 的 逆 即 化 为 - 亏 


zw. 
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一 般 地 说 , 硬 算 符 工 等 于 两 个 算 符 Lo 与 人 的 差 也 = Lo 一 介 ), 则 当 工 和 了 
的 逆 存 在 时 , 下 述 关系 成 立 


也 = 十 TO AT (3.7.48) 


于 是 在 人 为 小 量 的 情况 下 , 六 : 的 零 级 近似 即 为 Z0 . 通过 逐步 欠 代 可 以 求 出 以 后 
各 级 近似 . 最 后 得 出 五- 的 展开 式 为 


7 i=IL!+LoAL! +L ALI ALG 十 … (3.7.49) 


反 过 来 , 只 要 L9 存在 而 且 A 为 小 基 使 上 式 右 方 收敛 , 那么 工 的 逆 就 存在 并 
由 上 式 表示 , 因 不 难 验证 


F(LTI+ITIALTI+ITIALTIALTI 十 …) 
= (Lo— A)(Ls! +L5AL! + LALg ALG! 二 …) 
=1. 


将 以 上 结果 应 用 到 M。 上. 这 时 式 (3.7.48) 表现 为 


_ 0 9 1 
M-1(A ta8 ——— -fe /一 一 
c ( ; 完 , Y， ) 4r|lz 一 让 | 4 元 也 | 了 一 22/| 
casy AY (zt)0; Me (A, mV (3.7.50) 


在 94 小 时 , 通过 迭代 即 可 出 Ms 的 微 扰 展 开 式 , 从 而 论证 了 Me 的 逆 的 存在 . 
(3.7.22) 第 二 式 现 在 表现 为 
{0; AS (x,t), 0A? (2,t)} = 0. (3.7.51) 
此 式 显 然 成 立 . 
按 上 一 小 节 所 述 , 我 们 可 取 新 的 正则 坐标 为 [V . A? (zx), AT(z)], 其 中 A? 代表 
4 的 横 场 部 分 , 具有 两 个 独立 的 分 量 , 它 对 应 于 式 (3.7.24) 中 的 9 由 于 横 场 与 纵 


场 的 点 乘积 的 三 维 积分 为 零 , 故 作 用 量 式 (3.7.12) 中 的 第 一 项 - dz(004?) .五 “ 
可 化 为 一 /dz(60A? .BE + 00A4 .BY4). 再 将 五 f 表示 成 标量 函数 的 梯度 : 


Er? = Vra， (3.7.52) 


代入 上 述 表 达 式 后 即将 它 化 为 | dszIn*60(V . 48) (6044) . 人 ]. 


@ 因为 L-1= Ly1iLoL-!1= LoLo -A)L-!1+AL-!]= L(+AL- 1). 
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这 样 , 与 V. AY 共 轿 的 正则 动量 即 为 x*(z2), 它 与 式 (3.7.25) 中 的 po 相当 . 与 
AT 共 斩 的 正则 动量 为 -Ef, 它 相 当 于 该 式 中 的 D5. 

ra 可 通过 约束 条 件 式 (3.7.40) 用 48% 和 一 BE 表示 出 来 . 因为 将 式 (3.7.52) 代 
入 约束 条 件 式 (3.7.40) 后 , 再 利用 辅助 条 件 式 (3.7.45)( 它 相当 于 说 4A” 为 横 场 , 即 
A? = 0) 就 可 化 出 


V2n? 十 gcapy A . VA’ = 一 gca6- 4 五 工 . 


此 式 也 就 是 
8197 (4Tjre=JM26(hTzzbme(z bdsz/ 


一 一 gca6y4f(z) 瑟 了 (z) 
既然 Me 的 道 存在 (在 微 扰 论 范围 内 ), 则 r( 从 而 EL) 可 以 解 出 来 作为 hr 和 Er 
的 函数 . 

将 上 述 求 出 的 BL 和 “AL =0” 代 入 到 哈密 顿 量 下 A, 到) 中 , 即 可 化 出 五 (4r, ET). 
这 时 A 和 (- 五 8) 即 代表 规范 场 的 独立 的 正则 变量 . 对 于 每 个 群 指 标 a, 它们 共有 
四 个 分 量 . 而 作为 拉 格 朗 日 乘 子 的 A8, 则 像 前 面 的 8。 一样 , 可 由 4 和 ET 确定 . 

以 上 结果 与 “A? 实际 上 只 有 两 个 物理 的 偏振 状态 ”的 通常 结论 是 完全 一 致 的 . 
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在 非 阿 贝尔 规范 场 经 典 理论 提出 后 的 相当 长 一 段 时 间 内 , 它 的 量子 化 问题 一 直 
没有 很 好 地 得 到 解决 . 费 恩 曼 曾 指出 , 采用 简单 猜测 得 出 来 的 费 恩 曼 规 则 所 求 出 的 
9 矩阵 是 不 么 正 的 . 直到 1967 年 , Faddeev 和 Popov 才 通 过 泛 函 积分 的 途径 , 对 非 阿 
贝尔 规范 场 的 量子 化 问题 作 了 完满 解答 , 明确 地 给 出 推导 费 恩 曼 规 则 的 系统 方法 . 
从 他 们 的 工作 可 以 看 出 , 非 阿 贝尔 规范 场 量 子 化 时 出 现 复杂 性 (与 电动 力学 相 比 ) 的 
原因 在 于 , 约束 条 件 不 是 简单 的 61 = 0, 而 是 0; Bj + gcapy41 BY = 0, 上 式 右 方 
是 场 量 的 非 线 性 函数 . 从 另外 的 角度 , 也 可 说 复杂 性 是 由 于 A? 在 作 规范 变换 时 , 其 
6A9 除了 含 -ea 项 (这 一 项 与 电动 力学 相似 ) 以 外 , 还 有 一 项 gcaev6X 47， 
此 项 既 与 6 有关 又 与 4A,, 有 关 % 这 样 , 在 对 格林 函数 生成 泛 函 的 证 函 积分 表达 式 引 
入 规范 固定 项 以 消除 规范 任意 性 时 , 还 需要 再 加 上 一 补偿 项 才能 得 出 正确 的 结果 . 
差不多 与 此 同时 , De Witt(1967 年 ) 和 Mandelstam(1968 年 ) 也 给 出 了 正确 的 费 因 
曼 规 则 . 

在 本 章 中 , 我 们 将 采用 泛 函 积分 量子 化 的 方法 来 讨论 这 一 问题 . 


4.1 库仑 规范 下 的 量子 化 


根据 上 节 关 于 约束 系统 动力 学 的 讨论 , 不 难 在 库仑 规范 下 对 规范 场 进 行 量 子 
化 . 为 前 述 清楚 起 见 , 我 们 仍 先 对 n 个 自由 度 的 广义 哈密 顿 系统 的 量子 化 问题 进行 
讨论 , 然后 再 过 渡 到 非 阿 贝尔 规范 场 的 情况 . 
1. 广义 哈密 顿 系统 的 量子 化 

对 于 原 自 由 度 为 n 的 可 约 哈密 顿 系统 ( 即 广义 的 哈密 顿 系 统 ), 可 以 按 上 这 的 办 
泛 函 积分 (路 径 积 分 ) 方法 来 量子 化 . 

我 们 用 

HY) =%(to), HN = 六 全) 


@ 参见 后 文中 的 讨论 . 
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来 表示 和 的 初 值 和 终 值 , 则 跃迁 概率 幅 为 


G(HP 7),..., 4D ,+ fp 0) 20)， 0 加) 
= (Gd/, 0 ,.. , te]d ,0 ,+ to) 
dq;(t cp (t) | jpifrss Hy, 方 
- /Hl j(t)dp; PY | feo Big;—H(G,53)]dt (4.1.1) 


其 中 的 积分 变量 条 (t) 应 具有 给 定 的 初 值 车 ”和 终 值 办 ,而 对 向 (t) 则 无 限制 

不 过 这 样 处 理 比较 复杂 , 因 先 要 从 约束 条 件 解 出 ph(a = 1,2,…,m) 然后 代入 
哈密 顿 量 中 将 它 用 访 和 六 表示 出 来 ( 即 求 出 五 ).， 更 方便 地 是 采用 原来 形式 的 作 
用 量 ， 


= / Dm — H(p,q) — >》 Qapalp, | dt, (4.1.2) 


并 将 对 (Gj;, 万 ) 的 路 径 积分 改换 成 对 原来 的 2n 十 m 个 变量 (p;, qj;, Ba) 的 路 径 积 
下 面 我 们 来 证 明 两 者 等 价 . 首先 证 明 , 式 (4.1.1) 所 定义 的 跃迁 概率 幅 G 可 以 
改写 为 


Ga ,ty; 0 = /I de (t)dp; © Se [Tate» 


(4.1.3) 
x | | aet{, 8}exp 矿 i[2Dj0; — H(p, 9) — Qapalp, 9)]dt, 


端 条 件 仍 只 加 在 9(t) 上 , 同 前 面 一 样 . 
为 此 , 先 对 式 (4.1.3) 中 的 Qo 积分 , 结果 为 


”- / lI | Js) Taeti{w, 6} [ltee™ psd et, (4.1.4) 


然后 将 积分 变量 q; 和 zi 换 成 (q',9) 和 (P/, 司 . 在 采用 新 变量 后 , 除了 可 能 的 (一 1) 
因子 外 , 有 下 述 关系 式 


TI 6(0) I dettwe, 6} Ttws) = TLs(a) I | ss TeGe.) 
b,t t a,t b,t t a,t 


再 考虑 到 在 ql = 0 的 条 件 下 , ph = F(t 外 是 pa。 = 0 的 根 , 上述 乘积 即 可 写成 
Ia onl 6(ps 一 (D5 站)， 将 此 代入 式 (4.1.4) 并 对 9 和 2 积分 后 , 即 化 出 式 


CT 这 表明 了 此 两 式 等 价 
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将 以 上 结果 推广 用 到 非 阿 贝尔 场 . 约束 条 件 现在 为 
O;E?(z,t) + gcapy A (zt) EY(z,t) = 0. (4.1.5) 


在 这 里 ,“a 和 x” 像 ; 一 样 都 代表 自由 度 指标 . 如 第 三 章 中 所 指出 的 , 由 于 式 (4.1.5) 
的 浙 近 形式 为 0;E?(z,t) = 0 (五 " 的 三 维 纵 分 量 为 零 ), 辅助 条 件 最 自然 的 取 法 即 
为 库仑 规范 条 件 (4? 的 三 维 纵 分 量 为 零 ) 


0;A? (Zz,t) 二 0. (4.1.6) 


因此 这 一 节 我 们 先 来 讨论 库仑 规范 下 的 量子 化 . 

在 此 规范 下 , 独立 的 正则 变量 为 Af 和 (一 ET). AL 为 零 , EL 可 用 4r 和 Er 
表示 出 来 , 从 而 哈密 顿 其 可 表 成 H(A9, E94). 

将 AX 和 户 4 按 平面 波 展开 , 即 可 引入 横 场 基 子 的 吸收 和 发 射 算 符 . 相应 的 经 
典 展 式 为 


aw ~ 1 s aw ip CQ 水 一 1j .2 
4S(z)= > / dks72e (Kk) [os (ks t)e™® + as (kt)"e |， 
5 一 1,2 


玲 四 = > / de (h) [a (k, t)eik'® ~ ao(k,t)*e ik'®] , (4.1.7) 
其 中 , es(k) 代表 与 垂直 的 两 个 单位 矢量 , 它们 之 间 亦 互相 垂直 . 为 方便 计 , 我 们 
并 取 es (一 k) = -es(k). 
利用 第 二 章 全 纯 表 象 中 的 谤 函 积分 量子 化 公式 , 我 们 可 以 直接 写 出 库仑 规范 下 
的 9 矩阵 元 表达 式 (参见 式 (2.4.6)) 


1 ~ . 
S(as(k)},as(k)o) = lim, / Dras (ks bexp1 3 / dk[a? (k)ya? (k, tr)eiet 


ty 一 十 co 
ts ~1 
十 Qc( 有 ,to)*ac(R)oe eo + dt| (as(b as 
to 


—as(k,t)*ae (k,t)) 一 (as (ks), os (ke, t)")| ! 


(4.1.8) 
闹 条 件 为 
as(k,t) = as(k)oe to, as(k,ts)* = as(k)yew. 
定义 
a 1 Tr ,a ik:z a * —ik:z 
从 人 月 = 有 | di[ae (k, t)eik'® + a (k,t)*eik:e] 
， (4.1.9) 
Oo _ pe Qar/ ik:z CQ * —ik.s 
Be (wt) = 337 / diiwlae (Ck, beiem — ao(k,t)*e-ik'2] 
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它们 相当 于 A 和 E. 仿 第 二 章 中 的 处 理 , 即 可 将 对 as(k,t) 和 as(k, 如 * 的 泛 函 
积分 转化 为 对 As(z,t) 和 Ee(w,t) 的 泛 函 积分 , 结果 为 
Sas(? ago = , lim | D(AS)D(ES) 


t 一 十 co 
1 ~ . . 
exp {3 | dhlas (Kjos a (kts) + as (ksto) as (k)oo- es 


十 i / dz 3(-Be(e, t)Ac (x,t) + Ee(z,t) A (x,t) — HE (EB, A? | 
(4.1.10) 

其 中 , wp 是 原来 的 哈密 顿 量 密度 6 在 “A? 取 为 零 , BE 用 (B9, A?) 表示 ”以 后 所 
化 出 的 结果 . 

由 于 EB? 用 (EB9?, 48) 表示 时 具有 按 9 的 短 次 展开 的 形式 , 因而 因 作 为 (A%, Ee 
的 函数 , 其 形式 将 很 复杂 . 如 前 面 指出 的 , 较 方便 的 是 采用 原来 形式 的 60, 并 将 泛 函 
积分 变量 改 用 A?*(z,t), E*(z,t) 和 48(z 胃 .我 们 可 像 前 面 对 n 个 自由 度 的 约束 
系统 所 作 的 那样 , 完成 这 一 转化 . 

根据 规范 场 与 n 自由 度 约束 系统 间 的 对 应 关系 


Bo — 047， det{9,8} 一 DetM.(A), (4.1.11) 
即 可 和 写 出 


$=, lim / D(A®)D(B;) TI 5(0; As (x)) TT petMe(J) 


tf 一 十 oo ， 

Xexp {3 / dk[a? (k)*eivtf a (k, tf) + as(k, to)*a?(k)oe ~] + | , 
(4.1.12) 

其 中 的 作用 量 了 工具 有 下 述 形式 


1 Q Aa ma AQ Qo Qo 


它 与 式 (3.7.12) 基本 上 相同 , 只 是 -BA 换 成 了 (EB?A9 + 部 A). 这 两 者 相差 
为 一 个 对 时 间 的 全 微分 项 2%, 对 于 泛 函 积分 来 说 , 两 者 是 等 价 的 (参见 式 (4.1.18) 下 
面 的 讨论 ). 
关于 函数 空间 行列 式 (Det) 的 定义 , 我 们 已 在 2.5 节 中 作 过 说 明 . 为 了 给 出 
Det Me(4) 的 具体 表达 式 , 我 们 先 将 它 写成 
Me( 4) =V — igA;o;, (4.1.14) 
”“ @ 此 一 差别 来 源 于 这 里 采用 的 是 全 纯 表象 而 不 是 坐标 表象 
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其 中 , 4; = L*A9, L* 为 群 的 伴随 表示 . 在 将 上 式 右 方 提出 因子 V? 后 , 即 得 
DetMe(4) = DetV2Det[1 ~ ig(V*) 1 A;O,l. 
其 中 的 DetV? 只 贡献 一 个 与 场 量 无 关 的 因子 , 可 以 吸收 到 规格 化 因子 中 去 , 于 是 
DetM.(A) — Det(1 — A)= eT A=ig(V?) A;oO;,. (4.1.15) 
上 式 中 的 Trlin(1 一 ) 可 展开 为 
Trin(1 -A)=- 5 ~ | aa .. | sentr Ahlen wat) hwa ma) Mi 
(4.1.16) 
小 写 的 tr 代表 普通 矩阵 的 求 迹 , 在 这 里 也 就 是 对 群 空间 中 的 矩阵 求 迹 , 4A(z, 2',t) = 
ig(V2)-1A;(z,t)0;6(z — 2’). 
有 了 S 和 矩阵 的 表达 式 , 格林 函数 生成 泛 函 也 就 可 以 写 出 . 引入 矢量 场 4 的 源 
函数 J9, 则 有 


2Z[ 咱 = / D(A®)D(B;) TI 5(0;A$ (2)) TE DetMe(A) 


exp { | d4z -到 如 + BAS)— 2 + AS(OE? + gcapy AL EY) + 公克 | 
(4.1.17) 
2. 3 算 符 和 格林 函数 生成 泛 函 的 进一步 化 简 
我 们 可 以 仿照 第 二 章 中 的 处 理 , 把 5 中 对 B? 的 泛 函 积分 积 出 来 . 令 Bi? 为 
E? 对 其 经 典 值 的 偏离 , 即 
Br = E? + (00A? + 0;A8 — gcapy A AY), (4.1.18) 
则 对 E? 的 泛 函 积分 可 转化 为 对 Ee 的 泛 函 积分 . 在 对 Bi* 积分 前 , 先 将 作用 量 
式 (4.1.13) 中 的 第 一 项 3(- 玫 A + 训 好 ) 改写 成 - 朴 49, 这 是 因为 “两 者 的 关 
=60(B?A9)” 对 四 维 x 的 积分 等 于 


3 C 
及 zh; A? 


当 tf 一 十 00, to 一 一 00 时 , 按照 约定 ee = 0, 上 式 化 为 零 . 这 样 , 作用 量 可 化 为 式 
(4.1.13) 所 定义 的 工 
s_ | la 1 _ so[ loam lo pa 
r= /a z 3 EI Fe 三 维 散 度 项 ok z 这 Er 一 FE | ， 
(4.1.19) 


t 1 ~ 
”=3 | dhlas (ks tas (hk,t) ~ a (kd) os (ks) 
0 
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因 上 式 中 的 三 维 散 度 项 对 zx 积分 后 为 零 . 
我 们 看 到 在 了 中 E’ 已 完全 被 分 离 出 来 . 对 Er? 的 证 函 积分 为 高 斯 型 积分 , 积 
后 的 值 可 归 入 规格 化 常数 中 去 . 于 是 式 (4.1.12) 就 化 成 


S = lim / D(A®) J] 5(0;A$) TI petMe(J) 


ep {3 / dilas (k)*eiwtr a (k, tf) + a (k, to)*a as (ke)oe- ot] — | Fe Fe d4a } 


(4.1.20) 
4” 的 器 条 件 为 
Qo 1 ikz * —ikz 
A (w) 一 有 | dkes(k)[ae (hk)oeit® + a (k)* erikz]， 
| (4.1.21 ) 
A (Zz) +oo 一 (27 (27)3/2 | dier (la (Fk)oue® + as Ck)ye to] 
式 (4.1.20) 中 的 端点 项 也 可 像 第 二 章 一 样 处 理 . 仿 前 引入 
2 
a Px 1 st ao ikz a 村“ 一 ij 
A (Z) 一 ) | dese [as (k)oe™” 十 as (k)re k ]， (4.1.22) 
即 可 将 端点 项 化 为 
/ dka? (k)*a? (k)o—i / dw .Asi. (4.1.23) 
我 们 还 可 以 将 以 上 结果 进一步 变形 . 为 此 定义 
A?(z) = Ar(z) — 47 (7), (4.1.24) 
其 中 
2 (7) = 0, 
于 是 -F&F 中 的 3(6oAY + 0;A8)? 可 写成 


1 [hs [he [he /IQ (CC 1 CC 
3(00A; +0;Ao ) + (00AF +0;Ao)Oo 十 3 (00% ). 


利用 9j2P = 0, 上 式 中 的 (94 人)(6octP ) 化 为 0;(AV O01?), 这 是 一 个 三 维 散 度 项 , 积分 
后 等 于 零 . 因此 有 


1 1 /Cr [hs [hs a [he 人 
3(00A7 +0;A8) — 3(004; +O;AF)” + Oo(AF Oo?) — AF (00) 
(4.1.25) 
1 1 
+100( hr 60 ) — Loh OB 
-iF F2 中 的 为 一 个 二 次 项 -2(6; A% 一 OkA9)” 可 写成 


/Cr [hs [he a [8 4 1 (CC a (CC 
-7 (0; A — OrAF) — (0;AR) (Oe 一 DC) — 530; ) (Ohe" — Ot). 
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同样 , 利用 0;9Y7 = 0 并 略 去 三 维 散 度 项 , 即 得 
(8j48 — 0.A9)? 一 -I(0AP ~ Oe AY) + AP VA? + 5 AP VI A 
将 上 式 与 式 (4.1.25) 相 加 , 并 利用 口 CUP = 0, 就 有 


1 1 [he [he CC 1 CC a 
-7(0%AS — 0, AF)? = —7 (On A — Ou AP)? + Oo(AF Bo?) + 3 00 Oo ) 


1 [hs 7C a a 1 CC a 
一 Tv4 一 OA )? 十 Oo0(AS Do ) 一 300(% Do ). 
(4.1.26) 
于 是 
_i 


1 a a 1 a (8 4 
4 / Fe, Fo dz 一 -7 / dz(Fo Fe)R+i / dz 1 0 — 5 Oo 
项 


ty 
其 中 , (FF%)R 与 (F%,F%,) 的 差别 在 于 其 中 二 次 项 已 换 成 (9A? 一 BA)?, 三 次 项 和 四 
次 项 不 变 . 
上 式 中 的 三 维 积分 项 / dazogrBocye 


后 , 按照 约定 为 零 , 从 而 得 出 


”一 样 ,在 如 和 tj 取 极 限 


to 


ts 
也 像 / dsrzE? A 
to 


1 [ed Qa 14 1 4 Ce CQ 。 3 CQ Ce 二 
-ad Z 一 -2/: rz(F®, FY,)R tifa rT(A? Oo ) (4.1.27) 

4 4 s, 

将 此 式 与 端点 项 的 结果 ( 见 式 (4.1.23)) 合 起 来 , 就 将 式 (4.1.20) 最 终 化 成 

S= / D(A?)[[(8;A?(z)) [[ DetMe(4) 

“” ws (4.1.28) 

“ce | das (k)yas (ko 一 2/ dz( 瓦 2 Fe,)R. 

相应 的 正规 核 为 
.9 = / D(42)T[(8;4?(z))T detMe(A)e- 3 /od (Pe Fe)R. (4.1.29) 
,7 t 


从 式 (4.1.20) 可 以 写 出 格林 函数 的 生成 泛 函 


ZI = / D(A®) | 5(0; A$(z)) TDetMe(A)e /2 oe- 3 Fe,+A272]. (4.1.30) 
QT t 


此 结果 与 不 考虑 约束 条 件 按 常规 写 出 的 表达 式 相 比 , 多 了 二 个 因子 : [5(6; 49 (zx)) 
和 ] ] DetMe(4). 前 者 的 作用 是 把 积分 变量 A*(z) 限制 为 满足 库仑 规范 条 件 的 函 
数 , 因而 称 为 规范 固定 项 . 它 的 出 现 是 可 以 想像 到 的 , 但 若 只 引入 这 一 因子 , 所 得 出 
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的 9 矩阵 将 不 具有 乏 正 性 (在 物理 态 构 成 的 空间 中 )， 只 有 增补 上 后 因子 才 使 么 正 
性 得 到 恢复 了, 因此 后 者 可 称 为 补偿 项 或 么 正 补偿 项 . 

3. 库仑 规范 中 的 传播 子 


库仑 规范 的 优点 是 , 它 只 含 独立 的 动力 学 变量 , 因而 量子 化 容易 完成 , 这 在 上 
面 已 经 显示 出 来 . 但 所 得 出 的 结果 并 不 具有 协 变 形式 , 进行 微 扰 论 计算 和 重 正 化 
都 不 方便 , 因此 我 们 不 打算 仔细 讨论 它 的 费 思 曼 规则 , 仅 为 显示 库仑 规范 的 特点 而 
给 出 规范 场 的 自由 传播 子 . 为 这 一 目的 , 我 们 只 需求 9 = 0( 即 去 掉 作用 顶点 后 ) 的 

Z[J]. 当 g = 0 时 , Det Me(4) 约 化 成 DetV?, 可 作为 常数 提出 ,利用 规范 固定 项 
[a (8; A? (7z)), 对 纵 场 的 积分 可 直接 积 出 , 其 结果 除了 将 被 积 函数 中 的 47(z) 取 为 


堆 之 外 就 只 是 一 个 常数 因子 (将 6(V . 47) 化 成 5(47) 时 多 出 来 的 行列 式 ). 将 这 
些 常数 因子 都 吸收 到 规格 化 常数 中 去 以 后 , Zo[J] 即 化 为 


Zo = { DAS)DAB)exp li /ae ~ 38;(A8) — (OS) 
+5(V48 一 0047) 十 J4 47 一 4 
= {Dag)D el: /ae $6.49) 
-48V248 十 .J9.48 一 54 有 | 


这 是 一 个 高 斯 型 积分 , 可 通过 指数 函数 的 极 值 把 它 求 出 . 极 值 方程 是 


DAS = 一 .Je， 
(4.1.31) 
V248 = 一 ,Je. 
它 也 就 是 库仑 规范 中 , 电势 所 满足 的 方程 . 由 此 方程 解 出 
J7T(Y) 
48%(z) = d47 d4ye ip(z 一 ”元 一 站 二 一 
(2 en | / e (4.1.32) 


ip. (wu) J (Yt) 
Ae(z t= /dq d3veip' (ZT—-y) “0 二) 
8 (7, ) a | » ye p2 


Oj;Ok 


利用 三 维 横向 投 形 算 符 (5;x - 已 5 ) 或 其 动量 表象 (bjx “2 六) 可 将 43-0 和 


@ 因为 含 此 两 个 因子 的 S 矩阵 元 的 泛 函 积分 表达 式 (4.1.20) 方 与 式 (4.1.10) 等 价 . 后 者 为 描述 已 约 
化 的 (在 物理 态 的 空间 内 ) 常规 哈密 顿 系统 的 9 害 阵 , 自然 是 么 正 的 . 
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(4.1.32) 第 一 式 合 写成 
So mm ap tye ! - (a 一 2 Je(y) 


D2 一 je 
(4.1.33a) 
=i atyAetz — VikJk(Yy), j=1,2,3. 
将 (4.1.32) 第 二 式 写成 
AS(s) = if dryAcls — yooTG (0) = dyAols — Wea TG) (4133b 
其 中 , A(z 一 y) 代表 库仑 规范 中 传播 子 , 其 定义 为 
_ 一 ip(z-) 1 PPk 
Ac(T —Y)jo0 = Ac(z —Y)o0; = 0, (4.1.34) 
1 . (ms_) 1 
Ae(z y)o0 一 [a | spew® a: 
而 Zo[j] 可 以 表 为 
Zo[J| = exp -3 | sary Te (Ale — YI (y)|. (4.1.35) 


从 以 上 结果 我 们 看 到 , 实际 上 只 有 三 维 横 场 在 传播 , (4.1.32) 第 二 式 为 瞬时 库仑 势 . 


4.2” 协 变量 子 化 , 上 规范 和 Faddeev-Popov 虚 粒 子 


在 本 节 中 , 我 们 将 从 库仑 规范 过 渡 到 协 变 规范 ， 为 此 , 我 们 先 对 规范 固定 项 和 
么 正 补 偿 项 的 意义 作 补 充 讨 论 . 另外 , 对 协 变 微 扰 论 来 说 , 最 方便 的 是 采用 & 规范 . 
在 此 规范 中 , 可 引入 虚 粒 子 来 等 效 地 表示 补偿 项 , 全 部 费 恩 曼 规 则 亦 可 容易 地 得 出 . 
这 种 虚 粒 子 就 是 所 谓 的 Faddeev-Poporv 虚 粒 子 . 


1. 对 规范 固定 项 和 补偿 项 的 补充 讨论 
我 们 来 考察 量 (0|TQ1(t1)… Qn(tn)|0), 其 中 各 个 @i 都 是 由 482 构成 的 规范 不 
变 的 算 符 . 根据 第 二 章 中 有 关 算 符 编 时 乘积 的 真空 期 望 值 的 讨论 , 此 量 可 用 泛 函 积 
分 表示 出 来 . 在 库仑 规范 下 , 其 表达 式 为 
(0|TQ1(t1) 7 Qn(tn)|O) 


= / D(A°) [ [5(0;A9) [DetMe(A)Q1(t1)::. Qn(tn)e 4 Pe Fesd ®, (4.2.1a) 
QT t 
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其 中 , 4” 满足 的 端 条 件 是 


Ce 了 3 ae * ~ —ikz 
4e(z) 一 二- 万 / djes(k)as (kh)* eitz, + oo 


(27) 


1 ~ | 
4 (zZ) 一 CE | des(k)as (Kone™. t 一 十 co 


(4.2.1b) 


下 面 将 从 另外 的 角度 来 说 明 式 (4.2.1a) 中 所 出 现 的 规范 固定 项 和 补偿 项 的 意 
义 . 我 们 先 将 42 当 作 普 通 场 量 来 写 出 (0|TQ1(t1)… Qn(tn)|0), 其 结果 应 该 就 是 


U(Q1(t),.…, Qn(t)) = / D(AS)Q1(t1):.. Qn(tn)e 4/ Pe Fed ®, (4.2.2) 


在 作 泛 函 积分 时 , 如 果 两 组 函数 4A,(z) 与 和 (7) 之 间 是 规范 变换 关系 , 那么 被 积 函 
数 将 取 相 同 的 值 . 令 s 表示 hj 以 及 所 有 “由 它 通 过 规范 变换 所 得 出 的 ”并 满足 端 
条 件 的 函数 42 的 集合 . 则 在 计算 此 集合 s 对 泛 函 积分 的 贡献 时 , 可 选 其 中 一 个 函 
数 作为 代表 来 计算 被 积 函 数 的 值 , 再 乘 上 集合 s 的 测度 . 但 在 这 里 出 了 一 个 问题 , 即 
合 s 的 测度 为 无 穷 大 . 如 果 此 无 穷 大 与 集合 s( 或 其 代表 hj) 无 关 , 那 也 不 要 紧 ， 
可 通过 规格 化 ( 除 以 (010)) 将 它 消去 . 但 实际 情况 是 它 与 s 有 关 , 这 就 增加 了 处 理 上 
的 困难 . 我 们 将 试图 这 样 来 解决 上 述 问 题 , 即 通过 分 出 一 个 与 集合 s( 或 其 代表 4,) 
无 关 的 无 穷 大 因子 , 使 剩 下 的 为 有 限量 . 
按照 这 一 途径 来 处 理 时 , 首先 要 在 每 个 集合 中 选取 “一 个 代表 ” 4,(zx), 这 相当 
于 加 置 一 个 规范 条 件 . 此 条 件 我 们 一 般 性 地 写成 ? 


R°(A,(z)) = 0 (4.2.3) 


为 了 减少 不 必要 的 麻烦 ，R*(4,) 通常 只 选取 为 Ay(7x) 的 线性 函数 , 并 要 求 在 每 个 
集合 中 只 有 唯一 的 A,(z) 满足 式 (4.2.3) 及 端 条 件 式 (4.2.1b). 
我 们 可 以 通过 在 泛 函 积分 中 引入 因子 ] ] 5[R*(4,(z))] 来 把 规范 条 件 加 置 到 积 


分 变量 4,(z) 上 . 下 面 的 问题 是 如 何 补 上 一 个 适当 的 集合 测度 ”因子 2. 我 们 先 通 
过 一 简单 的 题 例 来 说 明 , 即 计算 下 述 积 
十 oo 
了 一 dzxdyf (7), 

@ 这 里 讨论 的 是 纯 规范 场 , 故 规范 条 件 只 与 Aj, 有 关 . 

@ 此 因子 可 能 不 简单 就 是 集合 的 测度 , 还 有 积分 时 从 5(Re ) 出 来 的 因子 , 但 在 Re (4) 为 4 的 线性 
函数 的 情况 下 , 后 一 因子 只 是 一 个 常数 . 例如 对 库仑 规范 , [] 5(6; 4?) 在 积分 时 除了 消去 纵 场 外 , 还 会 出 来 
一 个 常数 
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r= V 丈 十 到 (4.2.4) 
这 里 的 被 积 函数 具有 转动 对 称 性 , 当 我 们 从 一 点 (z,g) 通过 转动 变 到 另 一 点 (2',y) 
时 , 被 积 函 数 不 变 . 所 有 从 (z,g) 通过 转动 而 达到 的 点 构成 一 个 圆周 , 这 相当 于 前 面 
所 说 的 集合 。 对 于 每 个 圆周 , 我 们 可 取 z 正 轴 上 的 点 为 代表 . 为 实现 这 一 点 , 只 需 
在 积分 中 引入 6(y)9(z). 不 难看 出 , 如 果 不 补充 附加 的 因子 , 即 把 式 (4.2.4) 右 方 简 
单 地 化 为 


十 oo 
dzdyg(z)5(g)Fr) 


于 结果 显然 是 不 正确 的 , 这 样 得 出 的 是 ”dzf(z), 而 正确 信 应 为 / dr2mrjtr) = 
0 


azarzffa), 其 中 2mz 就 代表 须 补 上 的 集合 s( 在 这 里 就 是 圆周 ) 的 测度 因子 下 
0 
面 结合 此 例 来 阐明 确定 测度 因子 的 一 般 方 法 , 以 便 推广 应 用 到 规范 场 情况 . 为 此 定 
义 
2ZY 一 Zcos 一 VSinw， 
(4.2.5) 
y*? = 7sing + Ycoswy. 
(z?,y?) 即 为 (x,y) 通过 转动 一 个 角度 p 而 达到 的 点 的 坐标 . 再 通过 下 式 定 义 函数 
Al(z,Y): » 
Alz,Yy) 上 de6(yejg(ze) = 1. (4.2.6) 
0 


如 将 z,y 写成 
Z 一 coS%0，? 一 也 Sin 0， 
则 z*?,y* 可 表 作 
Z9 一 Tcos(p + po), 
y? = rsin(y + po0). 
将 此 式 代 入 积分 式 (4.2.6) 中 , 即 可 求 出 
27 1 
人 evily eter) = Er =- 
dp % 王 2mT 一 %0 
其 中 , n 为 适当 选取 的 整数 , 使 2nx 一 po 落 在 积分 域 0 到 2r 之 内 . 本 来 “5(y?) 因 
子 不 为 零 ” 只 要 求 gp 十 wo = mn, 加 上 0(z?) 以 后 , 进一步 限制 m 为 偶数 即 2n. 
将 式 (4.2.7) 代入 式 (4.2.6) 即 定 出 


A(z,y) =7r= Vr + yy. (4.2.8) 


二 (4.2.7) 
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我 们 看 到 A(z, 刀 本 身 也 具有 转动 不 变性 . 
由 于 Atz 攻 广 dep5(yejbg(ze) 等 于 1, 故 将 它 播 入 式 (4.2.4) 的 积分 中 将 不 影 


啊 了 工 的 值 . 结果 得 
十 oo 
r= 人 ady 太 dpV7? + yy )0(r?)f (7). (4.2.9) 
交换 积分 顺序 即 先 对 x, y 积分 , 并 作 变 量变 换 
To 7 YY, 


其 中 


/ _ / _ 
T=77,Y =Y. 


再 利用 A(z,y) 和 f(r) 以 及 积分 测度 dzdy 的 转动 不 变性 , 即 得 
2T 十 co 
1= 人 do avay Voto )f(V ty 
0 一 Oo 


十 oo 
=2x/ drdy Vt) HVE) 


= 2X 人 ZFzZ)dz. (4.2.10) 


这 就 求 出 了 与 g(z)6(y) 相应 的 补偿 因子 2rz, 它 就 是 代表 (x,y = 0) 点 所 属 圆周 的 
测度 . 

上 面 我 们 比较 细致 地 说 明了 每 一 步骤 , 目的 是 为 了 将 它 推广 应 用 到 规范 场 的 
情况 . 

现在 回 到 泛 函 积分 式 (4.2.2), 前 面 已 经 指出 , 我 们 可 通过 引入 | [5(R*(4)) 来 


在 每 个 集合 s 中 选取 一 个 代表 (规范 势 已 简写 作 4), 下 一 步 要 做 的 就 是 仿照 上 述 例 
子 来 确定 须 引入 的 补偿 因子 . 为 此 , 令 4G 表示 通过 规范 变换 G 从 4 所 得 到 的 新 规 
范 势 (类 似 于 上 例 中 的 ze, y?), 并 定义 泛 函 AR[4] 满足 


AalAl | DG) I sR (40)) =1. (4.2.11) 


式 (4.2.11) 左 方 的 积分 是 对 定 域 规范 群 所 有 群 元 的 积分 , D(G) 代表 ( 紧 致 ) 群 流 形 
上 的 微分 测度 . D(G) 具有 性 质 


D(G) = D(GoG)， (4.2.12) 
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其 中 , Go 为 任 一 固定 群 元 , 这 是 因为 当 G 取 遍 所 有 群 元 时 , GoG 亦 取 遍 所 有 的 群 
元 . 
在 单位 变换 的 领域 内 , G 具有 形式 


G =1—i7T°*A"(z), 
D(G) 即 可 取 作 
D(G) = | [dX (x) = DOA°). (4.2.13) 


就 像 上 例 中 的 A(z,y) 在 转动 变换 下 保持 不 变 一 样 , Aa[4] 具有 规范 变换 下 的 
不 变性 . 
Ar[A®°] = Ar[Al. (4.2.14) 


我 们 不 难 证 明 这 一 结论 : 按照 式 (4.2.11)， 
AUGj = | DG) TIT aR (400)), 


而 由 式 (4.2.12), 上 式 右 方 可 化 为 D(GoG) Ts(R*(4%5))=/D(GY TTs(R*(40")) 


因而 等 于 Aa [4]. 
将 式 (4.2.11) 式 插 入 到 式 (4.2.2) 右 方 积分 中 即 得 
U = / D(A)ARr[A] / D(G) | {6(R®°(AS))Q1(t) :Qn (tn) exp -3 | pe, Fed's| 
和 (4.2.15) 
同 前 例 一 样 , 交换 积分 顺序 , 并 作 变 量变 换 
4' = AS. 
对 4 的 证 函 积分 也 就 是 对 4' 的 泛 函 积分 (D(4) = D(4)). 再 利用 AR[A4], Bn 和 
Fi2 的 规范 不 变性 , 就 将 式 (4.2.15) 化 为 


v= | DG) [DAYARIAI TT RA es) .Ootn)e Hora 


积分 / D(A)AR[A1TL5(R*(A)) OI (1) (tn )e /FP 7 的 值 实际 上 已 与 
G 无 关 , 故 可 提 到 对 G 的 积分 之 外 , 于 是 得 出 
| / Da) 


U = 


/pnAnth | [6(R*(A))e (#1) OQ’ (tn)e-4 f FF Fp/e dz 


QT 


第 四 章 ” 非 阿 贝尔 规范 场 的 量子 化 . 219. 


此 式 中 的 / D(G) 相当 于 上 例 中 的 2x, 只 是 在 这 里 其 值 为 无 穷 大 . 好 在 它 是 一 个 与 


Qi(t1)… Qn(tn) 无 关 的 常数 因子 , 可 以 通过 规格 化 ( 除 以 (0|0)) 而 消去 . 在 将 积分 
变量 4' 换 写 成 4 以 后 即 得 规格 化 以 后 的 结果 为 (规格 化 常数 已 吸收 到 积分 测度 中 
去 )， 

U(Q1(t1) .Qn(tn)) = | D(A)ARIAI TI 5(R®(A))Q1(t1)::- Qn(tn)e tf Ra 


CQ 了 


(4.2.16) 
此 式 中 的 ] ] 5(R*(4)) 代表 规范 固定 项 , 而 AR(4) 就 是 相应 的 么 正 补偿 项 . 下 面 进 


一 步 来 说 明 , 在 式 (4.2.16) 的 积分 号 下 , AR[4] 可 以 化 成 泛 函 行列 式 的 形式 , 
首先 , 我 们 注意 到 , 在 式 (4.2.16) 右 方 的 积分 中 , AR[4] 与 ] [5(R*(4)) 同时 在 


在 . 这 意味 着 , 此 积分 号 下 的 AR[4] 可 以 换 成 它 在 超 曲面 R*(4) = 0 上 的 值 . 当 4 
在 此 超 曲 面 上 时 , 式 (4.2.11) 中 对 群 元 的 积分 只 需 在 G = 1 的 邻 域内 进行 , 而 在 此 
积分 域 中 Re (4 ) 可 化 作 

6R°(A(z)) 


R°(AS(z)) = R°(A(z)) + | a BAT(z) 6AY (2) 
_ /146R°(Ae)) 7, 
= /a Z FATz) 6AY(z). 
MW 6A7Y — 1 Yb 4 b 4 
,AD) = — / GTp(z)54(z — YM (Ydsy 
代入 后 即 得 出 
Re(4e(D) = /Lee Ma (42.17) 
其 中 
AR 人 = /41s a A F252 —) 
6Re(A(z)) 
一 5 [办 NF (y). (4.2.18) 
上 式 也 可 写作 


6R°(A(z)) 
0XCO) 
另外 , 在 单位 变换 的 领域 内 , D(G) 可 采用 式 (4.2.13). 将 此 式 和 式 (4.2.17) 代入 

式 (4.2.11), 即 求 出 


An [4d] = / D(X°) ] [5 (id) = (Det.Ar) . (4.2.20) 


(4.2.19) 
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在 此 式 中 , .Up 代表 算 符 , 它 作 用 到 入 上 即 为 
/ diy Her (7,Yy) MN (y), 


而 符号 = 代表 在 略 去 无 关 紧 要 的 常数 因子 后 它 两 侧 的 量 相等 . 
这 样 在 R*(A(z)) = 0 的 超 曲 面 上 , A4[4] 就 化 成 省 函 行列 式 的 形式 : 
ARl4|] = Det.UmAR. (4.2.21 ) 
将 此 结果 用 到 库仑 规范 条 件 
Re(4) = 0;A?(z) = 0， 
即 得 相应 的 KM( 用 .HM 表示 ) 为 
MP(T,Y) = (964(z —Y)) 2 09) 
=[6opV — gcapy A}O;]6° (7 —Y) 
= MP (zx,y,t)6(7xo0 — yo). (4.2.22) 
上 式 中 的 微 商 都 是 对 zx 的 微 商 ,上 = zo 


从 式 (4.2.22) 我 们 看 到 , .HM 对 时 间 自 由 度 来 说 是 对 角 的 , 因而 对 时 间 自 由 度 的 
行列 式 就 等 于 对 角 元 的 乘积 , 于 是 有 


Det.-Mcs = |[ Det Me(b). (4.2.23) 
t 


式 (4.2.23) 右 方 的 Det 已 只 是 对 群 指标 和 三 维 空间 坐标 的 行列 式 . 

将 以 上 结果 代入 式 (4.2.16), 就 得 出 : 按 普通 场 论 写 出 来 的 U(Q1,…, Qn) 在 分 
出 群 测度 因子 等 以 后 就 等 于 按 上 市 规则 写 出 的 式 (4.2.1). 

读者 也 许 会 提出 一 个 问题 : 在 阿 贝 尔 规范 场 (QED) 的 情况 , 为 何不 需要 引入 
补偿 项 呢 ? 原因 是 , 对 QED, 库仑 规范 所 对 应 的 NM 为 


M(x,Y) = V6 (x 一 切 ， (4.2.24) 
其 行列 式 Det.N 与 场 量 无 关 , 只 是 一 个 常数 , 因而 可 通过 规格 化 消去 ,这 就 是 在 
QED 中 不 需 引 入 么 正 补 偿 项 的 原因 . 


@ 如 果 在 QED 中 采用 更 复杂 的 规范 条 件 , 使 得 Det.NM 依赖 于 4( 例 如 规范 条 件 R(A) 为 4 的 非 线 
性 函数 ), 那么 也 需要 引入 补偿 项 . 
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以 上 关于 规范 不 变 算 符 的 真空 期 望 值 的 讨论 , 从 另外 的 角度 阐明 了 非 阿 贝 尔 规 
范 场 的 证 函 积分 表达 式 中 所 出 现 的 复杂 性 来 自 何 处 : 由 于 定 域 对 称 性 , 在 泛 函 积 
的 一 些 子 空间 内 ( 即 通过 规范 变换 从 某 个 A2(z) 所 得 出 的 集合 s), 双 ( 单 纯 非 阿 贝 
尔 规范 场 的 拉 格 明日 函数 ) 为 常数 , 这 些 子 空间 的 测度 不 仅 是 发 散 的 , 其 值 还 随 着 集 
合 s( 或 其 代表 函数 42(z)) 而 不 同 . 我 们 需要 分 出 一 个 与 集合 s 无 关 的 发 散 因子 以 
使 剩余 的 积分 有 意义 , 这 个 常数 发 散 因子 就 是 群 的 测度 (以 及 式 (4.2.20) 中 略 去 的 
常数 , 等 等 ). 分 出 这 个 发 散 因子 后 , 原 积 分 中 即 出 现 附 加 的 规范 固定 项 和 补偿 项 . 

下 面 我 们 将 转 到 协 变 规范 中 3 矩阵 和 格林 函数 生成 泛 函 的 泛 函 积分 表达 式 的 
讨论 
2. 从 库仑 规范 过 渡 到 洛 伦 兹 规范 

最 简单 的 协 变 规范 就 是 洛 伦 兹 规范 , 其 规范 条 件 是 

OAr(z) = 0. (4.2.25) 


现在 要 做 的 是 , 把 从 动力 学 得 出 的 库仑 规范 下 9 矩阵 元 的 泛 函 积分 表达 式 (4.1.20) 
转 到 洛 伦 兹 规范 中 来 . 我 们 可 以 采用 上 一 小 节 所 提出 的 办 法 来 完成 这 一 转化 . 为 此 ， 
今 

A-1[A] = / D(G) | 5(0, Ae(z)®), (4.2.26) 


QI 


并 将 等 于 1 的 因子 Az[4] | D(@) TI5(oA8C9) 二 入 式 (4120) 中 由 此 得 


出 
3 = ,lim .| D(A) DOL, A (Y))A A.AIILs, 4c(z)2)Ar[4dje% ， (4.2.27) 
其 中 
W = / dkac(k)sas(k)o —i | dz .ha 7 -> | d4zFe Fo,. (4.2.28) 


在 式 (4.2.27) 右 方 我 们 已 将 式 (4.1.20) 中 的 T DetMe(b) 换 成 了 规范 不 变量 A[4]， 


将 端点 项 换 成 了 式 (4.1.23) 的 形式 . 
端点 值 a8(k)o 和 as(R)*# 是 给 定 的 , 作 规范 变换 时 应 保持 它们 不 变 . 与 此 相应 ， 
我 们 对 规范 变换 G 加 上 限制 条 件 


Cl(z,to) = G(x, ti) = 1, (4.2.29) 
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A (x,to) = A°(z,tr) = 0. (4.2.30) 
这 样 , 对 变换 后 的 规范 势 , 库仑 条 件 在 端点 处 仍 成 立 : 
047(z) li=to = 047(z) li=ts = 0. 


当然 , 洛 伦 兹 条 件 9.4x(z)S = 0 在 端点 处 也 要 成 立 , 这 就 得 出 48(z)S 所 须 满足 的 
条 件 
Oo AS(z)° l=to = Oo AG (1) lt; = 0. (4.2.31) 
它 也 是 下 面 作 变 量变 换 ( 见 式 (4.2.32)) 后 的 48 所 须 满足 的 . 
我 们 来 交换 式 (4.2.27) 中 的 积分 顺序 , 即 先 对 4 积分 . 对 于 任 一 个 G, 可 作 变 量 
变换 
4 全 49 ， (4.2.32) 
积分 测度 / D(4) 以 及 Ao[4], Az[4 和 F&Fe, 在 上 述 变换 下 都 保持 不 变 . 由 于 式 
(4.2.30) 以 及 a2(k)o, as (k)* 不 变 , W 中 的 端点 项 也 保持 不 变 ?. 这 样式 (4.2.27) 右 
方 唯一 的 改变 是 
6(0; A? (y))5 (0, Ae(z)®) — 6(0; AF (Yy)® )6(9.42(z))， 
其 中 , G' = G-1. 再 注意 到 D(G) = D(G'), 就 将 式 (4.2.27) 改写 成 


S = lim / D(G')D(4) [|{5(6; A (y)® )Ac[AIT [6(8,A¢(z))ArlAle™. (4.2.33) 
B,y QT 


利用 A。 的 定义 式 
AM | De TL; 0) =1 
By 


即 可 将 式 (4.2.33) 中 对 G' 的 积分 积 出 , 结果 为 


5= ,lm / D(A)Az(A) TT 5(0,As(z))e™. (4.2.34) 
这 就 完成 了 从 库仑 规范 到 洛 伦 兹 规范 的 过 渡 2. 剩 下 的 问题 就 是 : 确定 洛 伦 兹 规范 
下 的 乏 正 补偿 项 Ar[4]. 


@ 在 哨 点 处 , 由 于 条 件 式 (4.2.30), 有 42(z)9 = 48(z) - BuXe(z), 由 此 得 Ar 不 变 ， 再 加 上 
as (k)o 和 as (k)* 不 变 , 即 知 端点 项 不 变 . 

@ 关于 to 趋 于 一 00, tf 趋 于 二 oo 后 , 积分 变量 42 (z) 的 端 条 件 问题 , 在 Faddeev- Slavnov 书 中 3.3 
节 曾 有 讨论 . 根据 他 们 的 论证 , 如 果 定义 CVe 如 式 (4.1.22), 定义 8 = 0, 则 端 条 件 可 取 为 : 当 七 一 土 oo 
时 ,AQ(z) - Zr(z) 满足 费 轧 曼 端 条 件 和 洛 伦 兹 条 件 . 与 此 同时 , 式 (4.2.36) 中 的 口 -1 应 取 为 费 恩 曼 格林 
函数 ，( 附 带 指出 , 该 书 (3.34) 第 二 式 中 的 D2(z,y) 应 为 Di(a, 切 ) 
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同样 , 在 式 (4.2.34) 的 积分 号 下 , AL[4] 可 换 成 它 在 超 曲 面 0.42x(z) = 0 上 的 
值 . 按照 式 (4.2.18), 在 此 超 曲面 上 
Ar[4] = Det.Ui7， 
AP (7,Yy) =0u6s (7 —Yy) DLE(Y) 
=0,[2%8 (7)54 (7 — Y) (4.2.35) 
= (ba6D — gcapy A7O,)6° (zr —Y). 
仿照 式 (4.1.14) 下 面 的 作法 , Det.4iz 在 分 出 一 个 规格 化 因子 后 , 化 为 
Det Mr, = eT™™in(1-iO 9L™ 4x8u)， (4.2.36) 
其 中 , 口 -! 代表 波动 方程 的 费 恩 曼 格林 函数 ?. 


通过 对 Fo, Fw 中 二 次 项 的 进一步 处 理 , 式 (4.2.34) 亦 可 化 成 像 式 (4.1.28) 那 
样 的 形式 , 即 


9 = | D(A) [ [5(8, A (z))Det.Arel dkas (k)yas(k)o—#/ (Fe Fo)ad’s (4.2.37) 


脚 标 RE 的 意义 同 前 (参见 式 (4.1.26) 下 ). 
3. 上 规范 ,Faddeev-Popov 虚 粒 子 


洛 伦 兹 规范 条 件 要 求 4 的 四 维 散 度 为 零 . 我 们 可 以 把 这 一 条 件 加 以 推广 , 即 
容许 Aj 的 四 维 散 度 不 为 零 , 但 要 等 于 给 定 的 值 . 这 种 推广 的 洛 伦 效 条 件 可 表示 为 


O,A%(7) = x (2), (4.2.38) 


其 中 , xa(7x) 为 给 定 的 函数 , 并 在 上 一 土 %o 时 趋 于 零 . 
与 此 条 件 相 对 应 的 补偿 项 AL] 由 下 式 确 定 


AL4I-1 = | D(G) | 5(8, As(z)® - x°(z)). (4.2.39) 


在 超 曲 面 90,4A?(zx) = x*(7x) 上 , 重复 前 面 的 计算 可 得 
A[A] = Det.H (A), 
MP (L,Y) = ,DB (17) (7 — Y)). (4.2.40) 


@ 此 处 的 格林 函数 口 -! 本 应 由 Xe (z) 的 端 条 件 式 (4.2.30) 来 确定 . 但 在 如 一 一 00,tf 一 十 oo 时 ， 
和 (Zz) 的 端 条 件 可 与 [42 (xz) 一 CI? (z)] 一 起 换 成 费 恩 曼 端 条 件 ( 见 Faddeev-Slavnov 书 83.3) 
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MP(z,y) 与 (4.2.35) 中 的 第 二 表达 式 相同 , 符号 = 的 意义 见 式 (4.2.20) 下 面 的 说 
明 . 
此 规范 下 的 3 矩阵 元 即 为 


S$ = | D(A) TI 5(e.4s(z) - x°(z))Det.Me™, (4.2.41) 


W 的 表达 式 同 前 ( 见 式 (4.2.28)). 
9 矩阵 元 为 一 物理 量 , 其 值 应 与 函数 x*(z) 的 选择 无 关 , 因此 和 在 将 上 式 按 某 种 
权重 因子 对 xc(z) 合 加 , 结果 仍 将 为 5. 我 们 选取 权重 因子 为 
Welx] = Ne /xX (®) dz (4.2.42) 
其 中 , & 为 一 常数 ( 正 实数 ), N 为 规格 化 常数 . 蕉 加 后 就 得 出 


$=N {D(A)DOO) TS, A (0) -x* (a) Det ew 
oo (4.2.43) 
= | DA)Det Me [ (Be42(z)) d 7， 


在 最 后 一 式 中 , NN 已 吸收 到 积分 测度 中 去 了 . 这 就 是 & 规范 中 的 S 矩阵 元 表达 式 . 
我 们 还 可 以 采用 更 普遍 形式 的 权重 因子 , 例如 
Welx| = Ne 在 {(F(O)x® (a) dz 


其 中 , FF( 口 ) 为 口 的 任意 量 纲 为 1 的 函数 .采用 这 一 权重 因子 后 , 只 需 将 式 (4.2.43) 
右 方 的 ce 一 下 (9542) dz 换 成 ce 一 在 JEF(D)an42) dz 即 可 . 

é 规范 的 好 处 是 , 它 将 规范 固定 项 转 到 了 指数 上 , 如 果 我 们 将 么 正 补偿 项 也 转 
换 到 指数 上 , 那么 5 矩阵 元 的 表达 式 在 形式 上 就 与 普通 场 论 的 结果 相似 . 为 进行 这 
一 转换 , 我 们 引入 一 对 反对 易 的 标量 函数 f 和 (格拉 斯 曼 代 数 生成 元 ) 根据 第 二 
章 的 公式 , 除了 常数 因子 外 , 补偿 项 可 表示 为 


Det.b = | D(PD(f)e 7 (s)he (ran (4.2.44) 


其 中 , 泛 函 积分 变量 f(x) 和 f(z) 应 满足 费 恩 曼 端 条 件 , 与 口 ， 取 为 费 恩 曼 格林 函 
数 相 一 致 (参见 式 (4.2.36)). 
这 样 , 9 矩阵 元 就 可 化 成 
D= | D(A)D(F)D(f)ew i/l 交 (0s42) I A fa (4.2.45) 


它 相当 于 一 个 场 变量 为 42, f, f, 拉 格 朗 日 密度 为 
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1 1 
afwFw — 3e 
的 普通 场 论 5 矩 元 的 泛 函 表达 式 , 其 中 f(x) 和 f(x) 好 像 描述 的 是 某 种 服从 费 米 
统计 (因为 上 和 f 为 反对 易 量 ) 但 自 旋 又 为 零 的 反常 粒子 . 它们 通常 称 为 Faddeev- 
Popov 虚 粒 子 了 2. 为 了 保持 整体 对 称 性 , 还 设 令 它 们 按 群 的 伴随 表示 变换 . 这 种 虚 
粒子 只 出 现在 S 矩阵 元 费 因 曼 图 的 内 线 中 ( 因 初 态 和 终 态 中 不 包含 它们 ). 需要 强 
调 是 , 引入 这 种 虚构 的 反常 粒子 的 目的 只 是 为 了 比较 方便 地 处 理 补偿 项 (将 补偿 项 
表 成 虚构 粒子 定 域 作用 的 形式 ). 假若 补偿 项 形 如 (Det.NM)-! 而 不 是 Det.U, 那么 就 
无 需 引 入 反常 粒子 , 只 要 引入 普通 的 标量 虚 粒 子 就 可 以 了 . 
上 述 拉 格 朗 日 函数 中 涉及 f 和 f 的 部 分 写 开 为 


Ff [6 — gcapy (Ou AY) — gcapy A7 Ou]f®. (4.2.46) 


此 式 中 的 二 次 项 64g 口 8, 与 普通 的 零 质量 标量 场 相似 , 但 该 式 中 相互 作用 项 不 具 
有 厄 米 的 形式 (这 并 不 构成 问题 , 因 实际 上 所 要 求 的 只 是 式 (4.2.46) 对 了 和 f 的 泛 
函 积 分 能 给 出 正确 的 补偿 项 ), 也 不 具有 定 域 规范 不 变性 , 它 是 在 特定 的 规范 (€ 规 
范 ) 中 引入 的 . 

附带 指出 , 在 阿 贝 尔 规范 场 即 QED 情况 中 , 也 可 采用 £ 规范. 但 这 时 Det.N 为 
一 个 与 hy 无 关 的 常数 因子 , 可 以 吸收 到 积分 测度 中 去 , 不 需要 引入 附加 的 虚 粒 子 . 

有 了 S 矩阵 元 的 表达 式 (4.2.46), 就 不 难 写 出 规范 中 的 格林 函数 生成 泛 函 的 
表达 式 . 为 此 只 需 令 as(k)* 和 as(k)o 为 零 , 并 引入 附加 的 经 典 外 源 . 

虽然 在 S 矩阵 元 中 , F-P 虚 粒 子 只 出 现在 内 线 , 但 在 格林 函数 中 却 无 此 限制 2. 
因此 在 构造 格林 函数 生成 泛 函 时 , 我 们 不 仅 要 引入 规范 场 42 的 外 源 .Jc, 还 要 引入 
六 和 je 的 外 源 m* 和 大. 根据 格林 函数 生成 泛 函 的 定义 (在 有 附加 外 源 下 , 从 真 
空 态 到 真空 态 的 “8 矩阵 元 ”), 即 可 从 式 (4.2.46) 得 出 


(0uA2) + fF MESS 


2[J) 二 一 / D(A)D(F)D(f)e le a et A TT + (4.2.47) 
其 中 
SaliFope (0 A + FM 4.2.48 
ef Lv 7 1) 十 上 f°. (4.2. ) 
对 于 不 同 的 & 取 值 , 按 圈 图 展开 的 每 一 阶 也 都 相等 . 
这 时 4c 满足 的 方程 为 
@ f 和 了 为 独立 的 泛 函 积分 变量 ,本 来 不 一 定 要 写成 互 为 共 氏 的 形式 ， 写 成 这 一 形式 的 好 处 是 , 将 有 
F-P 虚 粒 子 数 守恒 的 结果 . 


@ 格林 函数 的 图 形 可 以 成 为 9 抢 阵 元 费 恩 曼 图 内 的 一 个 部 分 , 这 时 , 格林 函数 图 形 的 外 线 都 成 为 S 所 
阵 元 图 形 的 内 线 . 
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(6w 口 + (z — 60,0,)A = 一 ae (4.2.49) 


其 中 
pn 一 Fp 十 gCapy (Ou f°) Ff. 
Z8 为 原来 的 即 未 引入 f 时 的 值 . 相应 的 Noether 守恒 流 为 
= 1 
J 一 J 十 E 
J2 的 值 见 式 (3.2.33). 我 们 看 到 48 方程 中 的 流 与 Noether 守恒 流 是 不 相同 的 . 
4. 微 扰 论 的 费 思 曼 规则 
推导 微 扰 论 的 费 恩 曼 规则 是 这 一 章 的 中 心 内 容 , 因为 场 论 中 最 主要 的 计算 方法 
还 是 微 扰 论 , 而 作 微 扰 计 算 时 最 方便 的 处 理 方式 还 是 根据 费 思 曼 规则 从 费 恩 曼 图 来 
进行 . 
我 们 首先 来 求 自由 场 的 传播 子 . 在 解决 这 一 问题 时 , 只 需要 考察 .gq 中 的 二 次 
项 . 规范 场 的 二 次 项 为 


g(O0,Ab)Capy A? 一 9gCapr 大 (676， 一 9Cryo4) 矿 . 


1 
一 (0.42 — 0,A°) 


7 0,.A®)?, 


1 
_ 于 人 
前 项 可 写成 -8.42(8v4 本 0 42). 由 于 47 满足 费 恩 曼 端 条 件 ， 故 在 四 维 时 空 积 
分 中 它 又 可 以 换 成 5 42(55 口 9535)42. 同样 , -二 (av42)2 可 换 作 二 .4908 人 
于 是 在 四 维 积分 中 , 规范 场 的 二 次 项 就 化 成 
AY6ap 5D 十 ( 一 1 00,| 42. 

其 中 , 方 括号 中 的 项 也 就 是 式 (4.2.49) 左 方 出 现 的 算 符 . 

根据 第 二 章 中 的 讨论 , 规范 场 的 自由 传播 子 应 等 于 


一 i0u6 45 十 (2 一 5.8,| 
的 道 . 在 动量 表象 中 上 述 微分 算 符 为 


. 1 . kky 1 ,» kkyv 
i0ap bs 十 (2 一 1 名 可 | 一 i0a6 让 区 一 3 ) 十 Er® 本 ; 


上 式 中 的 ss 代表 四 维 纵向 分 量 的 投影 算 符 , gov - -5* 代表 四 维 模 向 分 量 的 投 
影 算 符 . 不 难 证 明 , 这 些 算 符 的 平方 就 是 它们 自己 . 于 是 上 式 右 方 的 逆 (也 就 是 动量 
表象 中 规范 场 的 自由 传播 子 ) 就 等 于 @ 


Q@ 从 48 满足 费 思 曼 端 条 件 , 式 (4.2.49) 中 的 5 都 应 是 3 一 
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ww 。 k ky 有 k ky 
Dab (k, €) = —idap 攻 区 加 2 十 大 2 3 | 


. 1 k,, ky 
= ifap 3 区 十 (上 一 1) 了 | . (4.2.50a,) 


如 果 不 引 入 规范 固定 项 一 去 (9, 42)?” 那 就 相当 于 将 上 式 中 的 & 取 为 oo. 这 时 
式 (4.2.508) 中 纵向 投影 部 分 将 发 ,也 就 是 说 规范 场 原来 二 次 项 中 的 微分 算 符 没 
有 道 ， 这 一 点 在 前 面 已 经 指出 过 ， 我们 看 到 , 引入 规范 固定 项 -这 (9492)? 确实 能 
使 规范 场 二 次 项 中 的 微分 算 符 成 为 有 道 的 算 符 
通过 伟 里 叶 变换 , 即 得 出 在 坐标 表象 中 规范 场 的 自由 传播 子 为 
1 ky 


—] k . 
DB 1 , / 4 ) 1Y_ pr | ,ik(z—y) 2. 
A er 人 4 瑟瑟 区 +(€—1) i | er YW), (4.2.50b) 


当 & = 1 时 , 自由 传播 子 中 的 四 维 纵 场 和 四 维 横 场 部 分 将 处 于 对 称 地 位 . 这 种 
情况 通常 称 为 费 恩 曼 规范 . 而 当 & = 0 时 , 传播 子 中 只 有 四 维 横 场 部 分 , 这 种 情况 通 
常 称 为 朋 道 规范 . 

在 有 效 拉 格 天 日 函数 es 中 , F-P 虚 粒 子 的 二 次 项 为 


f 6apDfe 
因此 F-P 虚 粒 子 的 自由 传播 子 像 普通 的 零 质量 标量 粒子 一 样 , 即 
一 j 1 . 
AP (zx 一 y) 一 [Ron | a 加 ee (4.2.51) 


基本 顶 角 可 从 拉 格 朗 日 函数 中 相互 作用 项 .名 nt 对 场 量 的 微 商 来 确定 . 由 于 费 
恩 曼 端 条 件 , 在 四 维 积分 号 下 , F-P 虚 粒 子 与 规范 场 的 作用 项 


-gf capy[(O, A7)fS 十 AYO,f 


可 以 换 成 g(8, 了 )casyAYf5( 其 实 由 于 作 了 绝热 移 引 , 相互 作用 项 中 的 四 维 散 度 项 的 

贡献 都 为 零 , 可 以 略 去 ). 这 样 , 有 效 拉 格 朗 日 函数 经 s 中 相互 作用 的 部 分 可 以 写成 
LE = —g0,Arcoapy AP A 

(4.2.52) 


1 _ 
-7 g?2caprcysr A AP AY AS + g(Ouf Jcapy AY1®. 


通过 将 26n9 对 场 量 作 微 商 9 , 即 可 把 三 个 基本 顶 角 求 出 . 在 动量 表象 中 它们 的 表 
达 式 如 下 所 示 , 所 对 应 的 图 形 为 图 4.2.1. 


@ 在 微 商 时 要 注意 , 式 (4.2.52) 中 的 a, B, Y, 6 以 及 p,v 都 是 求 和 指标 , 并 不 就 是 图 4.2.1 中 场 量 所 
带 的 指标 . 因此 作 微 商 前 要 先 将 式 (4.2.52) 中 的 求 和 指标 a, 6, … 换 成 a', B',…, jr ,wv', 然后 对 图 4.2.1 
中 所 标的 场 量 作 微 商 . 
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(a) igcapy [Oo (! 一 p)v 十 buv(p — gq)o + 6vo(q — 1),]， 


(b) 一 [caercy5r (0uc 0vp 一 0up 0vo)| 十 Carmr CBéT (jv6op 一 0ppb0vc) 十 Ca6r CBYT (Ow 0up 一 
0uc0vp 咱 ， 


(c) 一 igcaprypr: 
在 费 恩 曼 图 中 , 每 个 顶点 对 应 于 i(2r)46(2p)( 基 本 顶 角 ). 


同 第 二 章 讨论 的 旋 量 粒子 情况 一 样 , 当 图 中 出 现 F-P 虚 粒 子 的 封闭 团 时 , 每 个 
圈 要 再 乘 上 一 个 (-1) 因子 . 


此 外 还 要 注意 图 形 的 对 称 因子 . 例如 对 图 4.2.2 中 的 规范 玻 色 子 单 圈 图 , 要 乘 
上 1/2, 而 对 图 4.2.3 中 的 双 圈 图 则 要 乘 上 因子 可 ， 这 些 图 形 对 称 因子 也 可 以 从 
2[1, 7 本 的 微 扰 展开 式 推 出 来 . 


SN B,v 


Db 
qd A 0 
TO 
gn bv bv wh 


pa 
ah 
Ly Pv 
0,p 
YO 
qb (d) 


图 4.2.1 图 4.2.2 
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图 4.2.3 


ZI[J, 册 的 展开 有 两 部 分 ,一 是 作用 项 的 微 护 展 开 , 一 是 Zo[ 沁 司 按 传播 子 数目 的 展 
开 . 我 们 以 图 4.2.2c 和 4.2.3 为 例 来 作 说 明 . 前 图 含 两 个 不 同 的 作用 项 角 (分 别 为 三 线 顶 外 
和 四 线 顶 角 )， 由 作用 项 展开 式 中 二 次 项 所 贡献 ， 其 系数 为 六 "2 = 1. 后 图 含 二 个 相同 的 作 
用 顶 角 ( 均 为 四 线 顶 角 )， 展 式 前 系数 为 二 ， 但 构成 图 形 时 ， 它 们 的 位 置 安排 又 有 两 种 可 能 ， 
帮 总 的 数值 因子 仍 为 1， 两 者 都 含 五 个 自由 传播 子 ， 由 Zo 展开 式 中 五 次 项 所 贡献， 其 系数 
为 二 ,前 图 含 三 根 外 线 传播 子 ， 从 五 根 线 中 选 三 根 外 线 的 选 法 为 57 种 , 每 根 外 线 都 可 取 
任何 一 个 标号 , 因而 共有 31 项 . 这 样 剩余 数值 因子 为 二 后 图 含 两 根 外 线 , 选 法 为 种 ， 


选 外 线 标号 时 又 出 因子 21 因此 剩余 数值 因子 为 可. 其 余 情 况 与 普通 图 形 相同 


4.3 单 圈 图 近似 下 的 规范 场 顶 角 函 数 生成 沁 函 


我 们 将 采用 第 二 章 中 所 述 的 稳 相 法 来 计算 单 圈 图 近似 下 规范 场 和 F-P 虚 场 的 
顶 角 函数 生成 泛 函 . 

顶 角 函数 生成 证 函 是 连接 的 格林 函数 生成 泛 函 -iZ 的 勒 让 德 变换 了 . 对 于 本 
章 所 讨论 的 情况 , 除了 要 定义 有 外 源 时 规范 场 的 真空 期 望 值 外 , 还 要 定义 有 外 源 时 
F-P 虚 场 的 真空 期 望 值 : 


wn/、 .62c[J, 
人 CC 
ac — _102c[ 7 
em] 一 -iD | (4.3.1) 
0 _ 。 AB 71， ul 
re) 


以 上 式 中 的 和 志 都 是 左 微 商 , 而 和 在 2。 中 的 位 置 一 前 一 后 , 因此 最 后 一 
式 附加 了 一 个 负 号 


@ 参见 1.3 节 . 
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从 式 (4.3.1) 反 解 出 J,n,5 作 为 xf, 多, 多 的 泛 函 后 , 即 可 定义 规范 场 和 F-P 虚 
场 的 顶 角 函 数 生成 泛 函 如 下 : 


rl, 9, B= iZd mh | dnl Th + TB FN) (3) 
零 阶 的 有 ( 即 树 图 近似 下 的 顶 角 函 数 生 成 泛 函 ) 已 知 就 是 有 效 作用 基 ， 
Tg, 多 ,有 |] = Lg[g, F,F|= / dr.La (%, F, 多) (4.3.3)9 


下 面 来 用 稳 相 法 求 P 的 一 阶 修正 项 ， 这 时 应 将 泛 函 积分 中 的 有 效 作用 量 
/ dsz.2a (4 f, 甩 在 其 极 值 处 作 展 开 ， 若 设 极 值 处 的 场 变 量 为 4s(zjs，je(z) 和 
7 (z), 并 令 
42(Z) = As(z)S 十 AP (7z). 

f°(z) = fe(7) + f(z), (4.3.4) 

f(z)= f(r)+F (2), 
则 在 单 图 图 近似 中 , 只 需 在 有 效 作用 量 的 展 式 内 保留 (4', f', 了) 的 二 次 项 (一 次 项 
贡献 为 零 ), 并 将 4。, f。 和 了 直接 换 成 的 宗 量 fF 和 琉 . 这 样 得 出 的 结果 可 以 
化 成 下 面 的 形式 


1 /a Na / C / /aaD /FF\ pi CQ / 
LE = 3 AQ (A) AP+HF MB A) P+ AE, ( 殉 )P2T7 024( 多 )4 作 (4.3.5) 


为 了 求 出 Q@e8g(ez)， EX (区 ) 和 bp( 多 ) 的 表达 式 , 我 们 将 式 (4.3.4) 代入 .ea 
中 并 按 上 面 所 述 办 法 作 近 似 , 即 得 出 


LE 一 70%.A; 一 0 .47 十 gcapy (YA! AY 十 A CU7)] 一 9 多 2copr A 427 


1 


-2 (8.4i8)2 +F AA + gO)capy A FL + gOsF )capy Ar 7 


(4.3.6) 
这 里 的 函数 or 和 4h, 多 和 史 ', 多 和 受 都 满足 费 恩 曼 端 条 件 , 因为 积分 变量 A,， 
多 和 及 满足 费 因 曼 端 条 件 , 它们 的 极 值 (4。)， .多 和 屯 。 自然 也 满足 费 恩 曼 端 条 
件 . 41,, 多 ' 和 妥 作为 积分 变量 与 极 值 函数 的 差 也 随 之 满足 费 轧 曼 端 条 件 . 于 是 式 
(4.3.6) 在 积分 号 下 即 可 化 成 式 (4.3.5) 的 形式 , 928, C2 ”和 996 如 下 所 示 . 


1 
Qa ( 2) = 0a6 [ 十 ( 一 98 一 CapT [200 (CDp) 十 buv (Op AY?) 


-2 0 — HO — (Ou,AY)| — g2cravcrp5[(CUTCU )bpw 一 CU CI] 


@ 让 我 们 回忆 一 下 此 式 的 含意 ; 当 .多 ef 中 的 4 , 多 ， 多, 取 为 不 同 的 函数 时 , 积分 得 出 的 有 0) 或 Teg 
的 值 将 不 同 . 从 而 (0) 和 Tef 可 看 作 是 47 , .多 .多 的 泛 函 . 
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—gcapy[(O%27) — (Boy)] — g?erapcrys dy A, 
ad (多 )= —gcapy(OuF )， (43.7) 
02/ (多 ) = gcapy[(O,F7) 十 多 70 


值得 指出 的 是 , 算 符 8 是 一 个 对 称 算 符 . 这 对 于 @ 中 第 一 、 三 、 四、 五 项 都 是 
显然 的 , 8 中 的 第 二 项 可 以 写成 


—gcapy (6? Op — bw Bp? — A Op + Tut?), 


在 作 指 标 对 换 | ) 2 | ) 时 , 微分 运算 方向 也 要 反 过 来 , 因此 该 项 同样 是 
HL Vv 


对 称 的 2. @ 的 这 一 性 质 是 下 面 应 用 式 (4.3.12) 的 前 提 条 件 . 
以 Q28 作为 矩阵 元 可 以 构成 下 述 伴随 表示 中 的 矩阵 


1 . 
Q = [ (2 -1) 8s0, ig[62(2000) + 6000) — hy — hay — (Ove) 


—g2(%f26y — hh) — ig[(0, 8) — (Oh)] — gq (2hsth, — hth). 
(4.3.8) 
在 化 出 上 式 最 后 一 项 时 , 我 们 利用 了 雅 可 比 恒等式 


Cra6Cr76 一 CyarC67h 十 C6aTCYyTB- (4.3.9) 


对 于 维 空间 的 积分 , 有 下 述 公 式 , 其 中 xc; 为 普通 数 , m; 和 万 为 反对 易 数 , Qj 
为 对 称 甜 阵 : 


dx; lyO vy .Mn nT.00 vx 六 1_ ldetM 
dd 万.dPp Je™ 3XiQiXt -7 Mm nx XN 一 detQ] 24°M (4.3.10 
[IT act (43.10) 


@ 更 清楚 地 说 , @ 的 指标 除 a, 8, ju > 外 还 有 (z,y), 完全 的 指标 对 换 应 是 (a, p72) 一 (B,v,). Q 
的 第 二 项 矩阵 元 实际 上 是 
2gcaBy6nw Lp (2)ON)6(y — 2) — gcapy Opp (7))6(y — 7) 
—gcapy 7 (2)O) 6(y 一 z) — gear (2)0% 6(y 一 了 
+gcapy (Ov 7 (7))5(y — 7). 


它 可 以 化 作 
gcaBybuw A (2)ON) 6(Y — 72) — gcapydnv Ly (Y) OP) bz —Y) 
—gcagy? (7)OW) 6(y 一 z) + gcapy i? (Yy)ON) bz — yy) 


因而 对 指标 (a, jp, z) 和 (B, v, y) 是 对 称 的 . 
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Q 由 下 式 定义 
Q=Q-M 0— (CM 0)", (4.3.11) 
它 亦 为 一 对 称 和 矩阵 . 
将 此 公式 推广 到 函数 空间 , 即 可 求 出 


[PAPT DU exp: f fel3 A Gt) A + FA A) 


Wadea 二 F°089(2) A 


= [DetQ(%, F,F)| 12Det H(A)| = exp 3 Tin(GQs) + Trin( A A)| , 
(4.3.12) 
其 中 , Q@ 由 下 述 和 矩阵 元 所 定义 ， 
O20 (4, F, 9) 


， ， (4.3.13) 
= QP (2) — Co (FM (YA) 0 BF) (FMI (A) 0 °F), 


Qo 和 Mo 等 于 Q@ 和 .NM 在 g=0 时 的 值 . 实际 上 , 由 于 g=0 时 E 和 6 为 零 , Qo 也 就 
是 g=0 时 Q 的 值 : 
(Qo0)%8 = bp [CR ( -1) 9,8,|， 


.ep = bagD. (4.3.14) 
于 是 得 
(A MS = 5g5(z —Y) + | igeapry LE (orto) (4.3.15) 
写成 伴随 表示 中 矩阵 形式 即 为 所 中 万 二 简写 成 启 ) 
MM = 55))- , 9 Bg of (y)e ry). (4.3.16) 


QQ51! 中 含 规范 场 2f 二 次 项 的 部 分 只 有 QQ5!. 由 于 后 文 的 需要 , 我 们 将 写 出 它 的 伴 
随和 矩阵 形式 , 结果 如 下 : 


_ disk 1 k, kv 
(Qo “mr = 16,v6° (7 —y)—g (27) 2 (6 二 +(€ 一 5) 
(2k :of -ip) 一 9 : 4) — i(O,, — kh + 2i(0, 2%,) 
—k?2 of,ky + 2i(00 hjko ky + 2g9(k: of ) hs ky — gH (k- ae) eis(z 一 y)， 


(4.3.17) 
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上 式 中 , sg 的 宗 量 都 是 x, 微 商 也 指 对 z 的 微 商 . 
根据 第 二 章 中 的 讨论 , 单 圈 图 所 贡献 的 项 角 函 数 生成 泛 函 为 


TV) (gy,F,F)= ;Trin[(GQ51) — iTr ln(.UA1 7 .40)]. (4.3.18) 
有 了 TW(of, 史 ,多 ), 所 有 单 圈 图 的 顶 角 函数 都 可 能 用 对 它 的 泛 函 微 商 求 出 来 . 


所 得 结果 与 按 费 因 曼 图 算出 的 结果 一 样 , 但 已 自动 计 入 了 对 称 因子 . 如 采 实 际 上 所 
需要 的 只 是 某 个 或 某 几 个 顶 角 函数 , 那么 直接 从 费 恩 曼 图 计算 常 症 更 为 方便 . 


4.4 与 旋 量 场 和 标量 场 相 互 作 用 的 规范 场 , 么 正规 范 、 
6 规范 和 Re 规范 

以 上 我 们 讨论 的 是 单纯 规范 场 的 情况 当 存在 旋 基 场 和 标量 场 与 规范 场 相互 
作用 时 , 如 果 不 出 现 对 称 性 的 自发 破坏 , 那么 量子 化 问题 可 类 似 地 处 理 , 不 出 现 新 的 
问题 . 其 中 标量 场 和 旋 量 场 的 泛 函 积分 量子 化 可 像 第 二 章 所 讨论 的 那样 进行 , 因此 
我 们 将 只 简单 地 写 出 结果 . 需要 特别 讨论 的 只 是 出 现 对 称 性 目 发 破坏 的 情况 . 这 时 
常用 的 规范 有 人 么 正规 范 、 上 规范 和 Re 规范 , 我 们 也 将 在 这 一 节 中 分 别 子 以 介绍 . 
1. 规范 场 与 旋 量 场 相互 作用 的 情况 


我 们 令 
9, = 0, — igA?r®, (4.4.1) 
其 中 , ra 为 旋 量 场所 属 表 示 的 生成 元 . 则 规范 场 和 旋 量 场 的 拉 格 朗 日 函数 为 
= I FoF, BDuy — my (4.4.2) 
约束 条 件 现在 由 下 式 表 述 
8jB9 + gcapy AMA’ E?7 — gytr*y = 0， (4.4.3) 


此 式 较 式 (4.1.5) 多 出 一 项 ( 式 中 的 第 三 项 ), 此 项 (加 负 号 后 ) 代表 旋 量 场 对 荷 密度 
的 贡献. 我 们 可 像 前 一 样 先 从 库仑 规范 出 发 来 量子 化 , 得 出 格林 函数 生成 泛 函 的 表 
达 式 , 然后 再 过 滤 到 & 规范 结果 即 为 
时 尖 _ _ Ti 1 
zm mtd = { PADFDAD TDW) ef -由 瑟瑟 + 去 


-fF Of — g(0,F )capy A + oD + mp 一 42 


(8, Ae)? 


Fn fy Vas, 
(4.4.4) 
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其 中 , C4(z) 和 C(z) 代表 旋 量 场 (x) 和 V(z) 的 源 , 所 有 的 积分 变量 4, 六 f, 多 ,外 都 
满足 费 恩 曼 端 条 件 . 

费 恩 曼 规则 可 像 以 前 一 样 地 导出 , 旋 基 场 的 自由 传播 子 与 第 二 章 中 所 给 的 结果 
相同 , 即 为 iu6v 十 m) 的 逆 , 它 可 表示 为 


. d4p ipD — mM iprz 


规范 场 与 旋 基 场 相互 作用 的 基本 顶 角 为 “nt 对 光世 和 42 的 微 商 ”其 结果 即 为 
VV, = igyYT™. (4.4.6) 
规范 场 的 自由 传播 子 和 F-P 虚 场 的 自由 传播 子 以 及 规范 场 之 间 的 基本 顶 角 、 
规范 场 与 F-P 虚 场 间 的 基本 顶 角 都 与 4.2 节 中 的 一 样 , 就 不 再 列 出 . 
2. 规范 场 与 标量 场 相互 作用 的 情况 (i), 么 正规 范 


为 了 理论 表述 上 方便 , 我 们 仍 像 第 三 章 那样 把 标 基 场 分 解 为 K 个 实 分 量 . 这 时 
拉 格 明日 函数 为 


1 1 
Y= -AF Fp 一 3 (Du PNDrp) —V(y), l= 1,2,..……,K. (4.4.7) 


其 中 
,= 0 -igAyT™, 


T? 为 p1 所 属 表 示 的 生成 元 . 


约束 条 件 现在 由 下 式 表述 , 
0; E? + gcapy As EY + igm (Ty) = 0, (4.4.8) 
其 中 
Ni 一 Oo 十 ig40 (T° yp) (4.4.9) 


代表 yi 的 共 斩 动 量 . 式 (4.4.8) 中 的 -igm(T*%yp)i 代表 标量 场 对 荷 密 度 的 贡献 . 

我 们 来 考察 对 称 性 出 现 自 发 破坏 , 即 y 的 真空 期 望 值 v 不 等 于 零 的 情况 . v = 
0( 无 目 发 破坏 ) 可 作为 它 的 一 个 特例 . 

原 对 称 群 设 为 5, 自发 破坏 后 的 剩余 对 称 群 设 为 Sa, 后 者 的 生成 元 为 了 R = 
1,2,… ,na. 如 第 三 章 所 指出 的 , 这 些 生成 元 作用 到 v 上 应 为 零 (表示 真空 不 带 这 些 
荷 ): 

TRv = 0. (4.4.10) 
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9 的 其 余生 成 元 记 作 T, G = na 十 1,…,n. n 为 5S 的 生成 元 总 数 . 假定 已 通过 第 
三 章 所 说 的 正 交 变换 步骤, 使 得 


wo 一 这 和 v (4.4.11) 


互相 正 交 .于 是 we 构成 Nambu-Goldstone 空间 的 正 交 基 . 归 一 化 后 的 基 矢 记 作 
eG. 标量 场 内 部 自由 度 空间 (天 维 ) 在 除去 N-G 自由 度 后 剩余 的 空间 即 为 Higgs 空 
间 . 此 空间 对 应 于 有 质量 的 标量 粒子 了 . 假设 我 们 也 已 在 Higgs 空间 进行 了 正 交 变 
换 , 使 质量 矩阵 对 角 化 , 相应 的 基 矢 记 作 e#, 质量 本 征 值 为 mg、 这 样 我 们 就 将 标 
量 场 内 部 自由 度 指标 1 取 成 | 群生 成 元 指标 a 如 前 所 述 已 分 成 | 六 与 
指标 G 对 应 的 规范 玻 色 子 将 获得 质量 Me = glw®|. 
约束 条 件 在 标量 场 作 平移 _，w Tv 后 化 为 
Oj; E+ gcrpy A EY +ign(TRy), = 0, (a € R), 


(4.4.12) 
Oj; Er 十 gcapy As EY 十 igni (T° op) 二 orc = 0, (a € G). 


在 写 (4.4.12) 第 一 式 时 , 利用 了 TRv = 0; 写 第 二 式 中 的 最 后 一 项 时 利用 了 i 这 %v = 
lwclec ,glwc| = Moe, 以 及 mef = mc- 
当 上 一 士 co 时 , 由 于 浸 渐 移 引 , 使 多 中 的 作用 项 (对 平移 后 的 场 量 而 言 ) 为 零 ， 
于 是 上 述 约束 条 件 的 渐 近 形式 ( 即 加 在 渐 近 目 由 态 上 的 约束 条 件 ) 为 
0; Ei = 0， 


(t 一 +00) (4.4.13) 
0; Er 二 Manxc= 二 0 


对 指标 为 R 的 部 分 , 结果 仍 与 过 去 一 样 . 对 指标 为 G 的 部 分 , 则 改换 为 BF 与 re 


的 一 个 线性 组 合 为 零 , 这 意味 着 与 它们 共 d 的 场 量 4? 和 ye 不 都 是 独立 的 动力 学 
变量 . 于 是 一 种 可 取 的 辅助 条 件 为 


(4.4.14) 


此 条 件 称 为 么 正规 范 (U 规范 ) 条 件 . 对 于 剩余 对 称 群 的 指标 (a = 忆 ), 该 辅助 条 件 
仍 取 4” 的 三 维 纵 分 莉 为 零 , 而 对 于 a = G 的 指标 , 则 取 pc 为 零 (上 面 已 指出 , pe 
与 4e 之 间 有 一 个 是 不 独立 的 ), 也 就 是 说 在 么 正规 范 中 已 通过 适当 的 规范 变换 把 
Nambu-Goldstone 分 量 消 去 . 

@ 有 质量 是 一 般 性 的 说 法 , 并 不 排除 在 某 些 情 况 下 , 有 一 些 Higgs 粒子 质量 为 零 . 
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条 件 式 (4.4.14) 满足 式 (3.7.22) 所 表述 的 对 辅助 条 件 的 要 求 . 其 中 第 二 式 是 显 
然 成 立 的 , 第 一 式 在 微 扰 论 范围 内 亦 成 立 . 

么 正规 范 (U 规范 ) 消去 了 所 有 非 物 理 的 多 余 自 由 度 , 包括 yp 的 N-G 分 量 和 
剩余 对 称 性 中 规范 场 的 三 维 纵 分 量 . 因此 在 此 规范 中 所 出 现 的 只 是 物理 的 自由 度 . 
Q 二 G 的 原 规范 玻 色 子 42 现在 已 成 为 普通 的 有 质量 的 矢量 粒子 (因而 它 的 三 维 纵 
分 量 是 物理 的 目 由 度 ), 其 目 由 传播 子 的 动量 表示 为 


-i ky ky 
ADN =- ri +) 

么 正规 范 也 有 它 的 缺点 , 除了 不 协 变 以 外 , 还 有 下 述 问题 : 46 的 自由 传播 子 的 
动量 表示 , 像 普 通 的 有 质量 的 矢量 粒子 一 样 , 在 有 一 oo 时 , 不 趋 于 零 而 趋 于 有 限 值 . 
这 就 增加 了 圈 积 分 的 发 散 度 , 带 来 了 新 的 奇异 性 . 与 此 相应 , 其 么 正 补 偿 项 Det.AMv 
中 也 包含 有 6 函数 型 的 奇异 性 . 这 些 附加 的 奇异 性 虽然 最 终 互 相 消去 , 但 却 给 计算 
高 阶 过 程 带 来 不 方便 2 , 在 微 扰 论 中 计算 高 阶 修正 时 , 通常 采用 的 是 下 述 规范 和 
Re 规范 . 

3. 规范 场 与 标量 场 相互 作用 情况 (ii), & 规范 和 Re 规范 

在 & 规范 中 , 生成 泛 孙 2 的 泛 函 积分 表达 式 可 像 前 面 一 样 写 出 .只 是 当场 量 
m 的 只 空 期 望 信 v 不 为 零 时 要 作 平 移 p 一 9p 十 v. 假设 .2 中 原来 标量 场 的 势 函 数 
U(y) 为 -5HO 十 厂 X22) 则 有 


v2 一 一 (4.4.15) 


平移 后 的 U(p) 可 展开 为 


UP) = U0) + (po) + P+ 


由 此 式 可 见 , Higgs 粒子 中 只 有 一 个 获得 质量 (出 现 这 种 情况 同上 述 U(y) 具 有 O(K) 
对 称 性 有 关 ), 此 分 量 即 y 在 wv 方向 的 投影 pv/lvl, 它 的 质量 为 


my = Ah (4.4.16) 


1 1 /A 入 
UV(P) = mpo 十 Amp’ + Np + UV). (4.4.17) 


@ 补偿 项 的 具体 例子 见 下 文 式 (4.4.25)~(4.4.27)， 要 补充 说 明 的 是 在 作 树 图 近似 时 ， 由 于 没有 图 积 
分 , DetMv 也 可 取 为 1, 这 两 个 问题 都 不 出 现 , 使 用 么 正规 范 是 方便 的 . 


于 是 U(y) 可 写作 
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平移 后 的 拉 格 明日 函数 形 如 
1 1 1 
ZL=—7Fo PF — SMEAR) — 3(Dp)i (Duy); 


1 。 


规范 固定 项 和 勾 正 补 偿 项 仍 为 
1 

2 

不 难 写 出 42 的 自由 传播 子 . 当 a e R 时 , 结果 仍 如 前 . 传播 子 的 动量 表示 为 


(9.42)2 + fF Df +g(0uf )capyAyf®. 


(ED 一 一 _ Dos |， 4.4. 
Div (k,é6) = Ta | + (€ — 1) Ea i (4.4.19) 


这 与 “48 保持 为 零 质量 的 规范 玻 色 子 ” 的 结论 是 一 致 的 . 当 we G 时 , AG 与 N-G 
粒子 pc 有 混合 , 因 儿 的 二 次 项 中 与 46 和 pc 有 关 部 分 的 系数 构成 非 对 角 矩 阵 
在 动量 空间 中 该 拒 阵 (在 分 出 因子 -3 以 后 ) 可 写成 5 x 5 的 形式 @ 


1 
(k2 十 M2)6w 十 € 一 kkv 一 cp 
K(k,é) 一 ) 
iMGak, k2 


4 


PG 


这 样 在 求 自由 传播 子 时 , 应 该 把 4 和 ye 合成 为 ( ) 来 处 理 . 上 述 矩 阵 的 道 


@ 其 中 , (k? 十 M2)ouz 十 ( 一 1)kuky 构成 4x 4 矩阵, -iMGky 为 4 行 单列 的 和 矩阵, iMGku 为 4 

列 单行 的 矩阵 . 此 矩阵 的 意义 是 : 若 将 作用 量 中 含 AG 和 peG 的 二 次 项 表 为 
1 Kus(z—Yy) Ki(r—yYy) 49 (9y) ) 
二 d4 d4 AG HK 几 . 
;| zd yl eete) ( —K/i(z—Yy) K’”"(z—Yy) ) ( pa(y) 

则 有 
| Kuv(z 一 急 Kl(z—Yy) ) 
—Ky,(z—Yy) K’”"(z—Yy) 


1 


J Qt 
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为 (-ie 未 写 出 ) 
0 1 E ) kuky | k, 
| EMa ras 
K-1(k) = +Mé te kk | (4.4.20) 
-iEMc 一 ” 1+6 汪 
(k2)2 k2 


G 
| 5 ) 的 自由 传播 子 矩 阵 (动量 表象 ) 即 为 上 式 乘 上 (i), 它 的 非 对 角 性 表明 48 
C 


一 1 


[ony eik(z-y) 并 对 积分 , 即 得 出 


和 wc 在 传播 中 可 以 互相 转化 . 将 上 述 惩 阵 乘 上 
坐标 表象 中 的 上 自由 传播 子 矩 阵 . 

Higgs 粒子 的 自由 传播 子 与 通常 的 标量 粒子 一 样 , F-P 虚 粒 子 的 传播 子 亦 与 前 
相同 , 这 里 不 再 写 出 ， 此 规范 的 不 方便 之 处 在 于 A5 与 pc 有 混合 . 但 奉 取 明道 规 
范 , 即 令 & 为 零 , 则 混合 将 解除 . 这 时 49 - pe 的 传播 子 矩 阵 化 为 对 角形 式 , 42 的 
自由 传播 子 为 

A(O)(k) = TM i 区 一 站 ， (4.4.21) 
而 pc 的 传播 子 是 
= 均一 下， (4.4.22) 
这 样 微 扰 论 的 计算 将 大 为 简化 . 但 在 完全 的 传播 子 中 ( 即 不 是 自由 的 传播 子 ), 非 对 
角 项 仍 会 出 现 , 因而 在 费 恩 曼 图 中 应 包括 46 与 pa 的 转化 子 图 (图 4.4.1) 


图 4.4.1 
另外 一 种 规范 是 Re 规范 , 又 称 上 Hooft 规范 . 它 的 规范 固定 项 取 为 


-去 (22 = Wp: 


当 a € RR 时 , 由 于 Tfw = 0, 上 式 右 方 化 为 


二 [8， — (yp,gT°v)]*. (4.4.23) 


即 与 € 规范 一 样 . 而 当 a e G 时 , 规范 固定 项 可 写成 


- 云 @ 5 42 一 EMepc)” 
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此 式 中 的 交叉 项 为 (0.48)Meopc = 一 46 Ma(Bpe), 正好 与 2 中 的 46 - pe 混合 
项 消去 (参见 式 (4.4.18))9 . 
RE 规范 的 补偿 项 用 F-P 虚 粒 子 表 示 的 结果 为 


fF Of° 十 g(Ouf )capy A7fS 十 ég2f" (Tov, Tho)fr 一 EM2F 19， (4.4.24) 


此 结果 可 通过 7 求 出 , 但 推导 时 要 注意 5% 应 取 为 -iTe(p +0)5X9, 而 不 是 简单 
的 这 ?gp6X, 因为 原来 的 2 已 代 换 为 p 十 v 

Re 规范 的 优点 是 : 48 和 pe 的 自由 传播 子 没有 混合 , 48 的 自由 传播 子 即 为 
kky 


A(G) — HY 
pr (os) k2 十 EM2 一 


6 + (€—1) (4.4.25) 


k2+ M2 一 ie 
它 正好 是 李 政 道 和 杨振宁 在 1962 年 尝试 构造 弱 作用 的 可 重 正 化 理论 时 所 提出 的 形 
式 . 

在 求 wa 的 自由 传播 子 时 ,应 注意 计 入 规范 转 定 项 中 所 包含 的 p 的 二 次 项 
-SM&p%. 由 此 得 出 pe 的 自由 传播 子 为 


12 十 EM 一 ic 


不 论 & 取 何 值 , 45 与 we 的 自由 传播 子 都 无 混合 , 这 是 Re 规范 比 & 规范 的 优 
越 之 处 . 但 在 完全 的 传播 子 中 , 同样 非 对 角 项 仍然 存在 , 从 而 费 恩 曼 图 中 亦 将 有 44 
与 pc 转化 的 子 图 . 

从 补偿 项 不 难看 出 , 与 群 指标 G 对 应 的 F-P 虚 粒 子 的 自由 传播 子 也 有 了 改变 . 
其 动量 表示 现在 为 


Ac(k,é€) = (4.4.26) 


A(S) (k,£) = FE (4.4.27) 
与 pc 的 相同 . 

当 & 关 0 时 , pa 和 f9 都 如 同 质量 为 VEMGe 的 粒子 . 这 就 使 得 Re 规范 对 处 理 
退 耦 合 效应 比较 合适 . 设想 对 称 性 在 高 的 能 量 标 度 处 发 生 自 发 破坏 , 使 45 获得 超 
重 的 质量 MG. 当 我 们 研究 低能 区 域 的 现象 时 , 如 果 采 用 Re 规范 , 则 不 仅 46 为 超 
重 粒 子 , 相应 的 pc 和 jc 也 将 为 超重 粒子 , 因而 都 可 从 理论 中 上 略 去 . 剩 下 的 就 只 是 
AR, Higgs 粒子 以 及 指标 为 RR 的 F-P 虚 粒 子 fr. 粒子 42 和 廊 都 只 与 剩余 对 称 
群 SR 相关 . 不 过 在 应 用 重 正 化 群 方程 时 , 此 规范 有 不 方便 的 地 方 . 

当 取 & 为 零 时 ,Re 规范 与 《规范 相符 合 , 都 化 为 朗 道 规范 . 


@ 全 微分 项 0.(48 Mecwec) 对 作用 量 的 贡献 为 零 , 因 4o 和 ypG 满足 费 恩 曼 端 条 件 . 
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对 于 所 有 规范 玻 色 子 都 获得 质量 的 情况 , 我 们 可 令 一 oo. 在 此 极限 下 ,补偿 项 中 的 
前 两 项 可 以 全 去 . 虚 场 的 泛 函 积分 可 还 原 成 Det.NM 的 形式 , 这 里 的 MSS = -ecM26cc 十 
&g*(TSv,TS yp). 在 分 出 常数 因子 后 , Det.it 可 表 为 


DetH = emin0-2)， (4.4.28) 
其 中 , B 的 矩阵 元 为 
7 2 / 
BO® (zy) = Bz (Tov, TS plz))5(z 一切 (4.4.29) 
G 


于 是 式 (4.4.28) 可 以 化 为 


Det.H = exp | 一 0-(0) >》 - ( 走 ) | / dsz(Toiv, T°?9(7)) 
" (4.4.30) 
(Te2v, Te3p(7)) (THO, TH eo) . 


wa 粒子 的 “质量 ” 现 已 趋 于 无 穷 , 从 而 可 从 理论 中 消去 , 而 48 的 自由 传播 子 化 为 


这 时 , Re 规范 的 结果 就 与 么 正规 范 一 致 

基本 顶 角 不 难 列 出 , 从 式 (4.4.18) 我 们 看 到 , 除了 过 去 讨论 过 的 规范 场 三 线 作 
用 项 角 和 四 线 作 用 项 角 外 , 还 有 图 4.4.2 所 示 的 三 线 和 四 线 作 用 顶 角 ; 另外 , 在 Re 
规范 中 , 标量 粒子 与 F-P 虚 粒 子 间 也 有 三 线 作用 顶 角 . 这 从 Re 规范 的 补偿 项 的 形 
式 即 可 看 出 . 


图 4.4.2 


矢量 玻 色 子 ，-------- 标量 粒子 


在 规范 和 Re 规范 中 , 42, 2 和 f* 的 自由 传播 子 都 具有 好 的 大 动量 行为 , 即 
当 成 大 时 , 上 述 所 有 自由 传播 子 的 动量 表示 都 ~ 十 . 根据 下 一 章 关 于 可 重 正 化 条 
件 的 讨论 , 这 一 理论 是 可 重 正 的 

自由 传播 子 中 所 出 现 的 多 余 极点 (如 Re 规范 中 局 = -EM 的 极点 ) 都 不 会 在 
5 矩阵 元 中 出 现 . 这 是 因为 么 正规 范 中 没有 此 极点 , 而 从 本 章 的 讨论 我 们 看 到 , 9 抵 
阵 元 与 规范 的 选择 无 关 . 下 一 章 我 们 还 将 证 明 , 重 正 化 并 不 破坏 规范 不 变性 , 因而 重 
正 化 的 5 矩阵 元 也 将 是 “规范 无 关 " 的 
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非 阿 贝尔 规范 场 理论 的 一 个 重要 性 质 是 可 以 重 正 化 , 而 且 在 发 生 对 称 性 目 发 破 
坏 的 情况 下 , 这 种 可 重 正 的 性 质 仍 然 保 持 , 这 就 解决 了 粒子 物理 中 有 关 弱 作用 不 可 
重 正 化 的 难题 . 弱 作 用 的 短程 性 要 求 传 递 弱 作用 的 失 基 致 色 子 具有 大 的 质量 , 但 如 
上 一 章 所 指出 的 , 通常 有 质 基 的 矢量 玻 色 子 , 其 目 由 传播 子 具 有 不 好 的 大 动量 行为 ， 
这 将 使 理论 不 可 重 正 化 . 只 有 对 称 性 目 发 破坏 的 非 阿 贝尔 规范 理论 , 才 既 容许 包 纳 
有 质量 的 矢量 玻 色 子 又 可 以 证 明 能 重 正 化 .我 们 在 第 三 章 中 所 介绍 的 弱 作 用 与 电 
磁 作 用 的 统一 理论 实际 上 就 是 一 种 可 重 正 化 的 理论 . 

对 于 规范 理论 的 重 正 化 , 还 有 一 个 特殊 的 问题 , 即 证 明 重 正 化 以 后 的 理论 仍 具 
有 规范 对 称 性 . 为 此 , 规制 化 "时 需 采 用 规范 不 变 的 方案 . 本 章 将 对 两 种 规范 不 变 的 
规制 方案 进行 介绍 . 另外 , 在 完成 重 正 化 不 破坏 规范 不 变性 的 证 明 中 , Slavnov-Taylor 
恒等式 具有 十 分 重要 的 作用 , 它 也 是 本 章 讨论 的 主要 内 容 之 一 . 


5.1 关于 重 正 化 的 一 般 讨论 


我 们 在 第 一 章 已 经 指出 , 不 论 理论 是 否 出 现 发 散 , 都 应 该 进行 重 正 化 , 因为 实际 
的 粒子 并 非 齐 粒子 , 描述 它们 的 物理 参量 如 质量 和 厢 合 弟 数 , 并 不 就 是 原始 拉 格 明 
日 函数 中 所 出 现 的 参 其 ; 但 通常 所 谓 一 个 理论 是 否 可 重 正 化 , 则 同 理论 出 现 发 散 有 
关 , 是 指 理论 中 的 紫外 发 散 可 否 通过 质量 、 斐 合 常 数 和 波 函 数 的 重 正 化 而 被 吸收 掉 . 

对 于 不 可 重 正 化 的 理论 , 我 们 只 能 计算 微 扰 论 的 最 低 价 的 近似 即 树 图 近似 . 弱 
作用 的 V-A 型 四 费 米 子 耦合 理论 和 中 间 玻 色 子 理论 (引入 通 负 的 有 质量 的 天 基 琉 
色 子 来 传递 弱 作 用 ) 都 是 不 可 重 正 化 理论 的 例子 . 

可 重 正 性 是 不 是 一 个 正确 理论 所 必需 满足 的 条 件 ? 

许多 人 相信 : 在 极 小 的 时 空 距离 , 目前 的 场 论 甚 至 关于 时 空 的 理论 是 不 适用 的 ， 
场 论 中 的 发 散 困难 来 自 于 它 的 应 用 范围 被 不 适当 地 外 延 . 也 就 是 说 , 对 于 目前 的 场 
论 , 存在 着 某 种 实际 的 截断 , 发 散 并 不 真 的 出 现 . 这 样 看 来 , 一 个 正确 的 理论 ( 指 在 
目前 时 空 领域 内 正确 ) 似乎 并 不 一 定 要 符合 “可 重 正 化 ”的 条 件 , 只 需 把 实际 的 截 
断 考 虑 进来 即 可 . 


@ 规制 化 的 英文 为 regularization. 在 中 文 文献 中 也 常 称 作 正 规 化 , 但 “正规 化 ”一 词 的 意义 比较 广泛 ， 
用 在 这 里 也 不 太 贴 切 . 
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但 是 , 此 问题 的 管 案 并 不 这 样 简单 , 我 们 将 在 讨论 可 重 正 化 的 条 件 之 后 , 再 回 到 
这 个 问题 

在 本 节 中 , 我 们 还 将 对 采用 抵消 项 形式 来 进行 重 正 化 的 方法 作 必要 的 介绍 , 并 
结合 非 阿 贝尔 规范 理论 的 具体 情况 , 对 不 同 规制 化 的 优 缺 点 作 综 合 性 的 说 明 ， 
1. 图 形 指数 和 可 重 正 化 条 件 


设 相 互 作用 哈密 顿 量 密度 包括 大 干 而 合 和 常数, 并 可 写作 


Hn = 》 HY = 》 gHVOY, (5.1.1) 
1 1 
其 中 , g 代表 第 ! 项 的 耦合 常数 9; VO 中 只 含 场 量 及 其 微 商 和 量 纲 为 1 的 数 (如 
群 的 生成 元 ) 

在 自然 单位 制 中 , 任何 物理 量 的 量 纲 都 可 表示 为 质量 的 寡 次 . 设 9g 〇 0 的 量 纲 罕 
次 为 dD, 场 量 xj 的 量 纲 吞 次 为 由 ( 对 标量 场 和 矢量 场 , 4 = 1; 对 放量 场 4 = >. 这 
些 结果 从 自由 哈密 顿 即 可 看 出 ) 再 设 该 场 量 在 .Et 中 出 现 的 次 数 为 罗 ?， 30 
中 含 微 商 的 次 数 为 m 中 , 则 有 


ki dj + dl 二 mt =4, (5.1.2) 


因为 ;ut 的 量 纲 寡 次 为 4 
我 们 将 称 场 x; 的 自由 传播 子 具 有 正常 的 (或 良好 的 ) 大 动量 行为 , 如 果 该 传播 
子 的 动量 表示 在 &( 动 量 ) 大 时 ~ k2;, 其 中 D; 为 该 传播 子 动量 表示 的 量 纲 才 次 . 不 
难 证 明 ， 
Di = 2d; 一 4 (5.1.3) 


标量 场 、 旋 量 场 和 零 质 量 的 矢量 场 (如 规范 场 ) 的 自由 传播 子 都 具有 正常 的 大 动量 
行为 , 而 通常 的 有 质量 的 矢量 场 则 不 是 . 

下 面 来 考察 任何 一 个 正规 的 费 恩 曼 图 . 设 此 图 中 含 场 x; 的 内 线 数 为 万 . 外 线 
数 为 ;, 该 图 形 中 .将 (0 顶点 出 现 的 次 数 为 几 , 考虑 到 每 根 内 线 与 两 个 顶点 相连 接 
而 每 根 外 线 只 与 一 个 顶点 相连 接 , 即 可 得 出 


21; + E; = nrd,. (5.1.4) 


一 个 正规 图 形 的 图 形 指数 N 是 指 “ 当 其 费 恩 曼 积分 中 的 所 有 积分 动量 都 积 到 
@ 如 果 有 的 项 含 某 耦 合 常数 9 的 平方 , 则 在 这 里 的 讨论 中 可 将 它 ( 指 92) 看 做 是 一 个 新 的 耦合 常数 
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co 时 , 积分 的 表 观 发 散 度 .”"” 如 该 正规 图 形 所 对 应 的 费 恩 曼 积分 最 后 化 成 


F(ki, k2,..., ka) 
asm ..。， d ho Gp Ro Ra) Ro..., Ra) 
其 中 , F 和 G 都 是 (hi, k2,…, ka) 的 多 项 式 , 其 中 含 动 基 的 最 高 车 次 分 别 为 pF 和 
pc, 则 图 形 指数 的 定义 就 是 4a 十 pF 一 po. 
在 传播 子 具有 正常 的 大 动量 行为 的 条 件 下 , 不 难得 出 正规 图 形 2 的 图 形 指数 为 


N=DjL+ (mmd — me)+4T— 4(n— 1), (5.1.5) 


其 中 , mE 为 图 中 外 线 上 微 商 的 总 数 ; 了 代表 图 中 总 内 线 数 (I = >1;); n 代表 图 中 
总 顶点 数 (n = Em). 上 式 右 方 第 一 、 二 项 分 别 为 内 线 传播 子 和 内 线 上 的 微 商 对 N 
的 贡献 , 第 三 项 代表 I 个 dk 对 NN 的 贡献 , -4(n 一 1) 代表 项 点 上 的 6 函数 的 贡献 
(在 味 个 5 函数 中 要 分 出 一 个 只 含 外 线 动 基 的 5 函数 ). 注意 , 图 形 指数 只 是 对 正规 
图 形 定义 的 , 如 果 是 非 正规 图 形 , 无 论 是 连接 的 还 是 非 连接 的 , 其 表 观 发 散 度 都 不 由 
式 (5.1.5) 表示 . 对 于 连接 的 非 正 规 图 , 存在 一 个 单 内 线 连接 两 个 部 分 , 此 内 线 上 的 
动量 可 表 为 某 些 外 线 动量 的 和 从 而 可 提出 到 积分 号 外 . 而 对 于 非 连接 的 图 , 则 将 分 
出 不 只 一 个 仅 与 外 线 动 基 有 关 的 6 郴 数 . 

需要 指出 的 是 , 当 一 个 正规 图 形 的 指数 小 于 零 时 , 相应 的 费 恩 曼 积 分 并 不 一 
定 就 收敛 , 因为 它 可 能 包含 某 个 发 散 的 正规 子 图 ( 即 该 子 图 的 图 形 指数 为 正 或 零 )， 
而 当 一 个 正规 图 形 的 图 形 指数 NN 为 正 时 , 其 费 恩 曼 积分 的 真实 发 散 度 也 可 能 由 于 
对 称 性 或 其 他 原因 而 比 小 甚至 是 收敛 的 . 因此 仅 从 图 形 本 身 的 图 形 指数 并 不 就 
能 判断 其 费 恩 受 积 分 是 否 收敛 . 但 可 以 证 明 这 样 一 个 定理 : 

定义 “ 子 顶 角 图 ” 为 图 中 一 部 分 顶点 以 及 “两 端 都 导 这 些 顶 点 相 联 绪 的 ” 所 有 内 
线 所 构成 的 图 形 , 则 当 一 个 正规 项 角 图 形 本 身 的 指数 以 及 它 所 包含 的 任何 正规 “ 子 
顶 角 图 ” 的 指数 都 为 负 时 , 该 图 对 应 的 费 恩 曼 积 分 就 是 收敛 的 (当然 , 外 动量 的 取 值 
应 避 开 正规 顶 角 函数 的 奇异 区 ). 

利用 式 (5.1.3) 和 (5.1.4) 从 式 (5.1.5) 中 消去 Di 和 厂 , 得 


N=m(k dj +m®d)— mse— djE;+4(1—n), 
再 以 式 (5.1.2) 代入 , 就 将 上 式 化 为 
六 =4 一 midg) -dE;— meg (5.1.6a) 
@ N = 0 代表 对 数 发 散 


@ 正规 图 形 即 单 粒子 不 可 约 的 图 形 . 
@ 例如 可 将 外 动量 (p1,p2,…) 的 取 在 欧 几 里 得 区 : p? > 0, (pj 十 p4)” > 0, (pj; 十 PR 十 DID) ”> 0,.…. 
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这 就 是 在 传播 子 具有 正常 大 动量 行为 条 件 下 的 图 形 指数 公式 

下 面 我 们 把 具有 同样 的 外 线 和 外 线 微 商 的 图 形 归 为 一 类 . 对 于 同一 类 的 正规 
图 形 , djE; + mg 为 确定 的 值 ， 这 样 当 某 个 而 合 常数 9 具有 负 的 量 纲 宕 次 ( 即 
dy < 0) 时 , 随 着 微 扰 阶 数 的 增加 使 9 出现 的 次 数 mw 足够 地 大 , 总 可 使 该 类 正规 
图 形 的 表 观 发 散 度 变 为 正 . 在 这 种 情况 下 , 可 以 构造 出 无 穷 多 类 原始 的 发 散 图 , 使 
理论 成 为 是 不 可 重 正 化 的 . 弱 作 用 V-A 理论 中 的 四 费 米子 耦合 项 就 是 一 个 这 样 的 
例子 , 它 的 耦合 常数 的 量 纲 寡 次 为 (一 2) 

在 所 有 的 耦合 常数 都 是 量 纲 为 1 的 情况 , 式 (5.1.6a) 化 为 


N=4-dE;— mg, (5.1.6b) 


这 时 我 们 看 到 : @ 表 观 发 散 度 不 依赖 w, 即 与 微 扰 论 的 阶 数 无 关 ; @ NN 将 随 着 外 
线 数 增多 而 减少 . 这 样 , 将 只 有 有 限 类 的 原始 发 散 图 形 . 可 以 证 明 , 这 种 理论 中 出 现 
的 发 散 可 以 通过 重 正 化 而 被 吸收 掉 , 因而 是 可 重 正 化 的 理论 . 

最 后 , 假若 所 有 的 耦合 常数 都 具有 正 的 基 纲 寡 次 , 那么 不 仅 只 有 有 限 类 的 原始 
发 散 图 , 而 且 每 类 中 发 散 正 规 图 形 的 个 数 也 其 有 限 的 这 种 情况 可 称 为 超 可 重 正 化 
的 . 唯一 满足 这 种 条 件 的 .名 nt 为 一 和 名 一 9 yh 但 它 的 有 效 势 无 下 界 , 因而 不 构 
成 现实 的 理论 , 即 物 理 上 是 不 允许 的 . 当然 一 -部 分 灶 合 常数 具有 正 的 量 纲 寡 次 另 一 
部 分 斐 合 常数 量 纲 为 1 的 情况 , 物理 上 是 允许 的 . 

总 结 起 来 , 在 传播 子 具 有 正常 大 动量 行为 的 情况 下 , 理论 是 否 可 重 正 化 , 归结 为 
所 有 斐 合 常 数 的 量 纲 才 次 (do) 是 否 都 等 于 零 或 大 于 零 . 

dy 为 零 的 耦合 形式 有 : 2， (A Aj)’”, Ap Av (OA), pAL (Ony), A App’, pyy, 
Vysbp, Wynwhp, VysYuwAn. dg 大 于 零 的 如 前 所 述 只 有 yp3 和 pAjAu. 我 们 看 到 ， 
满足 可 重 正 化 条 件 的 耦合 项 只 有 有 限 的 种 类 . 

从 图 形 指数 公式 (5.1.6), 我 们 还 可 得 出 另 一 个 重要 结论 , 即 对 于 不 可 重 正 化 的 
理论 , 不 仅 原始 发 散 图 的 类 数 为 无 穷 多 , 而 且 对 于 同一 类 图 形 , 随 着 微 扰 阶 数 的 增 
加 , 图 形 指数 N 也 随 之 增加 , 从 而 发 散 度 可 以 无 限制 的 增高 . 这 样 , 即使 存在 某 种 现 
实 的 截断 42, 使 得 发 散 并 不 真 的 存在 , 但 由 于 4 出 现 的 究 次 《将 随 着 微 扰 论 阶 数 
的 增加 而 增 大 , 微 扰 论 将 失去 意义 . 因此 , 如 果 认 为 微 扰 论 有 意义 或 在 一 定 的 范围 内 
有 意义 (如 QCD 在 高 能 或 深度 非 弹 性 范围 时 ), 那么 满足 可 重 正 化 条 件 (所 有 dg > 
0) 仍 是 理论 所 必需 的 . 在 这 个 意义 上 , 可 重 正 性 仍 可 作为 一 个 理论 是 否 正确 的 判 据 
之 一 . 

@ 是 指 “ 空 间 不 是 无 限 可 分 的 ”这 一 类 情况 . 

@ 更 确切 地 说 , 是 (9g(D)-1/9% ”4 的 短 次 . 
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对 于 有 质量 的 通常 的 矢量 玻 色 子 ,k 一 co 时 , 其 自由 传播 子 (动量 表象 中 ) 趋 于 
有 限 值 , 从 而 大 动量 行为 是 不 好 的 . 当 理 论 含有 这 样 的 粒子 时 , 式 (5.1.6a) 需要 修正 ， 
为 此 我 们 将 场 x; 的 传播 子 的 大 天 行为 一 般 写作 aq?’+%;( 其 中 D; 由 式 (5.1.3) 给 出 )， 
6; 关 0 就 代表 大 行为 非 正常 . 这 时 图 形 指数 公式 将 修改 为 


N=4-nmdd — djbE;+6l;— mp, (5.1.7) 


与 式 (5.1.6a) 相 比 , 右 方 多 了 一 项 6;T;. 
实际 上 只 是 有 质量 的 通常 矢量 玻 色 子 才 有 不 好 的 大 有 行为, 它 的 6 为 2, 大 设 
图 中 所 含 这 种 粒子 的 内 线 数 为 Iy, 则 上 式 就 化 作 


=4 一 midi — djE;+2ly 一 mm (5.1.8) 


这 样 , 即使 所 有 dy 都 为 零 , 只 要 Iy 足够 地 大 , 不 论 BB 和 mg 取 何 值 , N 也 会 为 
正 . 这 种 理论 一 般 是 不 可 重 正 化 的 . 但 有 质量 光子 的 电动 力学 是 一 个 例外 . 可 以 证 
明 有 质量 光子 传播 子 中 大 动量 行为 反常 的 项 也 对 8 矩阵 没有 贡献 . 非 阿 贝尔 规 
范 理论 的 情况 就 不 同 , 如 果 也 硬 加 进 规范 下 色 子 的 质量 项 , 理论 将 变 成 不 可 重 正 化 
的 . 这 是 因为 在 非 阿 贝尔 规范 理论 中 , 由 于 规范 场 的 自作 用 , 它 的 四 维 纵向 分 量 与 模 
向 分 量 之 间 有 耦合 0， 使 传播 子 中 的 -ze 部 分 对 5 矩阵 的 贡献 不 为 零 

对 称 性 自发 破坏 的 非 阿 贝尔 规范 理论 情况 与 此 不 一 样 . 它 虽然 包含 有 质量 的 矢 
量 粒子 , 但 质量 项 不 是 外 加 进去 的 , 定 域 规范 对 称 性 在 这 里 并 未 受到 实质 性 的 破坏 
如 果 我 们 选择 € 规范 或 Re 规范 , 那么 有 质量 的 矢量 玻 色 子 的 传播 子 仍 具有 正常 的 
大 大 行为 再 加 上 规范 克 合 常数 是 量 岗 为 1 的 , 于 是 可 重 正 化 的 条 件 能 够 满足 ( 当 
然 , 标量 场 的 自作 用 项 以 及 旋 量 场 - 标量 场 的 作用 项 要 适当 选取 使 相应 的 ds > 0) 

在 这 里 我 们 看 到 有 自发 破坏 的 非 阿 贝尔 规范 理论 的 一 个 有 意思 的 情况 ， 当 我 
们 选取 一 类 规范 ( 么 正规 范 ) 使 多 余 的 N-G 粒子 和 零 质量 规范 屁 色 子 的 三 维 纵 分 
量 消去 时 , 获得 质量 的 规范 玻 色 子 像 普通 的 矢量 粒子 一 样 , 其 传播 子 具有 不 好 的 大 
k 行为, 使 得 理论 不 是 明显 可 重 正 化 的 ; 而 当 我 们 取 另 一 类 规范 (6 规范 或 Re 规范 
时 , 获得 质量 的 规范 臻 色 子 具有 正常 的 大 k 行为, 理论 是 明显 可 重 正 化 的 , 但 却 不 
是 明显 么 正 的 . 因为 此 规范 中 含有 非 物理 粒子 , 它们 的 传播 子 带 来 多 余 的 极点 . 这 
两 类 规范 具有 互补 的 性 质 . 由 于 8 矩阵 与 规范 无 关 , 我 们 在 讨论 它 的 不 同性 质 时 可 
以 采用 不 同 的 规范 . 通过 这 种 办 法 , 我 们 就 可 以 证 明 5 矩阵 既是 么 正 的 又 是 可 重 正 
化 的 


@ 费 恩 曼 规则 中 的 规范 场 自 作用 项 点 即 具有 此 性 质 . 
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2. 非 阿 贝尔 规范 理论 的 规制 化 问题 


定 域 场 论 由 于 存在 紫外 发 散 , 因而 作 高 阶 近似 计算 (图 图 修正 ) 时 , 首先 要 进行 
规制 化 , 即 通过 某 种 处 理 使 发 散 的 积分 得 到 限制 , 从 而 具有 一 个 有 限 的 表达 式 , 而 原 
发 散 的 积分 是 此 表达 式 的 某 种 极限 . 规制 化 有 不 同 的 方案 , 最 直接 的 办 法 是 将 积分 
动量 转 到 欧 几 里 得 度 规 后 , 对 积分 的 上 限 引入 截断 . 较 一 般 的 协 变 规制 化 方式 是 引 
入 某 些 辅 助 的 重 粒子 场 了 ,通过 它们 的 贡献 使 原来 的 发 散 被 消去 (Pauli-Villars 规 
制 因子 法 ). 我 们 也 可 以 用 其 他 方式 增加 被 积 函 数 的 衰减 速度 以 使 积分 收 合 (参见 下 
文 ). 在 这 些 方式 中 引入 到 被 积 函数 中 的 参数 (如 重 粒 子 的 质量 ) 就 起 着 与 截断 相似 
的 作用 

20 世纪 70 年 代 又 发 展 了 另 一 种 规制 化 方案 , 即 通过 改变 积分 的 维 数 使 原 发 散 
的 积分 收敛 .这 种 办 法 称 为 维 数 规 制 化 . 采用 这 种 方案 时 , 先 把 发 散 积 分 维 数 从 4 
降 到 s( 正 整数 ), 当 s 足够 小 时 , 积分 将 是 收敛 的 , 然后 把 结果 表 成 适当 的 s 的 函数 ， 
并 把 。 延 拓 到 复 平面 . 如 令 4 一 s = 6, 则 < 就 可 看 作 是 维 数 规制 化 中 的 截断 (不 让 
维 数 达到 人 

前 已 指出 , 在 非 阿 贝尔 规范 场 的 重 正 化 中 , 有 一 个 需要 特别 讨论 的 重要 问题 , 即 
重 正 化 后 的 理论 是 否 仍 具 有 规范 不 变性 ? 为 了 证 明 在 重 正 化 以 后 规范 对 称 性 仍 能 保 
持 , 在 规制 化 时 需要 采用 规范 不 变 的 方案 . 维 数 规制 化 就 是 一 种 符合 此 要 求 的 方案 
而 且 实 际 计算 比较 方便 . 但 它 也 有 自己 的 问题 : 非 整数 维 甚至 复数 维 的 积分 本 身 并 
没有 定义 , 我 们 所 做 的 是 将 积分 表达 式 中 的 参量 进行“ 延 折 ”. 然而 将 分 立 的 时 
空 维 数 “ 延 折 ”到 复数 , 结果 不 是 唯一 的 , 特别 是 被 积 函 数 中 7 矩阵 的 代数 可 能 与 
空间 维 数 有 密切 的 关系 . 研究 表明 , 3% ( 它 等 于 epwerYwYvyoYr ) 的 延 拓 果然 会 关 


生 问 题 , 因为 反对 称 的 数字 张 量 ejwo; 与 四 维 时 空 有 着 特殊 关联 . 当 积 分 中 含有 Ys 
时 , 它 的 延 拓 就 需要 作 特 殊 的 考察 . 

还 有 一 种 规范 不 变 的 处 理 方案 , 即 在 拉 格 朗 日 函数 2 中 引入 规范 场 的 高 阶 协 
变 导数 项 ,并 采用 Pauli-Villars 规制 化 . 通过 这 种 办 法 可 以 得 到 一 个 明显 规范 不 变 
但 又 不 导致 积分 发 散 的 “规制 化 的 拉 格 朗 日 函数 ”". 此 方案 的 缺点 是 引入 了 太 多 的 
新 作用 项 , 使 图 形 的 数目 大 大 增多 , 因而 作 实 际 计 算 很 不 方便 . 但 在 讨论 规范 等 价 
性 、 勾 正 性 和 不 变 振幅 解析 性 等 原则 性 问题 时 , 却 是 明确 和 方便 的 . 

高 阶 协 变 导数 规制 化 和 维 数 规制 化 两 种 方案 在 某 种 意义 上 是 互补 的 , 一 个 适用 
于 作 普 遍 性 问题 的 讨论 , 一 个 适宜 于 计算 具体 的 过 程 , 在 下 两 节 中 我 们 将 分 别 予 以 
介绍 . 


@ 这 种 辅助 场 并 非 是 物理 的 场 , 而 只 是 一 种 处 理 的 工具 , 因为 它们 具有 某 些 非 物理 的 性 质 . 


第 五 章 ” 非 阿 贝尔 规范 场 的 重 正 化 理论 . 247 . 


3. 基本 项 和 抵 衣 项 

按照 原本 的 意义 , 重 正 化 工作 是 这 样 进行 的 , 先 用 所 给 的 拉 格 朗 日 函数 2( 和 
中 所 含 的 参量 称 为 裸 参 量 ) 求 出 重 正 化 参量 与 裸 参量 之 间 的 关系 , 然后 代入 从 乡 计 
算出 的 结果 (如 3 矩阵 元 或 格林 函数 ) 中 , 以 将 该 结果 用 重 正 化 参量 表示 出 来 . 最 后 
还 可 能 要 将 求 出 的 结果 整体 乘 上 相应 的 波 函 数 重 正 化 因子 . 

以 实 标量 场 目 作用 的 情况 为 例 , 这 时 


1 1 1 
= -3(0up) (On) 一 3mop 一 J190p” (5.1.9) 


其 中 , mo 和 go 称 为 裸 质量 和 裸 看 合 常数 . 当 我 们 从 上 述 出 发 来 计算 二 点 顶 角 
函数 及 时 , 所 得 结果 可 表 为 

I» (k?) 一 —(k? 十 77g) 一 5(k?, go, mo, A) (5.1.10) 
其 中 , 4 标志 稚 断 参量 (在 维 数 规制 化 中 , 4 相当 于 =), 也 代表 被 规制 的 发 散 . 相应 
的 二 线 格林 函数 (完全 传播 子 ) 为 


1 一 1 
To(k2)  K2 十 nt 十 开 


如 果 取 质 壳 重 正 化 条 件 , 我 们 要 先 定 出 物理 质量 m. 如 第 一 章 所 述 , 它 可 通过 
方程 


G2(k’) = (5.1.11) 


T,(—m’) 一 m2 一 mo 一 5(—m’, go, 7n0, 4A) 二 0 (5.1.12) 


解 出 , 所 得 出 的 mm 为 mo, go 和 4 的 函数 . 从 这 一 表达 式 又 可 反 解 出 mo 用 m, go 
和 4 来 表示 . 
将 此 结果 代入 到 式 (5.1.10) 中 , 由 于 (m2?) 等 于 零 ( 见 上 式 ), 故 [2(kr) 可 表 
示 成 
有 (KE = —(k? + mm )F(k’, go,m, A). (5.1.13) 
于 是 iGz(k7) 在 极点 如 = 一 m? 的 留 数 等 于 FF( 一 m2,go,m, 4 ， 它 也 就 是 质 壳 重 正 
化 中 的 波 函数 至 正 化 常数 Zp( 见 1.2 市 ), 亦 即 


2Z, = F(—m’?, go,m, A) = F(m, go, A). (5.1.14) 


为 了 将 go 用 重 正 化 的 9 表示 出 来 . 我 们 还 需要 计算 四 点 顶 角 函 数 六 
从 式 (5.1.9) 计算 出 的 四 点 顶 角 函数 结果 可 表示 为 


(有 s,t) = —goll + L(kS, s,t, go, mo, A)|. (5.1.15) 
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将 其 中 mo 换 用 m 表示 后 , 再 根据 ( 脚 标 SM 的 意思 是 对 称 点 ) 


4 
(Ts)sm 三 Ta (B = —m’*,s=t= 3 ? 一 一 92F2， (5.1.16) 
即 得 出 
g = go[1 + L(m, go, A)]F?(m, go, A), (5.1.17) 


其 中 , Fn go 人 代表 对 称 点 (局 一 m2,s 一 t 一 $m?) 处 L( 隐 stgormos 及 的 
值 . 于 是 9 作为 go, m, 4 的 函数 已 经 得 出 , 从 它 可 反 解 出 go 用 g, m, 4 表示 . 如 果 我 
们 要 求 的 是 格林 函数 , 那么 要 把 从 乡 求 出 的 值 Gn (hi,…, kn,go,mo, 4) 乘 上 25" 
即 下 (mm, go, 4)"/2, 再 将 mo 和 go 换 用 m 和 9 表示 ， 才 得 出 GED (ki, jn m, 9). 
我 们 看 到 , 这 样 的 处 理 十 分 复杂 , 特别 是 在 微 扰 论 的 每 级 近似 中 都 要 重新 解 一 
次 方程 (5.1.12) 和 (5.1.17). 一 种 比较 方便 的 处 理 方式 是 把 原来 的 拉 格 朗 日 函数 分 
成 为 基本 项 和 抵消 项 两 部 分 
Y= Lr +6Y, (5.1.18) 
其 本 项 形式 与 式 (5.1.9) 相同 , 但 go 和 mo 已 换 成 了 g 和 m, wp 也 换 成 了 重 正 化 场 
时 pm 1 1 1 
Ls = —5(OPR) OPR) — 3m PR — HIPR (5.1.19) 
为 确定 抵消 项 62 的 形式 我 们 只 需 将 p = Zw ?pa, go = 2g9, m3 = m? 一 6m? 代入 
式 (5.1.7) 然后 减 去 -24. 由 此 得 出 
6 = -5 (Zo — DI(OpR) (OupR) + m2 + 6m Zo 9(222 -1)gh， (5.1.20) 
其 中 , 2Z,, 2,, 6m? 都 看 做 是 m, g, 4 的 函数 . 在 质 壳 重 正 化 中 , 它们 应 选取 得 使 下 
述 重 正 化 规格 条 件 (参见 1.3 节 的 3) 


用 (2)iz- -me =0 

-SP 一 1 (5.1.21) 
dk2 2 k2=—m2?2 1， 

有 |sM = -9 


成 立 . 采用 这 种 处 理 方式 的 好 处 是 , 从 一 开始 就 是 用 重 正 化 量 来 进行 计算 . 

在 微 扰 计 算 中 , 可 以 逐 级 地 选取 抵消 项 (5.2) 中 各 项 的 系数 使 上 式 成 立 , 并 由 
此 定 出 Zo, Zs 和 6m? 按 圈 数 的 展开 式 . 具体 办 法 如 下 . 先 从 -2 出 发 , 由 它 计算 树 
图 顶 角 函 数 , 所 得 结果 即 为 零 阶 的 重 正 化 项 角 (只 有 两 个 )， 


TV (Rk2) = 一 (12 十 mo2)， 了 0 = 一 9 (5.1.22) 
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在 这 里 我 们 已 不 写 出 标志 重 正 化 的 上 标 (R). 上 式 所 给 出 的 结果 显然 满足 规格 化 条 
件 式 (5.1.21). 

当 我 们 用 (0 = -5 来 计算 单 圈 图 ( 即 一 阶 ) 的 顶 角 函数 TX (上 标 (41,12)) 
表示 用 4 阶 的 多 计算 出 的 1s 阶 的 顶 角 函数 ) 时 , n = 2,4 的 项 将 会 出 现 发 散 (在 采 
用 规制 化 后 , 这 些 发 散 已 成 为 “被 规制 的 发 散 ”, 但 下 面 仍 简称 发 散 ). [2 的 图 形 指数 
为 2, Ta 的 图 形 指数 为 零 , 因此 若 将 "(kk?) 在 有 ?= 一 m? 点 展开 成 三 项 的 形式 

TOD (Kk2) = TOD (mm?) + TOD (m2?) (Ck? + mm?) + AMDN (Rk?), (5.1.23) 
则 第 三 项 A8'D(k?) 将 不 含 发 散 (由 于 可 分 出 (k?2 + m2)2 的 因子 , 从 量 纲 上 即 可 判 
断 它 其 积分 表达 式 的 N 等 于 -2). 于 是 我 们 只 要 取 一 阶 项 
2Z0) = TID mm?), (bm?2y) = -TY (—m?), (5.1.24) 
那么 一 阶 抵消 项 6 中 的 前 两 项 ? 就 可 消去 "中 的 发 散 . 
同样 , 若 将 4" (k3, s,t) 展 成 两 项 
Ta (2, 8,t) = Ta lsm + AY'™ (k2, s,t), (5.1.25) 
则 A@2) 也 不 再 含 发 散 (因为 是 对 六 个 变量 好 ，s, t 来 展开 , 故 Ab2) 可 以 分 成 六 
项 , 每 项 都 可 提出 一 个 动量 因子 到 积分 号 之 外 , 使 得 实际 的 N 降 为 -2), 于 是 我 们 
只 要 取 
(222o) 9 = TY |sm, (5.1.26) 
一 级 抵消 项 的 第 三 项 即 可 消去 TL" 中 的 发 散 , 这 样 , 用 
LW = Le +6L)) 
计算 出 的 所 有 的 一 阶 顶 角 函 数 TA"" 都 不 含 发 散 (n > 4 时 图 形 指数 N 为 负 ), 其 中 
用 和 TAD 就 分 别 等 于 式 (5.1.23) 和 (5.1.25) 中 的 Ag (ki2) 和 Ag 和 (12，s, 刘 : 
有 (12) = Ag 和 (kK?), 


(5.1.27) 
TAD (k3, s,t) = AY'Y (k?, s,t), 
它们 之 中 所 含 的 参数 都 是 重 正 化 参数 , 并 满足 
TAY (—m?) = 0， 
dD) 12 _0 (5.1.28) 
-jxal2 (kK l=—m? = 0, 
TY) |em 一 0. 


@ ZI = 1，(5m2)(0) = 0，2Z40) = 1. 因此 零 阶 抵消 项 为 零 
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这 样 , 准 到 一 阶 的 重 正 化 二 点 和 四 点 顶 角 
TY) = 1) 二 TDP = TD) 十 人 (5.1.29) 


能 使 规格 化 条 件 式 (5.1.21) 保持 成 立 2. 

从 式 (5.1.24) 和 (5.1.26) 可 以 分 别 定 出 2 , (6m?)( 和 2 ,所 得 的 结果 也 都 
是 用 重 正 化 参数 m 和 9 表示 的 . 

我 们 可 以 按 此 逐 级 进行 下 去 , 设 已 求 出 准 到 ! 阶 的 抵消 项 5.2@), 使 得 用 


LW 三 4 二 020 (5.1.30) 


计算 出 的 所 有 图 数 不 大 于 ! 的 正规 图 形 的 结果 都 已 不 含 发 散 , 下 一 步 的 任务 是 要 确 
定 !+1 阶 的 抵消 项 . 为 此 , 我 们 来 计算 TD (k?) 和 下 (013 s, 指标 (1,1+1) 
表示 从 .20) 计算 的 1+1 阶 的 值 . 子 图 中 的 发 散 可 通过 低 阶 的 抵消 项 消去 , 剩 下 的 
是 框架 图 的 发 散 (该 发 散 只 出 现在 n = 2,4 的 顶 角 中 ). 像 上 面 一 样 , 将 "+ 在 
k2 二 一 m2? 点 展 成 三 项 式 , 将 TL"1 ,在 对 称 点 展 成 二 项 式 , 然后 取 


ZU+Y) — 人 (一 rn2)， 


(6m2Zp)j0+D = 一 用 (一 m2)， (5.1.31) 
1 
9 
以 使 第 1+ 1 阶 的 抵消 项 将 "+ 和 TY 中 的 框架 发 散 消去 . 至 于 mw” > 4 的 
T4415， 则 是 不 发 散 的 (本 身 图 形 指 数 N 为 负 而 其 中 的 子 图 发 散 又 已 由 低 阶 的 
抵消 项 消去 )、 有 了 式 (5.1.31) 即 可 构造 出 -24+0， 同样 ,有 + 展开 中 的 第 三 项 
AQL+D) 就 等 于 TDHD， 而 Tot) 展开 中 的 第 二 项 ACtD) 就 等 于 PC+LL+D， 准 
到 1 二 1 阶 的 重 正 化 二 点 和 四 点 顶 角 


(2220)+1) 一 PLD|SNM， 


/十 1 
1) _ 3 TA™™), 
Ki (5.1.32) 
CHDH 加 3 (mm 
九 一 0 
@ 相应 的 “完全 传播 子 ” 具 有 形式 


GD 一 
2 大 2 十 mm2 十 A9! (k2) 


按 式 (5.1.27) 和 5.1.28), A91(k?2) 可 写成 (k? + m?)?A(k?), 于 是 有 


(1) L --  _  _ 
2 7 CE Fm) + (3 Fm?) A 


在 k? = 一 m2 处 函数 仍 为 1. 
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仍然 满足 规格 化 条 件 式 (5.1.21). 
最 后 得 到 的 Zy, 56m? 和 2o 由 下 式 表 示 


Zo =1+》 THY) (mm?), 


n=0 


Zebmm = 一 > TTD) (m2), (5.1.33) 
n=0 
l Sn n(nn 
Z22o =1+- 》 TIA™"+ |sm. 
n= 二 0 


于 是 抵消 项 5.2 就 完全 确定 , 由 .名 4 +6.2 所 计算 的 任意 阶 格林 函数 或 顶 角 函 数 ,都 
直接 是 用 重 正 化 参量 表示 的 , 并 且 已 不 含 发 散 (所 有 发 散 都 已 通过 重 正 化 吸收 掉 ). 

在 上 文中 , 我 们 实际 上 只 说 明了 逐 阶 确定 抵消 项 的 步骤 , 并 没有 对 所 述 的 结论 
(对 任意 的 4 AD Ag 以 及 n > 4 的 成 于 7 不 含 发 散 ) 进行 严格 地 证 明 . 严 
格 证 明 时 , 最 易 引 起 麻烦 的 是 出 现 交 缠 发 散 的 情况 . 可 以 说 , 直到 1966 年 , Hepp 完 
善 了 Bogoliubov 和 Parasiuk 所 给 出 的 证 明 以 后 , 交 缠 发 散 的 问题 才 算 得 到 完全 解 
决 . 他 们 的 结果 现在 被 称 为 BPH 定理 . 根据 这 个 定理 可 以 得 出 : 在 传播 子 具 有 正 
常 大 大 行为 和 所 有 d > 0 的 条 件 下 , 通过 上 述 步 又, 各 阶 近 似 的 顶 角 函 数 所 含 的 发 
散 确实 都 可 消去 . 

最 后 , 还 有 几 点 值得 说 明 或 引起 注意 . 

1. 从 式 (5.1.9) 到 式 (5.1.18)~(5.1.20), 我 们 并 没有 对 拉 格 朗 日 函数 作 什么 减 除 , 
而 只 是 在 形式 上 作 了 改写 , 把 原来 的 纪 分 成 为 4 + 5.2 两 项 

2. 5.2 中 所 含 的 项 并 不 一 定 与 和 24 中 的 项 一 一 对 应 . 例如 对 物理 质量 为 零 的 
标量 粒子 ， 

Ly = -5(Buen)(Bopa) - 94 


但 5.2 中 仍 将 有 质量 项 z5m22o4 .又 如 标量 粒子 的 电动 力学 , 若 Zig 中 的 相互 作 
用 只 有 电磁 相互 作用 , 则 并 不 排除 抵消 项 中 含有 ~ (p&en)2 的 作用 项 

我 们 说 一 个 场 论 可 以 重 正 化 , 是 指 可 以 通过 项 数 有 限 并 具有 定 域 场 论 形式 的 抵 
消 项 来 消除 发 散 , 并 没有 对 抵消 项 的 形式 加 以 限制 

3. 对 于 可 重 正 化 的 场 论 , 抵消 项 的 形式 实际 上 只 有 有 限 的 种 类 : 它们 本 身 也 要 
符合 可 重 正 化 条 件 , 即 其 中 所 含 场 量 及 微 商 的 基 纲 乱 次 之 和 要 小 于 或 等 于 4. 这 是 
因为 , 对 一 个 原始 发 散 的 图 , 其 图 形 指数 


N=4—-ndd — db;—me>0, 
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参见 式 (5.1.6). 为 消去 此 图 中 的 发 散 一 般 需 引入 N + 1 个 抵消 项 , 这 些 项 都 含有 相 
同 的 场 量 ( 即 图 中 的 外 线 ), 其 中 xy; 场 的 数目 为 瓦 , 微 商 次 数 @ 从 mg, mg 十 1,… 
到 mg 十 和 (并 不 排除 其 中 有 些 项 为 零 , 例如 式 (5.1.23) 所 需 的 抵消 项 , 微 商 次 数 只 
0 和 2 次 ), 于 是 场 量 与 微 商 的 量 纲 究 次 之 和 将 从 njEj; 十 mg 直到 nj;E; 二 mg 二 NN. 
根据 上 式 它们 都 小 于 或 等 于 4- nid 由, 从 而 不 大 于 4 

这 一 节 的 讨论 就 到 此 为 止 . 重 正 化 理论 是 量子 场 论 中 的 重要 内 容 , 也 是 其 中 比 
较 困 难 的 部 分 . 在 它 的 发 展 过 程 中 也 经 历 了 不 少 的 曲折 . 有些 看 来 是 很 可 信 的 论证 
在 进一步 考察 下 却 发 现 并 不 成 立 . 直到 今天 @, 在 重 正 化 理论 方面 还 存在 一 些 着 待 
研究 的 问题 . 特别 是 不 依赖 于 微 扰 论 的 重 正 化 研究 , 还 只 处 于 探索 的 阶段 


5.2 高 阶 协 变 导数 规制 化 


高 阶 协 变 导数 规制 化 方法 是 由 Slavnov 以 及 B. W. Lee 和 Zinn-Justin 等 所 发 
展 的 , 它 实际 上 包含 两 个 步骤 , 先 引 入 高 阶 导数 的 规制 化 因子 , 使 得 除 有 限 几 个 单 圈 
图 以 外 的 发 散 图 都 规制 化 , 然后 应 用 Pauli-Villars 方法 来 规制 剩 下 的 单 圈 图 . 


1. 高 阶 协 变 导数 的 引入 

在 普通 的 标量 场 论 中 , 我 们 可 以 在 儿 中 引入 高 阶 导 数 项 ( 含 截断 参数 4) 以 使 
传播 子 具 有 更 好 的 ( 即 衰减 更 快 的 ) 大 动量 行为 . 例如 奋 将 标量 场 乡 中 的 二 次 项 作 
下 述 修改 : 


1 1 1 1 1 
3 (Oup) (On) 十 5 Pp 一 一 3 (Oup) (Ou) 十 Fa (HP) OY) 十 5m 0 ， 


则 其 自由 传播 子 的 大 动量 行为 将 从 上 ” 变 成 一 具体 的 改变 是 
_1 ,1 
tm k++m + - 瑟 好 
上 式 表明 , 当 4 一 ce 时 , 修改 项 趋 于 零 , 规制 被 消除 , 传播 子 回 到 原来 的 结果 . 从 而 
原来 的 和 是 规制 化 的 拉 格 明日 函数 .24 在 4 一 co 时 的 极限 . 
显然 , 在 引入 规制 项 -33 (Hp) (DY) 后 将 大 大 改进 各 费 恩 曼 图 的 收敛 性 , 例如 
在 A 
nt 一 -1 
@ 在 动量 表象 中 , 从 正规 顶 角 分 出 发 散 项 时 , 要 对 动量 p 进行 泰勒 展开 , 这 些 发 散 项 中 所 售 的 动量 在 转 


到 坐标 表象 时 即 变 成 微 商 算 符 . 
@ 这 是 初版 中 的 语言 . 
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的 情况 , 图 形 指数 公式 将 修改 为 (五 为 图 中 外 线 数 , 了 为 内 线 数 ) 
N=4—E—2I. 


于 是 除了 图 5.2.1 所 示 的 两 个 图 外 , 其 余 所 有 的 图 形 都 将 是 收敛 的 ( 若 . 纹 n 取 为 
-人 : 24: 则 图 5.2.1 的 两 个 图 形 都 被 消除 , 所 有 图 形 都 将 不 含 发 散 ) 


图 5.2.1 


引入 高 阶 协 变 导 数 是 这 一 方法 在 规范 场 论 中 的 推广 ， 它 是 为 了 不 破坏 理论 的 
规范 不 变性 而 将 普通 的 高 阶 导数 换 成 了 高 阶 协 变 导 数 . 
高 阶 协 变 导 数 的 一 个 合适 取 法 是 进行 下 述 蔡 换 ， 
-Fe Ps, —> -7 pes Ps + (9 FE) (DFS, | . 
我 们 先 来 讨论 纯 规范 场 情况 , 这 时 规制 化 的 乡 即 为 
Lh = -2 [pepe, 十 (PFS)D FS, | . (5.2.1) 
规范 固定 项 将 取 作 (参见 4.2 节 ) 
-去 [ID)ao42 
这 样 格林 函数 生成 泛 函 就 具有 下 述 形式 
2F4[J] = / D(A)Det.Mei /li- 亦 (fOr A2) +42 jd (5.2.2) 


其 中 , Det.U 与 前 一 样 , 因为 实际 改变 的 只 是 (0.42) 的 权重 因子 . 
在 动量 表象 中 , 规范 场 二 次 项 的 系数 为 


, kk kN 1 
一 5o/ 下 区 一 本 ) 0 十 元 十 Ef (kK )kuky ， 


.254 . 量子 非 阿 贝尔 规范 场 论 
于 是 自由 传播 子 为 


Dep(b) = i6°8 (ww- 深 (5.2. 
人 站 ) k2 @ + 让 局) BRR) Re (82.3) 
A4 

高 阶 协 变 导数 项 修改 了 传播 子 中 的 模 向 (四 维 意义 下 的 横向 ) 部 分 , 并 使 它 在 大 时 

行为 ~ 传播 子 中 的 四 维 纵向 部 分 仍 由 规范 固定 项 确定 , 如 果 我 们 选择 (一) 

在 大 时 的 行为 ~ 外, 则 纵向 部 分 亦 将 ~ 亏 . f( 一 丰 ) 的 一 个 满足 此 要 求 的 选 法 是 

f(—k?) = (1 + k*/41). (5.2.4) 

上 述 高 阶 协 变 导 数 项 的 引入 虽然 能 大 大 增加 传播 子 的 衰减 速度 , 但 也 增添 了 不 

少 麻烦 . 因为 它 使 作用 顶点 的 种 类 增加 很 多 . 新 增 的 项 点 有 三 线 作 用 顶点 、 四 线 作 

用 顶点 , ……- 直到 八 线 作 用 顶点 , 它们 分 别 带 有 五 次 微 商 、 四 次 微 商 、……… 和 和 零 

次 微 商 . 这 些 顶 点 “耦合 常数 ”都 具有 (-4) 的 基 纲 医 次 (因子 1/4 所 贡献 ). 如 设 

一 个 正规 图 形 中 含 这 些 带 4 的 顶点 总 数 为 n4, 则 它们 将 对 图 形 指数 N 贡献 4m4. 
规范 场 的 传播 子 每 个 对 N 的 贡献 多 (4), 于 是 规制 的 -24 的 图 形 指数 公式 将 为 

N=4+4na—4lA—E—ms (5.2.5) 

(外 线 只 有 规范 玻 色 子 和 了 -P 虚 粒 子 , 它们 的 量 纲 寡 次 d; 都 为 1), I4 代表 规范 玻 色 

子 的 内 线 数 . 独 用 Iy 表示 F-P 粒子 的 内 线 数 , 用 ny 表示 F-P 粒子 与 规范 正 色 子 作 

用 的 项 点 数 , 用 no 表示 原来 的 规范 玻 色 子 间 互 作用 的 顶点 数 (这 种 顶点 所 对 应 的 

耦合 常数 的 量 纲 医 次 为 零 ), 则 有 
1T4 = 工 一 万 ， 


4 一 见 一 及 j 一 也， 


再 注意 到 
217 + Er = 2n7, 
以 及 圈 数 工 等 于 了 一双 十 1 即 可 将 式 (5.2.5) 化 为 
N=8— Ea—3Er:—4L- 4no— mse. (5.2.6) 


由 此 可 见 , 对 于 规制 化 的 .24, 原始 发 散 图 形 的 圈 数 至 多 为 1”, 而 且 还 有 不 少 
其 他 限制 , 如 Ey 必须 为 零 , no 也 要 为 零 , FE4 < 4. 满足 这 些 条 件 的 单 圈 图 只 有 有 限 
个 数 . 我 们 只 需 进一步 将 这 些 图 形 规制 化 即 可 . 

@ 在 真空 涨 落 图 形 中 可 以 有 双 圈 的 发 散 图 , 但 它 对 我 们 不 重要 . 
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2. 单 圈 图 的 规制 化 


我 们 党 试 采 用 Pauli-Villars 方法 将 剩 下 的 单 圈 图 中 的 发 散 规制 化 . 为 此 , 我 们 先 来 观察 
下 述 生成 泛 函 


WI[A] = De /plae Bae 92 (cn)B8 (02) dtm1dte2 (827 
和 它 的 规制 化 问题 . 定义 Jog 为 
Teg = I4[A] — 冯 / (f(D)0,A?*)?d’z, (5.2.8) 
其 中 , I4 为 规制 的 拉 格 朗 日 量 
I4 = -3 / Pi pS, — (DPE)D PS,) de7z. (5.2.9) 


首先 我 们 对 三 [4] 作 一 些 说 明 . 式 (5.2.7) 中 的 指数 因子 与 4.3 节 中 求 规范 场 单 圈 图 顶 

角 函 数 生 成 泛 函 时 所 还 到 的 
/AP QP had4z 
相似 ,四 积 分 / 42Q22 42d4z 可 以 写成 (下 式 中 的 ji 为 Ra 在 A= oo) f( 品 ) = 1 时 的 
全 (0) 
62 Tg [4j /CQ /10 4 4 
/ 6Ac(z1)6Ab (x2) 人 

两 者 的 差别 式 (5.2.7) 中 就 是 该 式 中 的 Teg 换 成 了 上 式 中 的 T9. 式 (5.2.7) 中 的 DetM[4] 
可 以 如 前 一 样 用 F-P 粒子 的 泛 函 积分 来 表示 . 在 这 里 , F-P 粒子 只 与 外 线 A 相 作 用 , 不 与 
规范 玻 色 子 内 线 B98 相 作 用 . 


_ 02 下 全 _ 

mY & > e )) sR > 由 VS i A pT 1 示 

定义 “ 算 阵 元 为 了 ET 的 泛 函 矩阵 为 Qa[A], 则 生成 泛 函 三 [4] 可 以 表示 
成 

WI[A] = [DetQ [A]]-!/?Det A [A] 二 emim(QaoQ+TinCAO A) (5.2.10) 


由 此 可 以 看 出 ,FInW[A] 代表 单 圈 图 的 “规范 场 顶 角 函 数 的 生成 泛 函 *. 其 园 线 包括 规范 下 
色 子 内 线 (图 中 用 BS 表示 ) 和 F-P 虚 粒 子 线 (用 了 表示 ). 这 些 单 圈 图 如 图 5.2.2 所 示 . 

我 们 可 以 采用 Pauli-Villars 方法 来 对 它 规制 化 . 办 法 是 引入 一 些 辅助 的 矢量 粒子 和 辅 
助 的 FP 粒子 , 它们 像 BS 和 je 一 样 与 外 线 4 作用 , 这 些 辅助 粒子 都 具有 大 的 质量 . 然后 
将 各 个 辅助 粒子 的 单 围 图 顶 角 函数 乘 上 适当 的 系数 c 司 加 到 原来 的 单 圈 图 项 角 函 数 上 去 ， 
并 通过 各 个 辅助 粒子 的 质量 A; 和 系数 cj 的 适当 选择 , 使 单 圈 图 中 的 发 散 消去 (具体 做 法 
见 后 文 ) 


@ 像 4.3 节 中 一 样 , 定义 Qho =Qa4(4= 0). 
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这 样 求 出 的 规制 因子 既然 可 以 规制 W[A] 中 的 发 散 , 将 它们 乘 到 2Z4[J] 的 被 积 函数 中 
去 也 就 可 以 规制 其 中 单 圈 图 规范 场 顶 角 函 数 中 的 发 散 (具体 做 法 亦 见 后 ). 

不 过 这 样 做 将 产生 一 个 问题 , 即 破坏 原来 理论 的 规范 不 变性 、 因 为 由 式 (5.2.7) 定义 的 
W[A] 作为 4 的 泛 函 并 不 是 规范 不 变 的 @ 、 于 是 仿照 它 构造 出 来 的 规制 因子 也 不 具有 规范 
不 变性 . 


图 5.2.2 


下 面 我 们 的 任务 是 寻找 另 一 个 泛 函 W[A, 要 求 它 是 规范 不 变 的 , 而 且 所 包含 的 发 散 图 
形 与 W[A] 中 的 相同 . 
为 此 我 们 先 将 三 [4] 进行 改写 . 定义 两 个 泛 函 Ag[4, B] 和 Ax[A、B] 如 下 : 


Ag[4,B] | [Ti5(22°B2(G)D(G) =1, 


Ax[4,B] [ TI 5(0B2(G) -x°)D(G) =1 (5.2.11) 

其 中 , 多 内 所 含 的 规范 势 为 4, 而 
Be(G)= Be+ ~(AS(G) _ A®). (5.2.12) 
AS(G) 仍 同 前 一 样 , 代表 “49 通过 规范 变换 G 所 变 成 的 ” 规范 势 , es 为 一 无 穷 小 参量 (以 后 
并 可 令 它 趋 于 零 ), 其 作用 是 把 “AS(G) 与 42 之 间 的 小 差异 ”转换 成 “B4(G) 与 B& 间 的 


大 差异 ”， 从 而 使 G 的 实际 积分 域 只 需 是 1 附近 的 一 个 无 穷 小 域 . 
在 上 述 无 穷 小 的 积分 域 中 , 式 (5.2.12) 可 以 改写 成 


a a _1 a ~ 1 ea 
Be(G)= B? 一 元 [BoA — gcapy XM AY] = 五 一 pe (5.2.13) 
其 中 , Xe 为 无 穷 小 参量 ( 它 的 取 值 将 正比 于 e, 参见 式 (5.2.20)). 
如 果 把 上 式 (或 式 (5.2.12)) 称 作 B 的 “规范 变换 公式 , 则 不 难 证 明 As 和 Ax 对 也 
的 这 种 “规范 ” 变换 是 保持 不 变 的 . 
@ 因为 在 式 (5.2.7) 中 有 规范 围 定 项 和 补偿 项 . 
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下 面 我 们 要 用 到 Ax 在 超 曲 面 6.B2 = Xx” 上 的 值 以 及 Ag 在 超 曲面 92 Bu = 0 上 
的 值 . 根据 式 (5.2.13)，Ax 在 超 曲面 85B8 = Xx” 上 的 值 , 除了 常数 因子 外 ， 其 表达 式 就 是 
Det.6 , 即 

Axl[A, Bjansz=xc = Det 1522454(z 一 J = Det.H, (5.2.14) 


其 中 既 不 含 BB 也 不 含 x. 同样 可 得 
Ag[A, Bye geo = Det[926° (x — Y)], (5.2.15) 


此 值 亦 与 BB 无 关 . 
利用 式 (5.2.14) 将 三 [4] 中 的 Det.M 进行 改写 , 即 可 将 式 (5.2.7) 化 为 


WI[A] = / D(B)D() TT 5(0% BY - x°)Ax[A, BIx 


CD 


1 6271 | 4] 
>P | 2 / 6Ac(z1)6AL (za) 


再 乘 上 (5.2.11) 第 一 式 的 左 方 (其 值 为 1) 就 得 


有 2(zli)Bz (za) 一 z(f (OD)X(e1)? 5 -2%) aaa ， 


wiA]= 人 p(B)pCOOD(GJJII5(a.B2 一 xx 


Q,T 


6274[4] 


Ax[4,B] | 52 Bu(G))Ae[4， set/ 05 Be 1) B (za) 
-EDOJxGeD)25(m 一 £2) ad 
(5.2.16) 


下 面 先 固 定 G 来 考察 对 B 的 积分 . 对 B 作 “ 规 范 ” 变换 B 一 B(G- ), 这 时 积分 测度 
用 D(B), As 和 Ax 都 不 变 再 将 G-! 写成 G', 并 注意 到 积分 测度 D(G) 也 可 改 为 D(G") 
即 可 得 到 

wl4]= | DOOD(G)D(B) TT 0,82(G) — x") 


6274[4] 


“A ITT 020Ag lt Blo 3 | Er 


xBe(G’)zi BL(G')z, 一 2(f (OX(2D))? 6 一 £2) 


toates |， (5.2.17) 


其 中 , B2(G')sz 代表 z 点 的 Bi&(G'). 
我 们 再 把 积分 次 序 换 回来 , 先 对 G' 积分 . 这 时 从 HI6(8B2(G') 一 x*) 产生 的 雅 可 比 行 
列 式 正好 与 Ax 消去 , 而 指数 中 的 B2(G") 将 按 下 式 取 值 


Be(G") = Be — [DM (0pB, x) (5.2.18) 
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我 们 来 推导 这 后 一 结果 . 
从 式 (5.2.13) 可 得 : 使 9, Be(G') - Xe = 0 成 立 的 变换 参量 A(X) 满足 下 列 方程 
0, DA = ge(9.B2 — x°). (5.2.19) 
由 此 可 解 出 入, 它 可 表 作 (BB 换 成 了 0pBp) 
A= egH (0,B, — xX), (5.2.20) 


其 中 , NM 如 前 一 样 等 于 0, (8, 一 igA,). 将 式 (5.2.20) 代 回 式 (5.2.13) 即 得 出 式 (5.2.18). 
经 过 上 述 处 理 后 的 W[A] 化 为 
W[A] = Det(22) | D(B)DOO) TI (92° B89) 


6274[4] 


一 一 一 一 一 (有 一作 MT- (0,B,—x))® (B， 
SA) 5 AGC) \ +.— (Op Bp —X))z ( 


(5.2.21) 


“ee / 
1 


-DM (0pBp 一 | dzid'za 一 < f(D)x 


6 
在 上 式 中 , 我 们 利用 了 式 (5.2.15) 将 Ag 写成 为 Det(9.), 此 因子 已 与 BB 无 关 , 故 可 提 到 泛 
函 积分 号 外 面 来 . 

另外 , 我 们 注意 到 式 (5.2.21) 不 依赖 于 e. 实际 上 它 是 = 一 0 时 的 极限 值 . 

在 式 (5.2.21) 式 中 , 通过 6( 久 ,B), B 的 四 维 纵 场 部 分 将 由 它 的 四 维 横 场 部 分 以 及 A 
确定 , 不 再 是 独立 的 变量 . 作为 交换 , 引入 了 一 个 场 Xx, 它 是 独立 的 变量 , 量 纲 宕 次 为 2, 其 传 
播 子 的 大 行为 是 ~ 去 . 

以 上 完成 了 对 W[A] 的 改写 , 第 二 步 是 要 证 明 W[A] 所 含 的 发 散 单 图 图 与 下 面 定 义 的 
W[A] 所 含 的 发 散 单 圈 图 形 相同 . W(A) 的 定义 是 


| = Det Di(A)WI1[A]. 


WI[A4] = pa { D(a)na9er Bp)yenp {3 | sas Bee) Be tna | 


2 64c(zl)54 (zr2) 
(5.2.22) 
根据 I4[A] 的 规范 不 变性 ， 
i [多 ,AMzi)]"d4zl = 0. 
此 式 对 任何 A 都 成 立 , 因而 将 左 方 再 对 Ab(z2) 微 商 一 次 仍 将 等 于 零 . 由 此 得 
S74 Zz1)]*d“z1 = 614lA c Y(z1)6 (71 — z2)d’z 
| a oa Dd zi FAa(z1)! aBydpv A (T1)6 (T1 一 Z2)d 7Z1 
”614[44 , 
= FAg(z2) 9 67 (72)- 


(5.2.23) 
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这 样式 (5.2.21) 指数 中 的 第 一 项 (用 Si 表示 ) 可 改写 为 (利用 式 (5.2.23) 并 取 其 中 的 入 的 
MM" (0pBp 一 X)): 
Li HLA pa yper yan da4r 
51 4 人 DB (ra)d 7 2 


rr AO -0)9MATBBo rd 
(5.2.24) 

式 (5.2.21) 中 的 -InWi[A] 代表 由 B 横 分 量 传播 子 及 X 的 传播 子 作为 圈 线 所 构成 的 某 
种 单 图 图 的 规范 场 顶 角 函 数 生成 泛 函 ,而 式 (5.2.24) 的 第 二 项 代表 其 中 所 含 的 一 部 分 有 效 
作用 顶 角 (我 们 可 以 从 .Ne-: 提出 一 个 口 -! 然后 作 展开 .这 时 ,虽然 由 于 口 -1 作用 不 是 定 
域 的 , 但 在 动量 空间 中 仍 可 像 普通 顶点 一 样 处 理 ). 下 面 来 说 明 , 当 一 个 单 围 图 中 含有 这 种 顶 
角 时 ， 该 图 的 图 形 指数 N 将 小 于 鹤 ， 从 而 是 收 化 的 

道理 是 : 增加 一 个 这 样 的 顶 角 ， 圈 中 将 增加 一 根 B 或 x 的 传播 子 内 线 , 而 这 两 种 传播 
子 的 大 大 行为 分 别 是 -6 和 -4; 这 类 顶 角 加 在 互 上 的 微 商 蛙 次 最 多 为 零 , 加 在 X 上 的 向 
商 震 次 最 多 为 1 ( 叶 4 中 的 微 商都 是 加 到 或 可 转 加 到 外 线 A 上 的 ,于 是 图 形 指数 将 减少 
6 或 5, 成 为 负数 

我 们 感 兴趣 的 只 是 W[A] 中 发 散 的 单 围 图 (目的 是 为 了 找 出 将 它 规 制 化 的 因子 ), 因此 
所 有 使 上 述 顶 角 的 单 圈 图 都 可 以 去 挤 ， 这 也 就 相当 于 咯 去 式 (5.2.24) 中 的 第 二 项 ， 代 入 式 
(5.2.21) 即将 其 中 的 积分 项 化 为 


i 6274[A] a BBd4z1 4z2 一 上 zl2d4z 
/ D(B)D(XJH5(GepB8)e2 SAR er 
上 式 中 对 X 的 积分 将 只 给 出 一 个 与 4 无 关 的 常数 ， 可 以 分 出 去 剩 下 的 结果 就 等 于 由 式 
(5.2.22) 定义 的 WW[4]( 指 数 中 的 最 后 一 项 与 A 无 关 ). 
以 上 讨论 说 明了 到 [4] 与 W[A] 所 含 的 发 散 单 圈 图 相同 , 下 一 步 是 要 证 明 W[A] 具有 
规范 不 变性 . 


到 [A] 可 以 写成 
WI[A] = Det(9?)(Det.N) -272， 
[DetM6) -= 人 D(B)n5(22B )exp 3 / je Be (zx1)B? (z2)d’ x1d’ za 
(5.2.25) 


到 [A] 所 含 的 第 一 个 因子 Det( 多 i) 显然 是 规范 不 变 的 , 这 也 可 以 从 下 述 表 达 式 
Det( 9?) = / D(f)D(F)e lf9rfd = (5.2.26) 
看 出 . 剩 下 的 是 要 证 明 [Det-M6]-V2 在 规范 变换 


CC CC CC C 1 [8 4 
名 一 A = 她 +capo 和 A 一 nA 
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下 保持 不 变 . 注意 到 I4[A] 是 规范 不 变 的 , 即 得 在 上 述 规范 变换 下 
6214[A] _， 06274[4] 5214[A] 


5 Ao6AB 5A'‘o6AP 6A76AS (0 Cypa 和 )(686 一 Cor6 入 ). (5.2.27) 
再 定义 
BY = BY — cypa\ Be, 
~ (5.2.28) 
Bs= Bs— c5r6 和 7 万 0 
从 式 (5.2.27) 就 得 出 
574[A] jo pp) OMA Fr 5 
SASm AS) (Zz1)B; (x2) FATD1) SAS) Br CT ) Boe) (5.2.29) 
由 于 入 为 无 穷 小 , B 也 可 用 B 如 下 表示 出 来 : 
Be = Be 十 capo 和 B®, 
这 表明 BB 一 B 按 普通 的 伴随 表示 交换 . 
下 面 再 来 考察 式 (5.2.25) 中 6(224 Bh) 的 变化 . 根据 协 变 微 商 的 基本 性 质 ， 
BEA) Bh = UD (A)BS, (5.2.30) 


其 中 , en 为 伴随 表示 中 的 规范 变换 矩阵 . 由 此 即 得 HH6(B96(A')BB) 等 于 I6(B95(A)BS)， 
于 是 在 规范 变换 时 ， 
II5(926(4)B8) 一 II6(922(4)B) = (D(A)BL), (5.2.31) 
再 加 上 D(B) = D(B), 就 可 得 出 (Det.M6)-22 为 规范 不 变量 : 
i 52 74[A] Bo (zr1 BB Z2)dzldz2 
(Det16)-12 一 | D(B)I5( D(A) BO) ARV Me 
(5.2.32) 
= (Det.A6)-172， 
即 (Det.-M6)-22 变换 出 的 结果 (上 式 中 间 的 积分 式 ) 又 化 出 为 (Det.M6)-2? 本身 . 这 就 完成 
了 所 要 的 证 明 . 
WV[A] 可 以 通过 Pauli-Villars 方法 来 规制 化 . 办 法 是 将 WI[A] 换 成 
Wa[A] = Det( 2?)(Det.%) -12 [TIDet(2% — 4) (Detv5)s 0 (5.2.33) 
7 三 1 
@ 由 于 入 为 无 穷 小 量 , 故 和 可 用 4' 表示 为 
45 一 Ar 一 Capo 和? AL 十 go 再 利用 7T4[4?] 一 7T4[4]. 即 得 出 


527T4(4) 527404] 
6A'28 A .647645 
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其 中 
(Det.N)-!? = / D(BG))I6(2 BH) 
i 6274[4] 0 、 
xexp4 = [|— Be (ri) BB — A2BDe BDegt rz — ro) |d47rd4r ，. 
Er 2 (eVBs (ebBs Be © (m1 ro)ld wid 2 
(5.2.34) 


上 式 中 的 BYY* 和 BY 如 同 质量 等 于 h; 的 矢量 玻 色 子 , 而 式 (5.2.33) 中 的 Det(B? 一 A?) 
亦 可 表 成 为 质量 等 于 A; 的 F-P 虚 粒 子 的 泛 函 积分 ， 


Det(92 ~ A?) = / DUfG))DUFGO))eiJ 了 了 (22 -4970da， (5.2.35) 


3InDet./ 和 -iinDet(22 一 A3) 就 分 别 代表 以 B2 和 了) 的 传播 子 为 圈 线 所 做 成 的 规范 
场 顶 角 函 数 的 生成 泛 函 . 

(Det.N)-3 和 Det(B2 - 423) 也 都 是 规范 不 变量 ,可 以 仿 前 一 样 来 证 明 ， 

当 我 们 选取 s, c;, 47; 满足 下 述 Pauli-Villavs 条 件 


1 二 yd 二 0, 
j=1 


> cj; A 二 0 
j=1 


(5.2.36) 


时 , 就 可 使 式 (5.2.33) 成 为 有 限 的 . 
以 上 求 出 的 因子 [Det(22 — A7)]” (Det.%N)-%/2 既然 能 消去 死 [4] 中 的 发 散 ， 


J=1 


当然 也 能 消去 WI[4] 中 的 发 散 , 因而 就 是 我 们 所 需要 的 规制 化 因子 . 将 它们 插入 到 
式 (5.2.2) 右 方 被 积 函数 中 , 就 得 到 完全 规制 化 的 Z4, 其 表达 式 为 
24|J| = /ppetA [Tetj-s/apet(gz — A7)]. 
j=1 (5.2.37) 
xeiJLn(4)- 赤 (fID)8s42)2+42J2]daz， 


3. 规范 场 与 旋 量 场 、 标 量 场 相互 作用 的 情况 


为 节省 篇 幅 , 我 们 只 考虑 规范 相互 作用 ( 即 略 去 旋 量 粒子 与 标量 粒子 间 的 Yuka- 
wa 型 作用 以 及 标量 场 之 间 的 自作 用 ). 这 时 , 乡 中 只 需 增 加 下 述 旋 量 粒子 和 标量 粒 
子 自由 运动 的 项 


DD + M)D = D0); (D0); — sm 
仍 如 前 一 样 引入 规范 场 的 高 阶 协 变 导数 . 引入 后 图 形 指数 为 


1 
N=4— (5 十 3 ) 二 4n4—4[A4— mse. (5.2.38) 
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同 前 一 样 , 利用 
Ia=I—-I:—1y- 1,, 


14 一 多 一 700 一 人 一 7 Ny 
消去 式 (5.2.38) 中 的 I4 和 m4, 再 用 工 = 工 一 ?+1I 代 入 , 即 得 


1 
N=8— (B+ 3,) —4L+4(Ts+ly+ls non -ny— ng)— ms. 


If, Ty 和 还 可 通过 


2 二 277 + Ery, 2ny = 21y + Ey, 2n% = 21y + Ep 


7 
N=8- Ea-3E;-3Eo -5Ey- no-4L- mes. (5.2.39) 


这 样 仍 只 剩 下 有 限 个 外 线 为 4 的 单 圈 图 是 原始 的 发 散 图 ( 同 前 一 样 , 双 圈 的 真空 
涨 落 图 可 能 发 散 . 另外 , 对 这 里 考虑 的 图 , 不 存在 只 有 一 根 标量 场 外 线 的 单 图 图 )， 
但 除了 原来 的 规范 玻 色 子 圈 和 F-P 虚 粒 子 圈 以 外 , 还 将 有 旋 量 粒子 图 和 标量 粒子 
圈 ”. 对 这 些 发 散 的 单 图 图 同样 可 以 进一步 规制 化 . 


5.3” 维 数 规制 化 方法 


维 数 规制 化 是 1972 年 分 别 由 4 上 Hooft, Veltman, Bollini 和 Giambiagi, Ashmore 
以 及 Cicut a 和 Mont al di 等 提出 来 的 , 并 在 非 阿 贝尔 规范 场 的 规制 化 中 获得 广泛 
的 应 用 2 . 

我 们 来 说 明 一 下 维 数 规制 化 的 基本 想法 . 

规制 化 的 最 终 目的 是 把 费 恩 曼 积分 中 的 发 散 部 分 分 离 出 来 , 以 便 进行 重 正 化 时 
把 这 些 发 散 吸收 到 重 正 化 的 质量 、 耦 合 常数 和 场 量 中 去 .要 把 费 恩 曼 积 分 中 的 发 
散 分 离 出 来 , 首先 就 要 把 该 发 散 积分 表 成 某 种 有 限 表 达 式 (规制 化 ) 的 极限 . 从 动 
量 空间 中 的 费 恩 曼 积 分 来 看 , 发 散 ( 指 紫 外 发 散 ) 是 由 于 对 动量 的 积分 上 限 为 无 穷 
大 而 被 积 函 数 在 动量 趋 于 无 穷 时 衰减 得 不 够 快 造成 的 . 因此 要 获得 有 限 的 表达 式 最 
简单 的 办 法 就 是 对 积分 上 限 作 截断 ; 其 次 的 途径 是 修改 被 积 函数 (如 引入 高 阶 导数 ， 


@ 但 没有 标量 粒子 - 规范 玻 色 子 的 混合 图 . 
@ 较 近 期 的 总 结 性 文章 有 Leibbrandt, Rev. Mod. Physics, 47, 849, 1975; Narison, Phys. Report. 


84, 263, 1982. 讨论 其 理论 基础 的 文章 有 Breitenlohner & Maisor, Commun. Math. Phys. 52, p. 11, 
p. 39, p. 55, 1977. 
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Pauli-Villars 规制 因子 , 参量 延 拓 % 等 ). 但 还 有 一 条 出 路 , 即 修改 积分 的 维 数 . 人 们 
注意 到 , 在 降低 时 空 维 数 时 , 一 些 发 散 的 积分 变 得 收敛 . 如 果 能 进一步 把 维 数 s 转变 
为 连续 变量 , 使 原来 的 发 散 公 式 表 为 某 种 有 限 表 达 式 在 s 一 4 时 的 极限 , 就 可 以 达 
到 分 离 出 发 散 的 目的 . 维 数 规制 化 就 是 走 这 一 条 路 , 它 把 低 维 积分 结果 中 的 维 数 s 
用 适当 方法 “ 延 拓 ”到 复 平面 上 去 . 对 于 原来 发 散 的 积分 ， 延 拓 后 的 结果 将 在 s 一 4 
时 出 现 极点 . 如 令 e = 4 一 s, 则 此 极点 项 可 表示 为 > 三 , 它 就 是 原理 论 中 发 散 项 


的 表现 
下 面 我 们 先 用 简单 例子 来 对 这 种 延 拓 进行 说 明 , 然后 对 有 关 的 问题 作 进一步 讨 
论 , 并 说 明 实行 维 数 规制 化 的 步骤 


1. 积分 维 数 的 延 拓 


我 们 将 用 一 个 简单 例子 来 说 明 维 数 延 拓 的 概念 . 考虑 目 能 积分 


~ 1 
= dk 
fs NRTm ep TR) mie 


它 对 应 于 图 5.3.1, 但 积分 维 数 已 换 成 s. 


(5.3.1) 


ad ~、 
/ 

《 > 
、、 / 
(pt 

图 5.3.1 


当 s 为 小 于 4 的 正 整 数 时 , 它 是 收敛 的 , 并 可 求 出 来 . 为 计算 它 的 值 , 先 通过 费 
恩 曼 参 数 化 的 方法 , 将 分 母 中 两 个 因子 合并 起 来 . 利用 公式 
1 1 dz 
ab -=| [a —b)z + b> 
即将 2 化 为 


5 EE Et 


Q@ 例如 将 (p? 十 m? 一 ie)-! 替换 为 (p? 十 m? 一 ie)-%, a 可 为 复数 . 这 种 方法 曾 为 Speer 所 详尽 研 
究 . 维 数 规制 化 可 说 是 继承 了 这 种 解析 延 拓 的 概念 , 但 把 它 转 用 到 积分 维 数 上 . 
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由 于 积分 收敛 , 故 可 对 积分 变量 作 平 移 . 令 
kk— (1— 7)p, 
就 得 出 | 
3 = | dz / dh i 
作 Wick 转动 以 化 到 欧 几 里 得 度 规 , 结果 为 
2 = dz | Hh (5.3.2) 


其 中 , k? 已 变 为 欧 几 里 得 度 规 的 标 积 , 即 十 碾 . 当 s 为 小 于 26 的 整数 时 , 上 式 中 
对 上 的 积分 可 利用 公式 


s 1 me) TB s/2) 
fa M2 a2) 一 一 TB) (5.3.3) 
积 出 , 于 是 得 
一 1 
> = ins/2T (2 一 5 ) | dzlp2z(1 — 7£) + m2] /2 2, (5.3.4) 
0 


此 式 可 以 “ 延 拓 ”到 任意 的 s, 包括 复数 . 这 样 “ 延 拓 和 ”相当 于 把 式 (5.3.3) 作为 其 左 
方 的 积分 在 任意 s 值 时 的 定义 . 按照 式 (5.3.4), 当 s 一 4 时 , 豆 由 于 卫 函数 的 极点 
而 趋 于 无 穷 ， 


(2 _ 5 ) =T (5) _ -= @ - 7 十 .， ) ， 当 e 为 小 量 时 (5.3.5) 
其 中 , y= 0.577… 称 欧 拉 常 数 ， 


式 (5.3.4) 中 其 余部 分 在 e 小 时 可 如 下 化 简 : 
ix2—e/2 zip? 一 人 m2 e/2 
2 dzp2xG 一 可 十 
1 
-ieresinr / dze-s/2ln[p2z(l — z) 十 rm2] 
0 
一 ir“ 一 iT Im 十 [ dz ln(p*7z(1 一 Z) 十 mm] + o(e’*). 
于 是 得 


.9 1 . 
> = — in? |， 十 lnr 十 | dzln(p2z(l — x)+ ma 十 ofE). (5.3.6) 
0 


当 e 一 0( 即 回 到 现实 的 四 维 时 空 ) 时 , 上 式 右 方 第 一 项 发 散 , 第 二 项 为 有 限 部 分 , 剩 
余 项 ol(e) 趋 于 零 . 这 样 我 们 就 可 把 极点 项 作为 被 规制 的 发 散 而 分 离 出 来 . 
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2. 维 数 延 拓 中 的 几 个 问题 


我 们 将 对 有 关 延 拓 的 一 些 问题 进行 说 明 或 讨论 . 

首先 是 维 数 规制 化 不 破坏 规范 对 称 性 的 问题 . 在 采用 维 数 规制 化 时 , 改变 的 只 
是 时 空 维 数 , 拉 格 明日 函数 乡 并 没有 任何 改变 , 因此 可 以 想到 儿 ON 
称 性 不 会 受到 破坏 . 但 如 何 对 实际 计算 出 的 格林 浮 数 或 其 生成 泛 函 来 验证 这 一 结 
论 ? 提出 这 一 问题 是 因为 量子 化 时 引入 了 规范 固定 项 和 规范 补偿 项 , 因而 格林 函数 
或 其 生成 泛 函 本 吴 并 不 具有 规范 不 变性 . 

在 下 面 5.5 节 中 将 指出 , 规范 不 变性 在 格林 函数 生成 沁 函 (或 项 角 函 数 生 成 这 
函 ) 上 的 体现 就 是 Slavnov-Taylor 恒等式 . 从 这 个 恒等式 可 以 给 出 格林 函数 所 要 满 
足 的 许多 关系 . 我 们 说 维 数 规 制 化 是 规范 不 变 的 , 就 是 说 它 不 破坏 Slavnov-Taylor 
恒等式 . 

其 次 一 个 问题 是 由 式 (3.1) 定义 的 区 . 其 量 纲 将 随 着 s 而 变化 . 如 果 耦 合 常数 
的 量 纲 保持 不 变 , 那么 传播 子 的 二 阶 修正 就 将 与 零 阶 传播 子 具 有 不 同 的 量 纲 . 这 种 
情况 显然 是 不 容许 发 生 的 . 为 此 应 该 让 耦合 常数 的 基 纲 随 s 而 变化 . 对 任意 s, 耦合 
常数 的 量 纲 可 以 如 下 确定 . 首先 

了 一 /aa 


应 该 是 量 纲 为 1 的 , 因此 .2 的 量 纲 等 次 将 为 。 从 2 的 二 次 项 可 得 标量 场 和 矢量 
场 的 量 网 宕 次 为 : - 1, 旋 量 场 的 量 岗 寡 次 为 5(s - 1). F-P 虚 场 的 量 岗 时 次 与 标量 
场 相同 9. 对 于 规范 作用 常数 , 由 此 可 以 定 出 它 的 量 纲 军 次 应 为 2 - 了 = 3e, 无 论 
对 34 作用 顶 角 、44 作用 项 角 、(F-P)-A 作用 顶 角 以 及 w, 消 与 4 作用 的 项 角 都 一 
样 . 在 下 文中 , 裸 耦合 常数 gs 就 是 量 纲 等 次 为 5 的 量 , 而 -Zi 中 的 交合 常数 将 写 
成 ge/?, 其 中 g( 四 维 时 空中 的 重 正 化 耦合 常数 ) 仍 保持 量 网 为 1, A 为 某 个 选 定 的 
质量 标 度 至 于 规范 参 基 6 不 难看 出 在 外 拓 后 仍 保持 量 网 冤 交 为 夫 

另外 , 原来 每 个 圈 积 分 痢 带 有 因子 3a. 这 个 因子 也 将 延 拓 成 3. 虽然 最 

* 要 取 回 到 4 但 由 于 积分 中 会 出 现 极点 项 作 不 作 上 述 延 拓 , 积分 的 结果 将 不 相 


1 1 1 1， 
同 . 例如 ys = te = a + 硬 nj (2) + oe) 它 与 


未 作 延 拓 的 je = 相差 一 有 限 数 (不 过 , 是 否 作 这 一 延 拓 对 Slavnov-Taylor 恒等式 
的 成 立 并 无 影响 , 因为 Slavnov-Taylor 恒等式 对 按 圈 数 展开 的 每 一 阶 都 成 并 , 从 而 
它 给 出 的 是 具有 同样 圈 数 的 图 形 之 间 的 联系 , 这 些 图 形 带 有 同样 (2r) 医 次 的 因子 ) 


@ 这 样 , 在 动量 表象 中 , 标量 和 矢量 场 (以 及 F-P 虚 场 ) 的 传播 子 的 量 岗 大 次 仍 为 一 2, 旋 量 场 传播 子 
的 量 岗 大 次 仍 为 一 1. 
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最 后 是 关于 矢量 代数 和 7 代数 的 问题 . 在 作 矢 量 代数 运算 时 , 我 们 将 采取 下 述 
规则 
Ojwvpv = Ppp) 


pupy = D2， 
(5.3.7) 


bjwbvo = Oy0, 
Ou = $. 
在 上 式 中 唯一 与 s 有 关 的 只 有 最 后 一 式 . 
在 理论 中 含有 旋 量 场 时 , 7 矩阵 也 要 推广 到 s 维 空间 . 有 关 ?7 代表 的 基本 公式 
仍 可 取 为 
Ya + YY = 20pv1, 


(5.3.8) 
tr = 4. 


只 是 闻 的 推广 会 出 现 麻 烦 , 因为 ys 的 定义 要 借助 于 全 反对 称 张 量 ejwor, 而 此 “ 数 
字 张 量 ” 与 四 维 时 空 有 着 特殊 关联 . 这 一 情况 将 使 包含 奇数 个 ys 的 旋 量 粒子 圈 积 
分 的 延 拓 产生 问题 了 , 并 与 手 征 反 常 的 出 现 相 联系 (参见 5.7 节 ). 
从 式 (5.3.8) 可 以 推出 有 关 ?7 矩阵 的 其 他 公式 . 首先 是 奇数 个 y 窍 阵 的 迹 为 零 ， 
tr (奇数 个 7) = 0. (5.3.9) 
例如 看 tr 的 例子 , 它 可 写成 tr7yuyvTvr( 不 对 > 求 和 , > 关 1), 按照 式 (5.3.8), Yv 
与 Yn 反对 易 ， 故 tryy yu Yr = 一 tfTprTpTov， 再 根据 trAB = trBh, 上 式 右 方 又 可 化 为 
一 ty (YY) = 一 ty. 于 是 它 必定 为 零 . 
可 以 推出 的 其 他 公式 有 : 
tryuyYv = 40w, 
tryp YYo Yr = 4(0jvdor 一 Opa Ovr 十 burOvo)) 
YY Nn = (2 一 sjTv， (5.3.10) 


Yu Ya BYr = 40a81 十 (s 一 4)7Ta76， 


在 延 拓 时 外 动量 的 标 积 如 zl : pz 的 值 将 保持 不 变 , 裸 量 与 重 正 化 量 之 间 亦 与 原来 
相同 : 
gB = Zo(g12/2)， 
@ 关于 六 的 延 拓 和 问题 可 参见 5.7 节 中 所 引文 献 中 的 讨论 
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VB = ZY 
PB = 2y Pp, (5.3.11) 


3. 计算 规制 的 费 恩 曼 积 分 的 步骤 
在 经 过 一 些 代 数 运 算 后 , 费 恩 曼 积分 可 以 化 为 下 面 形式 : 


= / 工 剖 [any ma i). (qh ma ie) (5.3.12) 


其 中 ， 为 轿 数 2 为 积分 动量 与 外 动量 的 某 种 线性 组 合 . 延 拓 到 s 维 , 只 需 将 上 式 
中 的 5 换 成 < 村 即 可 . 

当 我 们 对 k; 积分 时 , 首先 要 通过 参数 化 方法 把 含 k; 的 因子 合并 起 来 , 以 便 进 
行 变量 平移 . 值得 指出 的 是 , 既然 我 们 是 以 收敛 的 “s 维 空间 中 的 积分 ”为 出 发 点 , 那 
么 在 积分 号 内 进行 变量 平移 是 允许 的 . 

参数 化 可 采用 费 恩 曼 原来 提出 的 办 法 , 也 可 以 采用 所 谓 的 a 表示 . 如 果 采 用 前 
者 , 先 通 过 下 述 公式 把 式 (5.3.12) 的 分 母 中 各 因子 合并 在 一 起 ?， 


1 _ Ttn2t.+nN) EE | 
DTD DA ThTna) Tv) Ja 0 0 


-za ZN-2 — TN-1)"” eu) 


5.3.13 


其 第 用 特例 是 


1 _ TT(ni 十 m2) 了 Zma LT(1 一 Z)"2 1 
D? Da ”TipPna) Jo ~ [Di — D2)z + Damat+na 


1 加 T(ni 十 nz 十 Ti+nz+na) / gy 三 gy 
DT Da Ds Tn)T(n2)T(ns) ' < 
(72)™1— 1 (z1 Za) 1(1 £1) )™3— 1 


加 三 (1 十 72 十 723) 
T(m)T(n2)T (ns) Jo 


1 
dzi(zZl)"i+n2 一 (1 一 Z1)"3 一 (5.3.14) 


n1 1(1 )™? 1 
I 
[Pi 一 1D2z)Z17 十 (D>» 一 D3)71 十 Dsl"1tn2tns 


@ 通常 只 给 出 nl = n2 = … = nN = 工时 的 公式 .将 该 公式 对 D1, D2,:.. 作 微 商 即 可 得 出 式 
(5.3.13). 另外 , 延 拓 到 任意 n, 此 等 式 仍 然 成 立 . 
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然后 通过 Wick 转动 , 将 式 (5.3.12) 中 的 动量 k 转 到 欧 几 里 得 空间 ”, 再 对 该 式 中 积 
分 变量 作 平 移 即 可 将 “对 动量 的 积分 ” 积 出 . 基本 公式 为 


so (2 ms/2(a2)s/2 ntiT (! 十 > ) T (n 一 ! 一 5 ) 
/ HT 人 IEE ， (5.3.15) 
或 者 
| 1 ms/2(a2 — p2)s/2—nT (n 四 >) 
rr ra /ap 


(5.3.16) 
在 这 里 dsk 指 欧 几 里 得 体 元 , 如 果 是 原来 动量 空间 中 的 积分 (未 转 到 欧 几 里 得 空间 )， 
那么 只 需 在 上 式 右 方 增加 因子 i. 另外 , 式 (5.3.15) 和 (5.3.16) 中 的 n 和 i 并 不 限于 
为 整数 , 它们 可 以 取 任 何 值 . 将 式 (5.3.16) 对 pj, pv,… 作 微 商 , 还 可 推导 出 


k 

dsk— 上 

/ ,ere 

—n2(a? -pi-"T ( n 一 5 ) mp ji 
本 T'(n) /| (k2 十 Dp 证 Q2) 

s/2 _3_ _ 1 2 四 
下 全 上 -总 -mm 
一 Fn) ， 

k,k 

ds 一 上 

/ (k2 十 25.D 十 a2)n 
1 S 

s/2 3 2 _ 2\s/2—n | 2 ,2 四 
i rn 2 1) (a p2) 区 p2)6w + (n 5 1) Pops 
T'(n) 


fa kky ko 

(k2 + 2k :p+ a2)n 
s/2 3 _ Hn21$n 

n rn 5 1) (@ p“) 


Dn) (5.3.17) 


| S 
x BG 一 p’*)(6uwpo 十 OvoPn 十 boupv) 十 (n 9 1) papvpe| ) 


@ 在 四 维 时 空 情况 , 转 到 欧 几 里 得 空间 也 就 是 将 k 当成 实数 这 时 被 各 本数 不 需 改 写 , 但 dk 要 换 成 
id4k, 因为 原来 的 三 d4k 定义 是 三 d3kdko, 作 Wick 转动 后 化 为 i /- “a4k, 其 中 的 d4k 已 代表 
欧 儿 里 得 动量 空间 中 体 元 dkadkzdksdka，s 维 时 空 情况 相似 , 转 到 欧 儿 里 得 空间 时 , 被 积 函数 形式 不 变 , 但 
所 有 上 的 分 量 都 为 实数 原来 的 三 de 要 换 成 / dsk. 这 种 做 法 也 就 是 : 先 在 四 维 时 空中 转 到 欧 
几 里 得 空间 , 然后 再 将 维 数 延 拓 到 s 
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J 
TR pT a pT a Tl(n) 


S S 1 S 
| 5 m 一 了 2 | pvpvpup + a(0 p“) (7n 本 


x (6uvpopr 十 Ouo PuPpr 十 OurPvDPo 十 Ovo Pupr 十 Ourpupo 十 borPupv) 


1 
二 Ta 一 p*) (bpdor + Opa Ovr 十 7 ) 


如 果 采 用 a 表示 来 参数 化 , 则 基本 公式 为 


1 0 . . 
Br i do (5.3.18) 
0 


1 :Nn n—l1,—ia(k?+a?—i 
(55 十 02 — ie)™ 二 1 f soe e a( =). (5.3.19 ) 


此 式 可 通过 微 商 从 式 (5.3.18) 导出 , 并 可 延 拓 到 任意 m. 
采用 a 表示 后 , 可 将 各 因子 合并 . 对 动量 的 积分 并 变 成 高 斯 型 积分 . s 维 欧 几 里 
得 空间 的 高 斯 积分 公式 为 


s/2 
/ dskhe—ak +2agk 一 2) ed, (5.3.20) 
a 


其 中 , a 的 量 纲 寡 次 为 -2. 式 (5.3.20) 本 来 只 对 整数 * 有 意义 , 但 在 维 数 规制 化 中 ， 
把 它 作 为 任意 s 维 高 斯 积分 的 定义 . 
将 上 式 对 q,, 作 微 商 , 可 以 导出 下 列 结果 ， 


ae ce 一 ak 十 2ag 居 一 (3) eg 
1 7 1 ) 


S 一 ak 十 2ad. TAN/? 1 2 
及 kk,, kve k +2ag-k 一 (=) GR 十 oa ) e 


当 我 们 对 一 个 积分 后 , 得 出 的 aq? 仍 为 其 余 积 分 动量 和 外 动量 的 二 次 式 , 可 
用 高 斯 积分 公式 进一步 求 积 . 
在 含 零 质量 粒子 的 理论 中 , 会 出 现下 述 形式 的 积 


s, kuky 
fa hh 


(5.3.21) 
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此 式 无 论 s 取 何 值 , 都 得 不 到 有 限 的 值 , 它 要 么 是 紫外 发 散 的 , 要 么 是 红外 发 散 的 . 
因此 , 对 于 此 积分 , 不 存在 一 个 可 进行 延 拓 的 表达 式 . 在 维 数 规制 化 中 , 将 规定 此 积 
分 ( 它 是 与 外 动量 无 关 的 常量 ) 为 零 . 一 些 作 者 论证 了 这 种 规定 不 会 引起 什么 矛盾 
(Capper 和 Leibbrandt, 1973). 

在 维 数 规制 化 中 , 常用 到 的 特殊 函数 有 7 函数 、6 函数 以 及 超 比 函数 . 有 关 7 
函数 的 公式 如 下 ， 


T(z) = | dtt* le-t,Rez>0 
0 


oo vo (5.3.22) 
_ (—1)” z—1 一 上 t 
ro- 二 + dtt*-le-t. 
在 z 等 于 1 的 邻 域内 本 的 展开 式 为 
T(1+ée)=1—Ye+t (” 十 3 ”一 区 十 iY 十 e) ES 十 .….，(5.3.23) 


其 中 , 7 为 欧 拉 常数 , 7 = 0.5772….; &(n) 为 黎 曼 函数 , £(3) = 1 202…… 上 式 在 分 出 
极点 项 时 是 有 用 的 . 
6 函数 的 定义 是 : 


_ TOO 


Pa Fy) (5.3.24) 


1 
Bl 人 = | dtt7-1(1 — t)! 
0 


从 此 式 可 得 B(z,y) 具有 下 述 性 质 ， 
B(z + 1,Y) = Fo Bry) 


T+y—1 


B(z -1,y+1)= —B(z,y). 
不 完全 的 6 函数 Ba(z,y) 和 超 比 函数 > 所 (a,b,c,z) 定义 式 为 
Ba(x,y) = 人 dtt*-1(1 — tt),, (5.3.26) 
2Fi(a, b,c,z) = FoI [ dtte-1(1 —t)°— 1(1 — tz)", 
Rec > Reb > 0,|arg(1 一 z)| < (5.3.27) 
25 可 作 下 述 展开 
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2Fi (a, Me + 2 十 .. 
(5.3.28) 
> ee )T (+n) 2 
rt) > T(c+n) nl 
本 节 所 述 有 关 延 拓 规 则 的 自治 性 , 虽然 尚未 有 完全 的 证 明 , 但 人 们 认为 是 可 信 
的 , 并 且 在 所 有 的 实际 计算 中 都 得 到 了 验证 . 


5.4 单 圈 图 项 角 函 数 的 重 正 化 


在 对 重 正 化 作 一 般 性 的 讨论 之 前 , 我 们 将 在 本 节 中 进行 单 圈 图 重 正 化 的 计算 ， 
这 不 仅 能 使 我 们 对 重 正 化 的 实际 过 程 有 一 个 具体 的 了 解 , 而 且 从 所 得 的 结果 能 说 明 

些 普 壳 性 的 问题 , 在 实际 应 用 中 也 是 有 价值 的 . 

下 面 先 讨 论 纯 规 范 场 的 单 圈 图 的 重 正 化 , 然后 再 讨论 有 物质 场 ( 指 旋 量 场 和 标 
量 场 ) 的 情况 . 我 们 将 采用 抵消 项 的 办 法 来 进行 这 一 过 程 , 因而 有 关 的 单 圈 图 顶 角 
函数 将 用 和 es 0 对 于 单纯 规范 场 的 情况 . 


YE 工 ra Fa 二 (42 + Fa.Uap jp 


4 HZ HL 
其 中 , 场 量 和 耦合 常数 都 是 重 正 化 的 量 . 
1. 规范 场 的 二 点 顶点 函数 , 波 函 数 重 正 化 常数 
规范 场 的 单 圈 二 点 顶 角 函数 共 对 应 三 个 图 , 如 图 5.4.1(a)~(c) 所 示 . 


(a) (b) (©) 
图 5.4.1 一 代表 F-P 粒 子 线 ,~ 人 代表 规范 玻 色 子 线 


根据 第 四 章 所 给 出 的 费 恩 曼 规 则 , 不 难 写 出 £ 规范 中 上 述 三 个 顶 角 函数 的 费 恩 
曼 积 分 表达 式 (注意 , 按照 顶 角 函数 的 定义 , 在 写 出 费 恩 曼 积分 后 要 分 出 一 个 j: 
aw . dk k,(k++ gq)y 
Te lq) 一 Upeuraconra | Br 


Q@ 在 本 节 中 , 我 们 将 用 p，Aj, 少 表示 重 正 化 场 量 , 用 pB, ABp, WB 表示 未 重 正 化 场 量 ; 用 g, rm & 
表示 重 正 化 参量 , 用 gB, mB, &B 表示 未 重 正 化 参量 . 
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a . d4 1 k,, ky 
TE, (9) = ig*cayscpys / 0 和 5 原 [本 +£—2)—(€—1) 3 ， (5.4.1) 


apB 1 了 d4k 1 加 
Tclq) = 59 camy5C676 | CT (quqv(oop 一 6) 


+(kgqy + quky + 2kj ky)(260s 一 3) 十 br(59 + 2k .gq + 2k2)) 


é 
十 > 


[aah 一 (kj,qv 十 qukv )(3k “g 十 k?) 


—kj,ky(k? + 2k.g— gq)+ ow(2k.q+ 2) 


ts og (2k? 4) 和 (kj,qv 十 qu kv )(k q) 


+k,ky(2g? — k2) + 6pv(k? 一 7 


i [ag “gq)* — (kugqy + qukv)q’(k. gq)+ Bo } 


在 四 维 时 空中 0op 本 等于 4 但 为 了 延 拓 的 需要 我 们 未 将 它 写 成 4. 另外 在 To 
和 I。) 中 都 加 上 了 对 称 因 子 5 
以 上 结果 也 可 利用 4.3 节 中 所 求 出 的 单 圈 图 顶 角 函数 生成 泛 函 
TV (gf, 多, 多) = iTr Em 一 aA) (5.4.2) 


来 推导 . 
为 了 求 规范 场 的 二 点 顶 角 函数 , 我 们 只 需 从 其 中 分 出 含 好 的 二 次 项 并 将 它 表 成 
/aaiatzaogg(zDr2c 一 72) A (12) 


其 中 的 Tey (zl 一 Zz2) 即 代表 二 点 顶 角 函数 . 在 动量 表象 中 上 式 化 为 


3 / EE OT 0) 


(gq) = | dso lo), 

(5.4.3) 

Te = | arre-™ Tee (0) 
下 面 先 来 求 式 (5.4.2) 中 -iTrin(.UA1 !.M) 项 对 [29 的 贡献 . 在 4.3 节 中 已 给 出 
MIM 二 1 十 1, 
(5.4.4) 
4 . 

TY (zi 一 Z2) = / Ca 
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因此 含 7 的 二 次 项 来 自 有 展 式 中 的 第 二 项 , 此 项 等 于 
~ d4 d4 d ik(zl 一 Z2) kp ik’ (Zz2— 一 z1) 
9 Z1 T2 Cn) Re 2 5， (Za2)e C85~yB 3 (zx1)e 


利用 式 (5.4.3), 并 令 gq = 二 一 k, 即将 上 式 化 为 
i dg dk k,(k++ q)y, 
39 oc0% | 05 | Bo BR Ta) 
于 是 即 得 : 它 对 T2Y (g) 的 贡献 就 是 (5.4.1) 的 第 一 式 中 的 6,(q); 
下 面 再 来 求 5Trln(GQ5 1) 的 贡献 . 由 于 这 里 要 求 的 是 规范 场 的 二 次 式 , 故 TrIn(QQ5 
中 的 @ 可 取 为 Q@. 
在 4.3 节 中 曾 给 出 QQ51! 的 表达 式 . 从 该 表达 式 可 以 看 出 , 5 的 二 次 式 既 出 现在 QQ51 
对 数 展开 的 第 一 项 中 , 也 出 现在 第 二 项 中 . 
展 式 第 一 项 中 所 含 的 97f 的 二 次 式 为 


Af? (一 9q)2Uy (9)， 


9° /dz | Git (el) Go + €— 2) — Sa (keh) 
其 中 , tr 代表 对 群 指标 求 迹 ， 由 于 
tr(L° LS) 一 Cay6d CBYy6) 


故 上 述 好 的 二 次 式 可 化 为 


于 是 它 对 28 (gq) 的 机 献 即 为 (5.4.1) 的 第 二 式 工 fy 
最 后 来 考察 2Trln(9Q5 “) 展开 中 的 第 二 项 . 这 项 中 含 7 的 二 次 式 可 化 为 


i ， dsqg dk 1 
rrr 
—(2g + k)p2ho(—q) + (q — Kk)o hp(—q) 


£—1 
“tq 


[(q*” — k*)(k + gq)othp(—q) — (2q + k)p(q + k)o (k++ RA: 
£—1 
x | (q + 2k) ,2% (q) (me 十 和 ki + (gq — k)okhp(q) 一 (29 十 有 pc(9) 


上 [boot (gg — k)okp 一 大. (2d 十 rosa) 
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它 对 [08(q) 的 贡献 可 化 成 (5.4.1) 第 三 式 的 形式 即 TC ,,. 值得 指出 的 是 , 在 这 种 计算 
中 , 对 称 因 子 已 自动 计 入 . 
在 把 式 (5.4.1)“ 延 拓 ” 到 s 维 时 空 时 , 只 需 作 下 述 蔡 换 
d4k dsk 2 2 4_s 
CR) ny 0pp 一 5 9 IH 


然后 将 积分 动量 转 到 欧 几 里 得 空间 , 这 时 dsk 要 换 成 idsk. 为 了 求 出 FT2y (9) 的 值 ， 
我 们 需要 计算 下 述 动量 积分 . 利用 上 节 公 式 算出 的 结果 为 (以 下 各 式 中 dsk 已 为 欧 
几 里 得 体 元 ) 


| [es (27 CE -/: "| 而 (27)s | tp tp 


= igu a q)327 ( -f/f dr zi-2(1 — x)2-} 


3-2 -5) (5 — > ) (5.4.5) 
r (2 7) B (5 -1,35); 


-地 
dk dsk kyky + (1 — 72)2gugv 

ii) es (2n)s a =/ | By (2n)s i 
hr) es [et 


1 
te (2 一 ,| dzz2-2(1 一 中 


1 (5.4.6) 
-5077 (1 3) (4 > 'B (3,3) (5 5 ) ) 
/mp /0 Wk 
dsk dsk kky + (1— 22)qugy 
iv) (2r)s ( a a 4 dz "om |k2 rs 27( Te 
十 (4 一 We dzz2-2(1 -| 
_ 3 rant (2 _ 5 ) (92) 生 -2 万 (3 5 - 1) (o + (4— 2 (5.4.8) 
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dsk kkvko 
’ /rh 0 


(Qn) [2 + qr(1 — 2)] 


-a (03) 08 (33) 


1 s(s—4 
X a 十 quop 十 qoOw gi dr dvdo | ) (5.4.9) 


一 2 


vi) dak kyky poll 7) dk Kukv t+ (1 — 2) gg 
(2m* FR + ga) -| 720 | 坷 [k? + gr(1 — 72) 


一 1 1 一 2 3—2 3 3 dudv 
= 30772 (2 5 (了 (5 , 5 (sm 02 ) (5.4.10) 
) / dsk kk (1— 7)*qqv 


vii) dk | rT6r7(1—Zz I AT 
/ Cn)" [R32(k + qj =/ dr6r(l CE EE 


Jnr 3) (Sn) 
x 6 


5 二 4 03 (5.4.11) 
另外 , 根据 我 们 所 取 的 群 的 度 规 ， 
Cayscpys = tr(L*°L?) = Céap, (5.4.12) 
C 为 一 常数 . 对 于 SU(N) 群 
C=N. (5.4.13) 
将 公式 (5.4.5)~(5.4.12) 代入 后 , 即 求 出 延 拓 后 的 Fe 和 T6,, 分 别 为 


Te (9) = fo (2 一 > ) (gq) °B (3 >) (zg + Ow 和 ) 
和- 


Tuv(g) = 2 总 5Cieer (2-3) (a)> 8B 7) 


4(2s— 7)(s—1 
1 0) + 1)42s = Ds —y) 


人 
)? , Cs — 4) 


_9 (gq? 6 一 oa 
(5.4.14) 


x(q26 必 一 ggv) 一 人 一 1 
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至 于 TR 根据 上 节 所 说 的 规定 , 有 
Th (9) =0. (5.4.15) 


单 圈 图 的 T96 的 总 值 即 为 Pen ， 与 Toy 


(Qa) pv (c)Hz 


的 和 ， 

rop(q) = LL Casar (2—3) 

pd (Am)s /2 8 2 
xB (35, 2) (993 (gq26 ~ gug)[4(3s —2) ~ 4(s — 1)(2s — 7)(é —D) 
-(s—1)(s -h(E -1 
(5.4.16) 

从 以 上 计算 过 程 和 结果 我 们 看 到 ， [29 与 规范 参量 & 有 关 , 如 果 取 费 恩 曼 规范 
(€ = D), 那么 计算 的 工作 量 可 以 大 大 减少 

我 们 将 采用 抵消 项 的 方式 来 重 正 化 . 以 上 结果 代表 从 -2sf 所 计算 的 值 , 9 为 重 
正 化 耦合 常数 ( 量 纲 为 1), & 代表 重 正 化 的 规范 参量 

在 确定 抵消 项 之 前 , 我 们 将 令 。 = 4 一 s 趋 近 于 零 , 并 从 中 分 出 被 规制 的 发 散 项 
当 e 之 0 时， 

us(g*)3-2 1 1 gln -2 


a 0 ne 


7(2-3)-7(2) -er +o) a Yn 
ss -Er 1 一 = 
p80) 8) 


将 以 上 结果 代入 式 (5.4.16) 中 , 即 得 = = 0 时 ， 


2C6 2 2 5 1 
apB 一 9 ca 7 2 二 4 ~ 二 1 
1 (9) = ea (9 Sp m0) | (: ns 7 (3 5(¢ )) 


二 人 一 1) 十 人 一 | 


(5.4.18) 


在 上 式 中 , yw? 作为 g? 的 单位 出 现在 对 数 项 内 , 它 的 值 可 任意 取 定 . 下 一 章 我 们 将 说 
明 , 在 维 数 规制 化 中 它 起 着 重 正 化 点 的 作用 . 
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以 上 求 出 的 结果 ( 式 (5.4.16)) 的 一 个 重要 特点 是 , T96(q) 具有 (四 维 ) 横向 性 ， 
即 gyT98 = 0, 从 而 规范 玻 色 子 的 传播 子 的 (四 维 ) 纵向 部 分 无 修正 . 因为 含 一 阶 ( 单 
图 图 ) 修正 的 传播 子 G28(g) 与 上 面 求 出 的 [96 的 关系 是 ( 设 G%6,, 为 自由 传 插 子 ) 

(G0) 一 (Go 一 让， 

而 从 上 式 求 G96 时 , 横向 和 纵向 部 分 将 分 别 取道 9. 

值得 指出 的 是 , Fe0， 和 TQ4,, 并 不 分 别 都 具有 这 种 横向 性 , 只 在 两 者 相 加 以 
后 才 具 有 此 性 质 . 在 这 里 补偿 项 已 初步 显示 出 它 的 重要 作用 , 没有 它 就 得 不 出 二 点 
顶 角 函数 的 横向 性 . 我 们 知道 , 在 量子 电动 力学 中 , Tw 的 横向 性 是 普遍 成 立 的 , 它 
是 规范 对 称 性 的 直接 推论 人 们 相信 , 在 非 阿 贝尔 规范 场 中 这 也 是 成 立 的 . 在 下 一 
节 将 证 明 情 况 果然 如 此 . 

在 5.1 节 已 经 指出 , 对 于 可 重 正 化 的 理论 , 在 采用 抵消 项 方式 来 进行 重 正 化 时 ， 
由 于 基本 项 中 的 场 量 和 参数 都 已 是 重 正 化 的 场 量 和 参数 , 因此 计算 结果 中 应 不 再 仿 
发 散 , 所 有 出 现 的 发 散 都 可 通过 抵消 项 消去 . 按照 那里 的 讨论 , 抵消 项 要 取得 使 重 
正 化 规格 条 件 成 立 (这 些 条 件 实际 上 是 做 为 重 正 化 参量 的 定义 而 引入 的 ), 并 按 这 一 
要 求 来 确定 抵消 项 中 的 常数 . 但 在 维 数 规制 化 中 , 可 以 采用 一 种 比较 简单 的 确定 抵 
消 项 的 办 法 , 就 是 使 它 只 抵消 有 关 顶 角 函 数 中 的 极点 项 . 这 种 抵消 方案 称 为 MS( 最 
小 减 出 ) 重 正 化 方案 . 在 这 种 方案 中 , 重 正 化 的 质量 和 耦合 常数 就 不 直接 与 某 个 顶 
角 函 数 的 值 相 联系 , 它们 只 是 最 后 理论 结果 中 所 带 的 物理 参数 , 可 通过 与 实验 的 拟 
合 来 确定 . 

在 MS 方案 中 , 为 了 消去 式 (5.4.18)T96(gq) 中 的 极点 项 , 所 需 的 (一 阶 ) 抵消 项 


为 
1 
LF = -7(24 — 1)(0,A? — 0,A¢)’, (5.4.19) 
其 中 
2 
S119C0|5_ le_1l2 
ZA 三 + 1672 3 5 (¢ D) 2 (5.4.20) 


代表 单 圈 图 近似 下 的 规范 场 波 函数 重 正 化 常数 . 我 们 看 到 , 它 的 值 与 规范 参量 的 选 
取 有 关 . 


1 1 _ y 
@ 即 若 Gl = LT7!(q?) (sm 一 二 wj 十 二 5 1(02) "es 则 有 


Go = 10) (Gn — EE ) + alg) EE 
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由 于 上 述 .Ze 只 是 一 阶 抵消 项 , 故 只 需 计 算 它 的 树 图 结果 . 不 难得 出 , 该 结果 
正好 消去 式 (5.4.18) 中 的 极点 项 . 

式 (5.4.18) 中 的 极点 项 为 动量 的 二 次 式 、 不 含 零 次 式 bu 因而 不 需要 (A2)? 形 
式 的 抵消 项 . 另外 此 动 基 二 次 式 是 横向 的 , 故 也 不 需要 (3,, 4A?)? 形式 的 抵消 项 

式 (5.4.18) 在 消去 极点 项 后 的 剩余 部 分 就 代表 MS 方案 中 重 正 化 的 To (9) 的 
一 阶 值 , 我 们 将 它 表 作 TO (9g)， 


2 2 
a8 gC 2¢ q E—1 5Y 31, Te 1,\2 
res ,, (9) = 6 6apB(q’ pv —quqv) (na 7) (与 : 3 十 可 (é 1D)+7(é 1)“|. 


(5.4.21) 
此 结果 亦 与 规范 参量 € 的 选取 有 关 . 它 对 动 基 的 依赖 , 除了 横向 因子 (gq?6%w 一 quqy) 


以 外 , 就 是 对 数 项 n_ .9， 我 们 注意 到 , 它 的 系数 人 所 (和 一 5) 与 24 中 2 
’ 4xp2 和 “16x?2\、 2 3 E 


的 系数 只 差 一 个 负 号 . 重 正 化 常数 24 与 Tt。 之 间 的 这 种 关联 , 具有 重要 的 意义 . 
在 下 一 章 中 我 们 将 从 更 普遍 的 角度 对 此 进行 说 明 . 


2. 其 他 原始 发 散 的 顶 角 防 数 


对 于 其 他 原始 发 散 的 顶 角 图 形 , 我 们 将 不 再 做 具体 的 计算 ， 只 给 出 最 后 的 
果 %. 这 些 图 形 有 
a. 规范 场 三 点 顶 角 . 对 应 的 单 圈 图 有 三 个 , 如 图 5.4.2 所 示 . 


惑 


(a) (b) (c) 
图 5.4.2 
用 维 数 规制 化 和 MS 方案 可 以 定 出 相应 的 抵消 项 为 


1 CQ C 
ja = -5(23— 1)g(0uA? — AF)capy A A (5.4.22) 
一 口 
@ 如 果 极点 项 的 系数 中 也 出 现 这 样 的 对 数 因子 , 那么 抵消 项 中 将 出 现 In 405 ， 即 含有 微 南 的 无 限 次 守 


理论 就 将 是 不 可 重 正 化 的 . 
@ 引 自 Itzykson 和 Zuber, (Quantum Field Theory), p. 590. 对 SU(N) 群 , 一 些 双 圈 图 的 重 正 化 


常数 值 还 可 从 Narison 的 文章 中 查 到 (Phys. Rept. 84, p. 296~298, 1982). 
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其 中 


ZF3=1+ 3 - 5 人- 已 (5.4.23) 


称 为 规范 场 三 点 项 角 重 正 化 常数 ( 单 圈 图 值 ). 


b. 规范 场 四 点 顶 角 . 对 应 的 单 圈 图 有 四 个 , 如 图 5.4.3 所 示 . 在 MS 方案 中 , 抵 
消 项 为 


5.8 = -7(2 _ 1)g?copycass AS AY AS 47， (5.4.24) 
其 中 2 
er 
代表 规范 场 四 点 顶 角 重 正 化 常数 ( 单 圈 图 值 ). (5.4.25) 
图 5.4.3 


以 上 列 出 的 三 点 和 四 点 顶 角 的 抵消 项 , 其 形式 都 与 拉 格 庆 日 函数 中 的 相应 顶 角 
一 样 . 这 一 结果 并 不 是 当然 的 , 从 一 些 普 遍 性 考虑 (如 洛 伦 效 不 变性 , 量 纲 为 4, 整体 
规范 不 变性 等 ), 并 不 能 把 这 些 抵消 项 的 形式 唯一 确定 , 因为 从 几 个 伴随 表示 耦合 成 
群 的 不 变量 (一 维 表示 ) 的 方式 并 不 只 有 一 个 . 例如 对 四 点 顶 角 , 42 As A6 4A8 也 是 
群 的 不 变量 . 

c. 与 FP 粒子 外 线 相连 接 的 顶 角 . 这 种 顶 角 所 对 应 的 单 圈 图 共有 三 个 , 如 图 
5.4.4 和 5.4.5 所 示 (其 中 波纹 线 代 表 规范 场 ). 


图 5.4.4 图 5.4.5 
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为 消去 图 5.4.4 中 的 极点 项 , 需 引 入 下 述 形式 的 抵消 项 
6%¢ = (Z4 — 1)F OfF®. (5.4.26) 
Zi 代表 F-P 虚 粒 子 的 波 函 数 重 正 化 常数 , 在 MS 方案 中 , 其 单 圈 图 的 值 为 


2C [1 1 2 
1 3 -了 人- D 2， (5.4.27) 


1f 一 1 十 


为 了 消去 图 5.4.5 中 出 现 的 极点 项 , 所 需 的 抵消 项 为 
5 = (24 — 1)gcagy (Ouf )ArfS, 


g°C €2 


ZI 二 1— 二 一 . 
3 16r2 2 < 


(5.4.28) 
对 于 关 道 规范 , 5 = 0, Fs 将 保持 为 1. 

以 上 给 出 了 纯 规 范 场 情 况 全 部 一 阶 的 抵消 项 . 把 这 些 抵消 项 加 到 .2 上 并 用 
来 计算 所 有 的 项 角 函 数 , 所 得 出 的 一 阶 修正 都 将 是 有 限 的 ”. 
3. 有 旋 量 或 标量 场 与 规范 场 相 耦 合 的 情况 

我 们 以 旋 量 场 与 规范 场 相 看 合 为 例 来 进行 讨论 . 这 时 , 除了 要 引入 含 旋 量 场 场 
量 的 抵消 项 以 外 , 对 于 那些 只 含 规范 场 场 量 的 抵消 项 式 (5.4.19)、(5.4.22) 和 (5.4.24) 
中 的 重 正 化 常数 , 旋 量 粒子 圈 也 有 它 的 贡献 . 

设 旋 量 场所 属 表 示 的 生成 元 为 re， 


trTcTA = Cybagp, T°7T° = Cyl. (5.4.29) 


Cy 与 Cy 间 的 关系 不 难 通过 对 (5.4.29) 第 二 式 求 迹 , 对 第 一 式 取 a = 8 并 求 和 而 
得 出 , 结果 为 
Cyn = Cyny. (5.4.30) 
上 式 中 的 n 为 生成 元 的 数目 ( 群 的 维 数 ), ny 为 旋 量 场所 属 表示 的 维 数 . 右 少 属 位 
随 表示 , 则 ny 就 等 于 nn. 
当 对 称 群 为 SU(N) 群 , 而 水 属 基础 表示 时 , Cy 和 cy 的 值 为 


OC, = = _1). (5.4.31) 


@ 当 我 们 研究 的 是 s 矩阵 元 时 , 其 中 的 项 角 函 数 可 能 与 外 线 相连 接 . 这 时 , 由 于 规范 玻 色 子 质量 为 零 , 还 
可 能 出 现 红外 发 散 . 
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我 们 先 来 考察 含 旋 量 场 场 量 的 抵消 项 , 相应 的 单 圈 图 与 图 5.4.4 和 5.4.5 相同 ， 
只 是 其 中 的 实 线 现在 代表 旋 量 粒子 线 . 这 时 图 5.4.4 为 旋 量 粒子 的 目 能 图 , 极点 的 
系数 有 两 项 , 一 项 正比 于 旋 量 粒子 的 质量 m, 一 项 正比 于 7 p, 于 是 抵消 项 也 将 有 
两 项 , 结果 可 表 为 


OUet = —(ZmZy — my — (Ly — 1 YOY, 


oo 2 3 (5.4.32) 
Hl emte m7 om 2 
为 消去 图 5.4.5 中 极点 项 , 所 需 的 抵消 项 为 
5 = (24 — I)(-ig)pr yup A (5.4.33) 


其 中 , 24 为 旋 量 场 与 规范 场 作 用 项 角 的 重 正 化 常数 . 在 MS 方案 中 , 其 单 圈 图 的 值 


zt -1_ 2 [i le wor 5.4.34 
3 一 -|( + 7 )) +é sl (5.4.34) 


剩 下 的 是 旋 量 场 对 24，2Z3，24 的 贡献 . 相应 的 单 圈 图 与 图 5.4.1(a), 5.4.2(c)， 
5.4.3(a) 相同 , 只 是 实 线 现 在 代表 旋 量 粒子 线 . 计算 结果 表明 : 为 消去 极点 项 所 需 的 
抵消 项 , 形式 上 仍 与 原来 的 一 样 , 因此 旋 量 场 的 圈 线 只 对 24, Za 和 24 贡献 一 个 增 
其, 这 三 个 增 量 数值 相同 , 而 且 与 规范 参量 无 关 . 结果 为 
2 ，42 


_ _ __9 < 
52A=623 =624 = -Tos03- (5.4.35) 
如 用 62 统一 代表 它们 , 则 此 三 个 抵消 项 合 起 来 的 形式 为 
1 
ja = — 762 PP, (5.4.36) 


MS 方案 的 一 个 重要 特点 是 , 所 求 出 的 Zy, Zm, 29 和 62 都 与 旋 量 粒子 的 质量 
m 无 关 . 因此 它 属于 质量 无 关 的 重 正 化 方案 2, 关于 这 种 方案 的 优 缺 点 , 我 们 将 在 后 
面 说 明 . 

对 标量 场 与 规范 场 相 斐 合 的 情况 , 可 类 似 地 进行 讨论 , 这 里 就 不 再 重复 . 
4. 几 点 讨论 

以 上 求 出 了 一 阶 近似 下 的 各 个 抵消 项 和 相应 的 重 正 化 常数 , 我 们 先 来 归纳 一 下 
它们 的 特点 , 并 说 明 其 中 哪些 知识 不 必 通 过 具体 计算 就 可 通过 普遍 性 的 分 析 得 出 来 . 

@ 在 6.3 节 中 还 将 对 此 作 进 一 步 说 明 . 
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首先 , 单 圈 图 算出 的 发 散 部 分 都 只 是 。 的 一 阶 极点 , 因而 在 MS 方案 中 它 对 重 
正 化 常数 的 贡献 都 正比 于 =, 并 且 这 些 贡 献 都 正比 于 厌 合 常数 9 的 平方 , 不 论 所 讨 
论 的 顶 角 是 连接 二 根 、 三 根 还 是 四 根 外 线 .抵消 项 中 所 合 的 对 场 量 微 商 , 其 结构 形 
式 由 极点 项 系数 对 外 动量 的 依赖 关系 决定 . 有 关 它 们 的 知识 , 许多 可 通过 图 形 指数 、 
规范 对 称 性 、 洛 伦 兹 协 变性 和 量 纲 分 析 等 一 般 性 的 考虑 直接 得 出 . 例如 对 纯 规范 场 
情况 的 二 点 顶 角 FT22( 图 5.4.1), 由 于 必 = 2, 图 形 指数 公式 化 为 


N=2— ms, 


因此 发 散 部 分 至 多 含 外 动量 的 二 次 朝 9, 其 中 零 次 短 的 项 为 二 次 发 散 , 一 次 宕 项 为 
线性 发 散 ， 二 次 老 项 为 对 数 发 散 ， 又 根据 洛 伦 效 协 变性 ,此 项 顶 角 应 为 二 阶 洛 伦 
兹 张 量 , 因此 若 外 动量 的 零 次 睾 项 存在 , 它 将 正比 于 6, 相应 的 抵消 项 将 正比 于 
A96w A = Ag As. 从 基 纲 分 析 , 其 系数 应 具有 量 纲 老 次 2. 但 现在 具有 基 纲 的 参量 
只 有 j, 而 费 恩 曼 积分 对 / 的 依赖 是 通过 g? -9g21e 而 引进 来 的 , 在 = 一 0 时 , 它 
不 可 能 贡献 /2 的 因子 . 这 样 零 次 智 项 将 不 会 出 现 . 9 的 一 次 宕 项 由 于 Te6(q) 具有 
q 一 -4 的 对 称 性 也 不 会 出 现 (另外 这 种 项 也 作 不 成 二 阶 洛 伦 兹 张 量 ), 剩 下 的 只 有 
q 的 二 次 宪 项 , 它 对 外 动量 的 依赖 有 两 种 形式 即 425 和 gd 从 规范 不 变性 可 得 
出 它们 只 以 (@25o qqy) 的 组 合 形式 出 现 . 我 们 还 将 在 下 一 节 利用 Slavnov-Taylor 
恒等式 来 证 明 这 一 结论 ， 相 应 的 抵消 项 , 将 正比 于 4&(D2guv - 958,)42, 也 可 化 成 
(8,Ae — 0,Ae)?. 

另外 , 从 普遍 性 的 分 析 还 可 对 798 ， 随 动量 的 变化 给 出 一 定 的 知识 , Fe8 ， 对 
动量 的 依赖 首先 表现 在 横向 因子 (q25,w - qq) 上 , 分 出 此 因子 后 剩余 部 分 为 量 纲 


2 2 
为 1 的 量 , 因此 只 能 是 的 函数 . 再 由 于 jp 是 以 pe = ef 上 形式 进入 到 费 恩 曼 积 
2 2 2 
分 中 的 , 故 又 只 能 以 in 的 形式 出 现 . 并 且 在 一 阶 修正 中 只 能 是 in 的 线性 
函数 (高 次 备 的 系数 由 于 含有 而 趋 于 零 )， 
再 看 规范 场 的 三 点 顶 角 . 它 应 该 是 三 阶 洛 伦 兹 张 量 . 由 于 djyEB; = 3 图形 指数 公式 约 化 
为 
N=1— megE. 
因此 N > 关 0 要 求 mE 等 于 0 或 1, 但 要 构成 三 阶 张 量 必需 有 一 个 外 动量 gq, 即 该 张 量 应 由 
Ov 和 do 构成 ， 因而 ME 只 能 取 |. 
对 于 规范 场 四 点 顶 角 ， 
N = —msg, 
N > 0 要 求 mg 为 零 , 因此 极点 项 与 外 动量 无 关 , 即 抵消 项 不 舍 微 商 . 
@ 对 于 可 重 正 化 的 理论 , 发 散 项 只 是 外 动量 的 帘 函 数 . 
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F-P 粒子 的 二 点 顶 角 (图 5.4.4), 图 形 指数 公式 化 为 
N=2— mgs, 


故 mg 可 等 于 0,1 和 和 2. mg = 1 的 项 由 于 作 不 成 洛 伦 兹 标量 而 不 会 出 现 , mg = 0 的 项 也 
不 会 出 现 , 理由 是 费 恩 曼 积 分 中 不 会 出 现 jw2 的 因子 . mg = 2 的 项 只 有 一 种 形式 即 % .由 
此 即 可 得 抵消 项 的 形式 为 f° 口 f*. 
F-P 粒子 与 42 的 作用 顶 角 应 为 洛 伦 兹 矢量 ,图 形 指数 公式 化 为 
N=1— mg, 


mg 可 取 0 和 1, 但 me=0 的 情况 作 不 成 洛 伦 兹 矢量 ， 故 极点 项 系数 将 含 一 个 外 线 动 量 ， 
对 于 旋 量 粒子 的 自 能 图 , dj; = 3, 图 形 指数 公式 化 为 


N=1— mege. 


N>0 要 求 mg 为 0 或 1. 这 两 项 都 将 存在 , mE = 0 的 项 不 含 外 动量 , 相应 的 抵消 项 具有 
%y 的 形式 , 现在 有 一 个 质量 参数 m 可 使 量 纲 为 4 的 要 求 得 到 满足 . mE = 1 的 项 , 从 洛 伦 
兹 协 变性 知 其 结构 为 ipuYw. 相应 的 抵消 项 形式 即 为 yun 

旋 量 粒子 与 44 的 作用 顶 角 , djE; = 4, 其 图 形 指数 公式 化 为 


N = —msg, 


其 抵消 项 形式 只 能 是 ywwAp. 

至 于 发 散 部 分 的 群 结构 , 对 所 有 二 点 顶 角 , 根据 群 不 变量 的 要 求 即 可 唯一 确定 . 至 于 多 
点 顶 角 , 则 满足 群 不 变量 要 求 的 结构 可 能 有 几 种 , 因而 只 给 出 选择 上 的 限制 范围 . 

前 面 已 经 指出 ,MS 方案 并 不 像 原来 的 重 正 化 方案 那样 , 按 规 制 化 条 件 在 某 个 
动量 值 处 ( 重 正 化 点 ) 通过 有 关 的 顶 角 函 数 来 定义 重 正 化 质量 、 重 正 化 耦合 常数 和 
波 函 数 重 正 化 常数 9. 因此 MS 方案 中 的 重 正 化 的 质量 和 耦合 常数 的 值 并 无 更 具体 
的 定义 .它们 同 原来 拉 格 朗 日 函数 中 的 裸 参量 之 问 的 关系 , 将 通过 所 求 出 的 52 中 
的 重 正 化 系数 给 出 , 两 者 仍 是 一 一 对 应 关系 

还 有 一 种 叫 MS 的 方案 9 (修正 的 最 小 减 出 方案 ), 它 的 抵消 项 不 仅 消去 上 述 费 
胃 曼 积分 中 的 极点 项 , 还 消去 与 因子 (In4n - 7) 相 联系 的 项 , 此 因子 是 与 = 一 起 出 
现 的 2 , 这 一 点 在 式 (5.4.18) 中 已 显示 出 来 . 采用 这 种 方案 时 , Z4 即 从 式 (5.4.20) 变 


万 gC /5 1 2 
ZA 三 1 十 1672 (3 一 Dé 一 )) € 二 + ln47n 让 (5.4.37) 


@ 由 于 这 个 原因 , “原来 的 ” 重 正 化 方案 被 简称 为 MOM 方案 
©® Bardeen et al, Phys. Rev. D18, 3998, 1978; D20, 166, 1979. 
@ 换 句 话说 , 是 消去 与 因子 € FIndx _- 7) 相 联 系 的 项 


E 
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由 于 减 出 的 不 同 , 这 两 种 方案 中 重 正 化 顶 角 的 表达 式 是 不 同 的 , 但 重 正 化 的 质量 和 
耦合 稼 数 的 值 也 不 相同 . 总 体 上 , 两 者 是 等 价 的 . 

一 些 作者 指出 , 在 深度 非 弹性 散射 和 ete” 淹没 成 强 子 等 过 程 的 计算 中 , 采用 
这 种 重 正 化 方案 , 可 使 微 扰 论 展开 的 收敛 情况 得 到 改进 . 

MS 方案 同 MS 方案 一 样 ,也 属于 与 质量 无 关 的 重 正 化 ， 即 所 定 出 的 各 种 重 正 化 常数 
(2Z4,Zm,…) 都 与 其 中 粒子 的 质量 无 关 . MOM 方案 ( 见 P.283 注 @) 则 不 同 , 它 的 重 正 化 常 
数 与 质量 有 关 . 采用 与 质量 无 关 的 重 正 化 , 其 好 处 是 : 相应 的 重 正 化 群 方程 求解 起 来 要 简单 
得 多 (参见 第 六 章 的 讨论 ), 并 且 处 理 效 应 比较 方便 . 缺点 是 , 退 耦 合 效应 ( 见 下 文 ) 并 不 能 
显示 出 来 . 因此 在 处 理 对 称 性 有 自发 破坏 的 理论 时 , 特别 是 在 粒子 质量 有 多 个 层次 的 情况 ， 
应 先 采 用 MS( 或 MS) 方案 先 消去 发 散 , 然后 采用 MOM 方案 (或 其 他 等 效 方案 ) 再 作 一 次 重 
正 化 ( 退 耦 合 重 正 化 ). 第 二 次 重 正 化 的 作用 是 对 重 正 化 参量 (9,m,……) 进行 一 次 转换 (由 于 
转换 前 参量 与 转换 后 参量 间 的 函数 关系 式 中 不 再 出 现 发 散 , 故 这 种 重 正 化 又 称 为 有 限 重 正 
化 ) 以 显示 出 退 耦 合 效应 (为 重 正 化 引入 的 超重 粒子 从 低能 拉 格 朗 日 函数 中 退出 )， 这 样 分 
两 步 重 正 化 的 做 法 好 处 是 , 在 第 一 步 重 正 化 后 , 我 们 得 到 一 个 既 消 去 了 发 散 又 使 规范 对 称 性 
得 到 保持 的 理论 (如 前 所 述 , “自发 破坏 ”实质 上 并 不 破坏 规范 对 称 性 ), 有 关 退 耦合 重 正 化 
的 问题 , 在 本 书 中 将 不 再 讨论 有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 文献 (如 Miller & Mckeller, Phys. 
Rept. 106, No 4、 5, 1984). 


5. 规范 对 称 性 问题 

规范 场 的 重 正 化 还 有 一 个 重要 问题 需要 讨论 . 假设 拉 格 朗 日 函数 的 基本 项 4 
具有 ( 定 域 ) 规范 不 变性 , 当 抵消 项 65. 通过 某 种 规则 (如 MS 方案 ) 确定 后 , 所 得 
出 的 总 拉 格 朗 日 函数 2 = .如 +6.2 是 否 还 具有 ( 定 域 ) 规范 不 变性 ? 要 使 多 亦 具 
有 规范 不 变性 , 不 仅 对 抵消 项 的 形式 有 一 定 要 求 , 各 个 重 正 化 常数 之 间 还 要 有 某 种 
比例 关系 . 我 们 先 来 考察 纯 规范 场 的 情况 , 从 上 面 的 讨论 可 得 出 


1 1 网 
Lf 一 Ee 十 OLf 一 一 II24 (0 .47 一 0.42) 一 Zagcopr(0r 4 一 042)4047 


1 一 a 一 a 1 n 
7249 Capycaso Ah AY Ap AS + 21f Df*+Z3gcapy (Of )47 产 一 5e(Du40) ， 


(5.4.38) 
我 们 看 到 , 除 规范 固定 项 外 , 其 余 各 项 都 分 别 乘 上 了 自己 的 重 正 化 常数 . 
反 过 来 , 如 果 从 式 (5.4.38) 出 发 , 通过 定义 裸 场 量 (用 脚 标 B 表示 ) 

4P 一 2 4， fp 一 2Z7/ j 一 2Fz/ 7, (5.4.39) 


和 裸 规 范 参 量 
5B = 046， (5.4.40) 
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则 在 下 述 关 系 
2Z3/24 = 24/24 = 21 /2 ? (5.4.41) 
成 立 的 条 件 下 , 可 引入 一 个 唯一 的 裸 规 范 耦合 常数 gs, 使 a 能 写成 


-et = -7(0u(Ap)? — 0,(ABp)?)’ — 5gBcapy(Bu(4B)2 -0,(ABp)?)(Ap)h(Ap)? 


1 一 CC 
本 本 9 有 capyca6c (Ap)h(ABp)? (Ap)u(ABp)? + fpUHfB 


一 aw 1 
+gBcapy(OufB)(AB)fS — =— (Ou,(Ap)?)? 
26B 


1 £0 Fo 
= zr (Ou(AB))? + FEDfB + gpcopr(0u Ts)(AB)?fb, 


(5.4.42) 
其 中 人 
1 2 
= 1 (0,(AB)? 一 Ou(AB)n 十 gBcopy(45)2(45)7 ; (5.4.43) 
gyB 一 ogg, 
(5.4.44) 


2, = Z324 = ZN = II7124 


这 时 .2 对 于 裸 场 和 裸 耦合 常数 具有 定 域 规范 不 变性 . 不 难 验 证 本 节 所 给 出 的 MS 
单 圈 图 各 重 正 化 常数 确实 能 使 式 (5.4.41) 成 立 . 
值得 指出 的 是 , 尽管 抵消 项 中 没有 (9542)2 形式 的 项 , 由 于 规范 场 量 要 重 正 化 ， 
故 裸 规范 参量 &p 与 重 正 化 规范 参量 并 不 相同 . 只 有 朗 道 规范 除外 , 它 在 重 正 化 
中 保持 不 变 : 若 上 = 0, 则 6 亦 为 零 
在 考虑 旋 量 场 以 后 , 规范 耦合 常数 的 统一 性 要 求 式 (5.4.41) 推广 为 : 
Z3 及 /ZN 2 
到 = 巡 =( 荣 ) -= 妈 : 4) 
其 中 , 24, Z3 和 Z4 是 计 入 旋 量 粒子 圈 的 贡献 后 的 值 , 这 时 裸 旋 量 场 与 裸 规范 场 之 
间 的 耦合 常数 也 是 同一 个 gp. 2Z, 用 ZL 和 2 表示 的 关系 式 为 


2y = 2Y2ZT12AT 2 (5.4.46) 


本 节 所 给 出 的 MS 重 正 化 常数 单 圈 图 值 能 使 式 (5.4.45) 成 立 , 从 而 所 得 出 的 终 
是 规范 不 变 的 . 
@ 这 里 s 已 取 为 4. 
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式 (5.4.45) 式 可 看 做 是 量子 电动 力学 中 的 等 式 


A/ 
3 


一 1 5.4.47 
7 (5.4.47) 


的 推广 附带 指出 , 上 式 对 非 阿 贝尔 规范 理论 已 不 成 立 . 
最 后 我 们 来 给 出 Zo 的 表达 式 . 利用 本 节 计 算 的 结果 , 从 式 (5.4.44) 或 (5.4.46) 
得 出 


Z,=1- 2 (¥c - Cu ) =- (5.4.48) 
此 值 与 规范 参量 & 无 关 . 式 (5.4.48) 式 表 明 , “规范 场 及 F-P 粒子 的 贡献 ”( 正 比 于 
C 的 项 ) 是 使 2 减少 (即使 得 9 大 于 gs). 通常 称 此 为 反 屏 蔽 效应 . “ 旋 量 场 的 贡 
献 ”( 正 比 于 Cy 的 项 ) 则 相反 , 它 使 g 比 gs 小 , 因而 是 正 屏 蔽 效应 . 反 屏 项 效应 是 
非 阿 贝尔 规范 理论 所 特有 的 , 在 下 一 章 我 们 将 看 到 , 它 对 非 阿 贝尔 规范 理论 的 渐 近 
自由 性 起 着 决定 性 作用 . 


5.5 ”Slavnov-Taylor 恒等式 BRS 变换 下 的 不 变性 


在 第 三 章 中 , 我 们 已 经 指出 , 从 拉 格 朗 日 函数 的 整体 规范 不 变性 可 以 导出 守恒 
律 和 状态 的 多 重 简 并 结构 ， 这 一 节 我 们 将 观察 从 拉 格 朗 日 函数 的 定 域 规范 不 变性 
可 以 进一步 得 出 什么 新 的 结果 . 

如 果 把 时 空 的 无 穷 远 点 看 做 是 一 个 点 , 那么 任何 一 个 定 域 规范 变换 都 可 分 解 成 
一 个 整体 规范 变换 和 一 个 在 无 穷 远 点 等 于 1 的 定 域 规范 变换 现在 要 研究 的 是 后 
一 变换 (可 称 为 限制 的 定 域 规范 变换 ) 下 不 变性 的 效果 . 我 们 将 看 到 , 这 一 效果 可 
归结 为 格林 函数 (或 顶 角 函数 ) 的 生成 泛 函 要 满足 一 个 恒等式 . 此 恒等式 通常 称 为 
Slavnov-Taylor 恒等式 (或 广义 的 Ward-Takahashi 恒等式 ), 它们 可 看 做 是 上 述 限 制 
的 定 域 规 范 不 变性 在 生成 泛 函 上 的 体现 . 

从 Slavnov-Taylor 恒等式 可 以 推导 出 格林 函数 (或 项 角 函 数 ) 所 满足 的 一 系列 
关系 , 并 可 证 明 许 多 重要 的 结论 , 例如 重 正 化 不 破坏 规范 不 变性 、 规 范 场 传播 子 的 
四 维 纵向 部 分 无 高 阶 修 正 、 在 有 对 称 性 自发 破坏 时 5 矩阵 中 非 物理 极点 的 消除 和 
在 物理 子 空间 中 的 乏 正 性 等 . 另外 , 在 作 某 些 具 体 计算 时 , 利用 这 些 关 系 也 可 获得 有 
利 的 化 简 . 

定 域 规范 不 变 是 一 个 很 强 的 对 称 性 , 可 望 从 它 导出 许多 重要 结论 , 这 是 它 的 好 
的 一 面 . 但 它 也 带 来 问题 , 即 量 子 化 时 的 麻烦 . 为 了 基 子 化 , 我 们 不 得 不 引入 规范 转 
定 项 来 “破坏 ” 它 . 与 此 同时 出 现 的 么 正 补 偿 项 也 不 具有 年 域 规范 不 变性 . 在 规 克 
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中 , 我 们 实际 上 是 采用 下 述 有 效 拉 格 明日 函数 -a 来 代替 .名 作为 计算 的 出 发 点 ， 


1 一 a 
ar 一 2 一 到 (8.40) +f MP PC (5.5.1) 


显然 , 原来 的 定 域 规范 不 变性 已 不 是 入.g 的 属性 . 

1974 年 Becchi, Rouet 和 Stora 发 现 , 在 一 种 特定 的 变换 下 , 2 保持 不 变 . 这 
种 变换 就 称 为 BRS 变换 . 既然 量子 规范 场 论 计算 的 出 发 点 是 Za, 因此 .和 sg 所 具 
有 的 不 变性 比 2 所 具有 的 不 变性 更 能 直接 地 反映 在 格林 琐 数 和 项 角 函 数 之 中 , 应 
用 起 来 也 更 为 方便 . 例如 通过 它 可 以 较 简洁 地 导出 Slavnov-Taylor 恒等式 . 

式 (5.5.1) 中 的 Ze 可 以 是 指 总 的 有 效 拉 格 朗 日 函数 , 这 时 , 其 中 的 场 量 和 各 种 
参量 都 应 取 作 “ 裸 场 量 ” 和 “ 裸 参量 ”, 并 假定 其 中 的 多 对 这 些 裸 量具 有 定 域 规范 
不 变性 . ee 也 可 以 是 指 如 ,这 时 其 中 的 场 量 和 各 种 参量 都 是 重 正 化 量 , 并 假定 
其 中 儿 ( 实 为 和 4) 对 重 正 化 场 量 和 重 正 化 耦合 常数 具有 规范 不 变性 . 总 之 , 我 们 将 
研究 从 一 个 规范 不 变 的 拉 格 朗 日 函数 计算 出 的 格林 函数 (或 顶 角 函数 ) 生成 泛 函 所 
满足 的 关系 式 . 为 了 不 破坏 对 称 性 , 我 们 将 采用 规范 不 变 的 规制 化 . 

1. 阿 贝 尔 规范 场 的 情况 

我 们 先 来 考察 比较 简单 的 阿 贝 尔 规 范 场 情 况 , 如 旋 量 场 的 电动 力学 . 这 不 仅 能 
使 我 们 更 好 地 掌握 问题 的 要 点 , 而 且 通 过 比较 , 也 能 看 出 非 阿 贝尔 规范 场 与 阿 贝 尔 
规范 场 之 间 的 差别 何在 . 

对 于 旋 量 场 的 电动 力学 , 在 规范 下 


Jeg = | Lad 7, (5.5.2) 
加 _ 1 
Leff 一 -7 FwPw wa ieA,)y myy ae Or Ap) 
1 
= 一 2 OA) 
2Z[J,¢,d = | D(A)D(Y)D(V)e' slY -An) tA tet (5.5.3) 


对 积分 变量 作 无 穷 小 规范 变换 
A,(7) —> A, (7x) 一 BA， 


up(zZ) = BT) (1 -iA(7)), (5.5.4) 


%(z) = Pz) +iA(z)), 
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其 中 , (zx) 为 实 函 数 , 并 在 x = co 处 为 零 (根据 变换 矩阵 在 oo 点 为 1). 
用 乡 的 规范 不 变性 以 及 “(w,y) 的 变换 和 4x 的 变换 ”的 雅 可 比 行列 式 都 为 
1%, 在 对 积分 变量 作 上 述 变 换 后 即 得 出 ， 


ZI7549q= | D(A)D(W)D(D)ei ld I-A) + Arte Wt] 


z 十 - | DGv4) — (0,N)J, — ieXCy + eX dz (5.5.5) 


由 于 和 A(z) 在 oo 点 为 零 , 故 以 上 积分 中 的 ,和 可 换 成 (一 X09%), 口 和 可 换 成 XD. 于 是 
“ 曲 括 号 内 的 量 ” 化 为 


1 十 / MG 口 (8.4 十 8] — iecy + id d47. 


将 此 代入 式 (5.5.5) 再 与 式 (5.5.3) 相 减 , 并 利用 和 (x) 的 任意 性 , 即 得 出 : 对 任意 7， 
/ D(A)D(W DB) YE) -RO An) tI AV) HE VY) + LY) 


zo(0s An(e) + Op (7) — ieC(z)Y(z) + iD(o)C(o)| =0 (5.5.6) 


此 式 也 可 写作 
.1 0Z 
EO TE) 0Jn (7) 


— (0,J,(7))Z + el(7z)—— 6(Z) = (5.5.7) 


二 ) et) 
其 中 , 对 5 和 < 的 泛 函 微 商 都 是 左 微 商 . 式 (5.5.7) 就 是 旋 量 场 电动 力学 情况 下 的 
Slavnov-Taylor 恒等式 . 它 是 一 个 泛 函 恒等式 , 若 将 它 对 J, 6, 5 作 若 干 次 泛 函 微 商 ， 
然后 再 取 J= (= 5=0, 即 可 得 出 格林 函数 之 间 的 一 系列 关系 式 . 

上 述 Slavnov-Taylor 恒等式 也 可 用 Ze(2e 与 2 的 关系 见 下 式 ) 表示 出 来 , 将 


Z = ee 


代入 式 (5.5.7), 即 可 化 出 


.1 0 
A) 去 5 eic 


意义 更 为 清楚 的 是 用 顶 角 函数 生成 泛 函 表示 的 Slavnov-Taylor 人 恒等式. 利 


一 DZ) 十 ecoj22e 一 一 ((z) = (5.5.8) 


用 
607。 . 0Z。 


于 (四 = iA,(z), = = iy(7), 元 Cj = 一 ip(zZ)， 


Q@ 反对 易 量变 换 和 对 易 量 变换 的 雅 可 比 行列 式 要 分 开 考 虑 , 因为 一 个 要 出 现在 分 母 上 , 一 个 要 出 现在 分 
子 上 . 


(5.5.9) 
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六 oT oT 

WT) = HA) 6(z) = Fy C(7z) = -而 
(其 中 , A (z), W%(z) 和 V%(z) 分 别 代表 有 外 源 存 在 的 情况 下 各 场 量 的 真空 期 望 值 ) 即 
将 式 (5.5.8) 化 为 


(5.5.10) 


-2D8: A(z) + 5 jt ie jb) + To) ) 一 0. (5.5.11) 


为 了 显示 它 的 含意 , 我 们 将 减 去 规范 转 定 项 后 的 结果 用 表示 : 


T= 十 去 (4 dtz， (5.5.12) 


并 用 本 取代 式 (5.5.11) 中 的 书 由 此 得 出 


6T ; 6T 一 OP 

5 

此 式 的 意义 就 是 了 对 限制 的 定 域 规范 变换 是 不 变 的 , 即 对 co 处 为 零 的 任意 小 量 
A(Z), 


(5.5.13) 


F | Ap(z) 一 -BoA(z) (1 +iA(z))y(z), (1 — iA(z))y(z)| = T[A,(z), (zz 
这 是 因为 上 式 左 方 等 于 
T' [A (x), $(z), pz)]+ 


. 6T 
站 -ex RG oo FE e's 


通过 分 部 积分 将 其 中 的 (8 和 (z)) 二 We ;化 为 | 一 和 A(z)9w pel 并 利用 A(z) 的 
任意 性 即 得 出 上 式 第 二 项 实际 为 零 , 即 式 (5.5.13) 的 结果 . 

另外 , 我 们 注意 到 零 阶 的 等 于 Teg, 从 而 在 量子 电动 力学 情况 下 零 阶 的 了 就 
等 于 作用 量 I. 于 是 从 式 (5.5.13) 即 得 出 作用 量 对 限制 的 定 域 变换 的 不 变性 (这 里 
的 阶 数 是 指 按 园 数 ( 亦 即 按 “ 外 局 ) 展开 的 阶 数 , 根据 第 二 章 所 说 的 理由 ,Slavnov- 
Taylor 恒等式 对 任意 阶 都 成 立 ). 这 就 表明 了 Slavnov-Taylor 恒等式 与 作用 量 的 ( 限 
制 的 ) 定 域 规范 不 变性 完全 等 价 . 

从 Slavnov-Taylor 恒等式 不 难 推出 下 述 两 个 常用 的 结果 . 


@ 也 就 是 与 -22 的 定 域 规范 不 变性 等 价 , 因 作用 量 等 于 / L(z)d4z. 
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i) Ward-Takahashi 恒等式 


将 式 (5.5.11) 对 %(y) 和 %(z) 作 泛 函 微 商 , 然后 再 取 Aj(z) = (7z) = w(x) = 0， 
即 得 


53T 2r ， 
Oj 一 一 一 一 一 一 一 加 一 1e 一 -一 加 0 (zx 一 y) 
0V%(z)0V UV)64 (7) | 40 OV(z)6V (7) |A=y=T=0 
(5.5.14) 
62T 
le 一 一 64 省 一 必 一 0. 
Me la so 
将 此 式 转 换 到 动量 表象 中 即 为 
quTy(q,p,p+q) = ~ielSF (p+q) 一 SF Oo)]， (5.5.15) 


其 中 , IT,(q,p,p 十 q) 为 图 5.5.1 所 示 的 旋 量 场 与 规范 场 的 三 点 顶 角 ; SF(p) 为 旋 量 场 
的 完全 传播 子 . 式 (5.5.15) 就 是 QED 中 的 Ward-Takahashi 恒等式 , 它 给 出 三 点 顶 
角 心 与 旋 量 场 传播 子 之 间 的 关系 ~”, 此 恒等式 在 QED 重 正 化 理论 中 有 着 重要 的 
应 用 . 


图 5.5.1 


ii) 光子 传播 子 的 纵 癌 部 分 无 高 阶 修正 
将 式 (5.5.11) 对 4v(y) 作 泛 函 微 商 , 然后 令 4 == 儿 三 0, 即 得 出 
1 


2 
1 
——-60D0,6 (zr —Yy)+0 9 


一 一 一 < 一 一 一 一 ~ 二 0. 
é “ 6An(z)5Av(Y) A=V»=%$=0 


将 它 转 到 动量 表象 即 化 为 


1 
iGuz (9g)gu = 9 ， (5.5.16) 


O 
@ 当 令 gp 一 0 时 , 从 式 (5.5.15) 即 得 出 最 原始 的 Ward 恒等式 [, (0, p,p) 三 一 ie ?FP). 
np 
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其 中 , Gu 代表 光子 的 完全 传播 子 . 这 表明 Gl(g) 中 的 (四 维 ) 纵向 部 分 就 是 Ea 
与 其 零 阶 值 一 样 . 由 此 得 出 光子 传播 子 的 纵向 部 分 为 
于 2 

与 零 阶 光子 传播 子 的 纵向 部 分 相同 , 说 明光 子 完全 传播 子 的 纵向 部 分 无 高 阶 修正 . 

这 一 结果 在 式 (5.5.12)~(5.5.13) 处 已 有 显示 . 这 两 式 告诉 我 们 , 有 中 所 含 的 非 
规范 不 变 的 部 分 就 是 -去 由 @ .42dez 与 Ke 中 的 一 样 ,而 GPL 中 的 纵向 部 分 正 
是 由 此 项 所 贡献 

通过 对 4, ,六 的 多 次 泛 函 微 商 , 从 式 (5.5.11) 还 可 得 出 一 系列 其 他 的 顶 角 函 
数 之 间 的 关系 式 . 

从 以 上 讨论 我 们 看 出 , Slavnov-Taylor 恒等式 要 比 Ward-Takahashi 恒等式 普遍 
得 多 . 前 者 为 顶 角 函数 生成 泛 函 所 满足 的 一 个 泛 函 微 商 恒等式 , 而 后 者 只 是 三 点 和 
二 点 顶 角 所 满足 的 普通 恒等式 , 并 可 从 前 者 推导 出 来 . 


2. 非 阿 贝尔 规范 理论 的 Slavnov-Taylor 恒等式 , 纯 规范 场 情况 


以 上 讨论 的 是 阿 贝 尔 规范 场 的 情况 , 我 们 可 以 应 用 相似 的 处 理 办 法 来 推导 纯 非 
阿 贝 尔 规范 场 的 Slavnov-Taylor 恒等式 . 
如 果 用 较 一 般 的 Re(4) 来 代替 8, 4c, 即 得 


Z[J| = | D(A)DetAr(A)ei/ [2- 亦 (RA) + Ad am， (5.5.17) 


其 中 , Me? 由 Re(4) 对 6 的 泛 函 微 商 来 决定 ， 


6R°(A(z)) 
OAA (y) 


一 AR (wy) (5.5.18) 


式 (5.5.17) 与 阿 贝尔 情况 的 差别 ， 除 了 多 出 Detvha 因子 外 , 还 在 于 4e 的 增 量 
一 (1/g)2B2 (4)6X 与 4 有 关 . 
为 了 简化 处 理 , 我 们 将 用 “对 Re 的 变 分 ”来 代 蔡 “对 》e 的 变 分 ”4 . 为 此 , 先 
将 式 (5.5.17) 写成 
2GF[J] — /ppa [| (Re (A(z)) x°(z) )ARlAle' /2 RO 人 0) thle 


(5.5.19) 


”@ 我 们 将 式 (5.5.5) 称 作 是 “对 Xe 的 变 分 ” 
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在 上 式 中 , 已 用 规范 不 变 的 Ap[4]@ 代替 了 Det.UR(4)， 
再 定义 Ak[4] 满足 
Ka | Ts(R®(AS) - xe(o) -ee(m)D(G) =1, (5.5.20) 


其 中 , ca(z) 为 一 无 穷 小 量 . 不 难看 出 a[4] 亦 为 规范 不 变量 , 在 Ra(4) = Xe 二 ea 
的 超 曲 面 上 , 仍 有 

AR[4] = [Det.UAp(4)]. (5.5.21) 

将 式 (5.5.20) 左 方 插入 到 式 (5.5.19) 中 , 交换 对 G 和 对 4 的 积分 次 序 , 并 作 积 

分 变量 变换 4 一 49 , 其 中 G' = G-!. 再 利用 AR[4], AR[4], 名 以 及 积分 测度 
D(A4) 的 不 变性 , 和 D(G) = D(G'), 即 可 像 过 去 一 样 地 化 出 

z= {DADO)DG BRAS) -Xe)Ii(Re 一 Xe 一 ca 

加 (5.5.22) 

xAR(A)AR(A)e' | [2- 变 0 )? tAF jd 


但 现在 我 们 不 能 像 以 往 那样 将 其 中 的 因子 
| D(G')AR(4)H5(Re(4G') - x°) 
直接 化 成 1, 因为 指数 中 的 J.4G' 项 也 与 G' 有 关 . 出 现 这 一 情况 的 原因 在 于 过 去 所 
考虑 的 是 5 矩阵 元 而 现在 则 是 格林 函数 生成 泛 函 , 后 者 所 含 的 A 项 不 是 规范 不 
变量 
我 们 只 能 将 对 Gy 的 积分 具体 积 出 . 由 于 ce(z) 为 无 穷 小 量 , 故 G' 实际 上 只 需 
在 1 的 邻 域 积分 2, 于 是 D(G') 可 化 为 D(Xe), 同时 
j(Ra(4G) -Xe) —6 (Beh) - -ARN - xj 
利用 式 (5.5.22) 中 还 存在 另 一 6 函数 6(R°(A)—x*—e°), 上 述 6(R°(AG )—x®°) 可 进 
一 步 化 成 6 Ge _ ARMe ) 这 样 对 Xe( 也 就 是 对 G') 的 积分 即 可 积 出 , 其 结果 
除了 将 指数 中 的 46” 化 为 4 -grte 外 ， 还 多 出 一 个 行列 式 因子 
一 1 
[pet(- -Man) , 此 因子 正好 与 AR[4] 消去 9. 
@ AR[A] 的 定义 式 为 : Anm [5D DG ,6 (R*(AS) — x *“)= 1. 


@ 为 使 n6(Ra(4G') ~ xe) 和 eed XQ _ ca) 都 不 为 零 , G' 与 1 的 相差 只 能 为 无 穷 小 . 
@ 前 已 指出 ， AR[4] 是 按 An / p(G)mi(R" (49) _ xc) 二 1 来 定义 的 . 当 4 在 Ra(4) 二 
va(z) 上 sa(z) 的 超 曲面 上 时 , G 只 须 取 在 1 的 邻 域内 , 于 是 5(Ra(4G)_Xa) 可 化 为 5 (e _ ARpXe )， 


一 工 


因此 即 得 出 AR[4]Det (-iAr) =1. 
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对 x 积分 可 以 随即 积 出 . 利用 式 (5.5.21), 结果 可 写成 
2Z[J| = / D(A)Det.Ar(A)ei/ [2- 恋 (RA)-e +HI(A (DAMa ds (5.5.23) 
到 此 已 完成 对 R* 的 变 分 , 即将 Re 变 成 了 Re -ee*. 我 们 看 到 , Re 变 成 RR 一 e* 所 
引起 的 其 余 改变 就 只 是 
Jo42 JOA — (BD, MRE). 


像 过 去 做 法 一 样 , 将 式 (5.5.23) 与 (5.5.17) 相 减 . 由 于 e*(z) 为 无 穷 小 量 , 即 得 


出 
| DDet Aa( Me Aly 
/ Ba (A(y))e rf (y) — Toy (Dy MAa'E) ldy=0. (5.5.24) 


上 式 中 的 NR" 一 般 是 积分 算 符 , 因此 NMR"e 具体 写 出 来 形 如 
fast ly, 2; A)Pe? (z). 


利用 式 (5.5.24) 中 的 < 为 任意 函数 即 可 化 出 Slavnov-Taylor 恒等式 . 最 简单 的 
处 理 办 法 是 将 式 (5.5.24) 对 ce(z) 作 泛 函 微 商 (在 QED 情况 , 从 式 (5.5.5) 到 (5.5.6)， 
也 就 是 对 和 (z) 作 泛 函 微 商 ). 仿 前 , 将 结果 中 的 42 换 成 = 即 得 出 


(二 - | dy 9 (Fr) La (vs #7) |20 =0. (5.5.25) 


这 就 是 纯 规范 场 情况 下 的 Slavnov-Taylor 恒等式 
对 于 常用 的 上 规范 , Re(4) 取 为 8.42, 式 (5.5.25) 化 为 


1, 62[J 1/ 4 -6 0) ，， 0 | 
一 DO 一 一 一 一 一 一 -一 | (y,7;J)=0. .5.26 
EO 6J9 (x) d YJ (y) OpyOn 十 19C67 6J9(y) (y 2 ) (5 5 ) 
其 中 a 
Fa Zi =iM 区 7 ZJ (5.5.27)® 
@ (5.5.26) 和 (5.5.27) 两 式 也 可 合 起 来 写成 
18 62 _, /4947181 9 (5 -1 6 _ ， 
“7 fa yh (y) YL Hj ) 4 (wz 有 Z[J] = 0. (5.5.26) 
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代表 有 外 源 J 时, F-P 虚 场 的 完全 传播 子 ( 但 未 归 一 , 归 一 因子 为 i) 


为 了 说 明 这 一 点 , 我 们 引入 F-P 虚 场 的 源 刀 和 克 这 时 格林 函数 生成 泛 函 为 


Z[J,7n, = / D(4)D(UPDOPe-i d4z[# Fo, FO,+ 直 (Ou AG)? -J MB IE- I AR -Fn nf 
(5.5.28) 
车 定义 
6°2[J, 7 本 
677(y)67"(zZ) 
则 F-P 粒子 的 完全 传播 子 即 为 多 7c (yzi 世 9) 也 在 J= 了 7= 万 =0 时 的 值 . 
式 (5.5.28) 对 卫 和 f 的 泛 函 积分 为 高 斯 型 积分 , 可 以 积 出 来 , 结果 为 


。 工 Ye Ee 1 Ce = —lyaB, DB a Aa 
Z[Jn, 语 = / D(A)Det .HA (A)e-™:! d4z[ 到 F25 FE2+ 才 (au42)24+72 M1) ne IA (5.5.30) 


Fy,7; ,n,n) = (5.5.29) 


将 此 代入 式 (5.5.29) 即 得 
Fey o Tn = DADetAA A yA) 


(5.5.31) 


. / / / / / _ / 加 121 1 ao/ 
oi/ dz[# Fo, FO + 让 (On AR )2-J2 42 +n (CAT AP 


这 样 , 有 外 源 了 存在 (也 只 有 外 源 ,7 存在 ) 时 PP 粒子 的 完全 传播 子 (未 归 一 ) 就 等 于 
F(T mM i (pny) ZN= P(N) (65 
从 Slavnov-Taylor 恒等式 (5.5.26) 可 以 证 明 , 非 阿 贝尔 规范 场 完 全 传播 子 的 纵 
向 部 分 也 不 含 高 阶 修正 . 为 此 , 我 们 对 式 (5.5.26) 作 一 次 泛 函 微 商 5 再 作 一 
次 普通 微 商 8%), 然后 取 J = 0. 得 出 的 结果 为 


1 al) gly) 
é 0.J2(Z)0Jv (Y) 


6 
= (8 [ 0) 十 igc -| FYo(y, IT; 7 
jo ( 人 “75J7 09 J-0 


一 bE (Bo) IT; 中 本 = i0uo0(zZ — Y). 
(5.5.33) 
推导 最 后 一 等 式 时 亦 利 用 了 式 (5.5.27) 及 2Z[J =0]=1. 
式 (5.5.33) 表明 , € 规范 中 规范 场 的 完全 传播 子 GS4 (zx,y) 满足 


1 
EO OW GUY (2,Y) = japo(z 一 切 ， 


@ 由 于 式 (5.5.29) 中 用 了 z,y 作为 坐标 变量 , 故 式 (5.5.28) 指数 函数 中 采用 变量 z, 即 其 中 F8,, Ac, fB 
等 皆 为 z 的 函数 . 
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转换 到 动量 空间 即 为 
ZGo0 (q) = 608. (5.5.34) 


此 式 给 出 G28 的 纵向 部 分 为 - 送 三 时 儒 ， 与 零 级 信 相同 
如 果 将 式 (5.5.26)( 其 中 Fe 用 式 (5.5.27) 代入 ) 对 J 作 若干 次 泛 函 微 商 然后 再 
取 J(z) = 0 还 可 得 出 格林 函数 之 间 的 一 系列 关系 式 . 
同 阿 贝尔 规范 场 一 样 , 我们 也 可 以 将 以 上 求 出 的 Slavnov-Taylor 恒等式 用 顶 角 函数 生 
成 泛 函 也 表示 出 来 . 式 (5.5.26) 中 第 一 项 可 改写 为 
2.1 0Z 


e "EOF 一 = 8 ,4c(z)， (5.5.35) 


再 令 
1 


ZJ 
它 表 示 有 外 源 J( 或 外 场 4) 时 归 一 化 的 F-P 的 完全 传播 子 , 则 有 


A”(y,7;A)= or (y,7,J), (5.5.36) 


0 Ya . 0 Ze Ya . 
J (WN) FA" (ys;A) 
gz 6Ze ya 4 6As(z) 6AY° (yzi A) 
二 € 5Jo(y) -一 一 一 人 (2 7; A) 十 eZ “fas “89 (y) 6A7(z) (5.5.37) 


C 4 CT , ya , 
A + | dG (0 A FR) | A (eA) 


其 中 , Gpp (yz; 4) 代表 有 外 源 (或 外 汤 4) 存在 时 规范 场 传 播 子 . 利用 式 (5.5.36) 和 (5.5.37) 
即 得 


[ 十 igceyc je FY°(y, 7; J) 
" (5.5.38) 
=e gp 4) 一 gceyc / dzGpp (zi 4 有 Fr FA ) 和 (zi 4). 
将 此 式 以 及 jp 
BN 
J8(y) = AB (5.5.39) 
代入 式 (5.5.26) 第 二 项 , 并 用 式 (5.5.35) 代入 第 一 项 , 即 可 消去 因子 ex* 而 化 出 
1 [es 加 4 BY 
E04 (7) -i | dry sg | 2h) 
(5.5.40) 


Ar (zi4)=0 


-gear a 2CGoo (2 2 4) 一 一 一 5 ) 


这 就 是 用 本 表示 的 Slavnov-Taylor 恒等式 . 
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式 (5.5.40) 还 可 以 再 化 简 , 为 此 先 把 它 用 表示 出 来 . 将 
Pa 1 Qa\2 14 
= + 去 / (0, 4c)2d4z (5.5.41) 
对 A8(y) 作 一 次 泛 函 微 商 , 得 
oT 6T 
yr yr EO ,Ov A (y). (5.5.42) 
将 此 式 代 入 式 (5.5.40) 后 , 积分 项 分 为 两 项 , 其 中 第 二 项 为 
z | ay, A2 (yo Pl A) -see f 4st FR A (y,7;A). 
利用 式 (5.5.38) 和 Fne 的 定义 式 (5.5.27), 它 可 化 作 
Ef ayo As (W)e "0898 (i) P™ (wm) 
=z | dye. A (isa) (y — ©) = -24 人 
正好 与 式 (5.5.40) 中 第 一 项 相 消 , 于 是 式 (5.5.40) 就 约 化 为 
4 6T 
/ oy YAB(y ) 


为 进一步 简化 , 我 们 将 上 式 中 的 (a, zx) 换 成 (az 然后 乘 上 A-!(zx',z; A)*。 并 对 
积分 对 a 求 和 . 结果 得 出 


6 
By 4 ,oT (, >. yafy, 4 一 
乡 ，(Wi A) — gcpyo / d zCop(y Z; A) 5 pol (y,7; A) = 0. 


Dh (y; A)S(Yy — 1) + nh (y, 7; A) 


| “va yt ) 


= 0， (5.5.43) 


Ya’ | | 
o(y,7; A)=—gceyo | dz dzGcr0 zi 4 A” TA Ag yA 
BY pp 
BAS() 


4 'G oT ya’ 中 r',7;A ~ 
-gcorc { = | ae Gpp ly,Z; A)A (yz 4 全 
=-igeer fa = | dw Grr (ys A) AY® (y, x’; A)T® (zz 7, z; A), 
(5.5.44) 
式 (5.5.44) 内 的 了 2 “7(z',z,z; A) 代表 有 外 场 4 时 , E-P 粒子 与 规范 场 的 作用 顶 角 , 被 
积 函 数 如 图 5.5.2 中 方 虚 框 部 分 所 示 , 其 中 传播 子 和 顶 角 都 是 有 外 场 4 存在 时 的 值 . 
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式 (5.5.43) 第 一 项 的 积分 可 立即 积 出 , 这 样 就 得 出 最 后 的 表达 式 


6T 6T ,oa 4 6P gpa, 
OL 5 ~ gCapBy yA) Aj,(7z) 一 fa YFAB, np (Zi 4) = 0. (5.5.45) 


为 了 与 阿 贝尔 规范 情况 比较 ， 下面 列 出 纯 电 磁场 情况 的 Slavnov-Taylor 恒等式 (将 式 
(5.5.13) 中 的 人 和 态 取 为 零 ) | 
3, -0 
“ 6A,(7) 
我 们 看 到 , 式 (5.5.45) 式 多 出 了 两 项 (第 二 、 三 项 ). 其 中 第 二 项 为 非 阿 贝尔 规范 场 增 量 648 
中 的 齐 次 项 cgayAY6X* 所 引起 的 的 改变 ( 像 第 一 项 一 样 , 都 去 掉 了 -6X°), 第 三 项 则 为 
补偿 项 所 产生 的 效果 . 如 果 没 有 此 第 三 项 , 则 式 (5.5.45) 就 代表 三 具有 定 域 的 非 阿 贝尔 规 
范 不 变性 . 
以 上 讨论 表明 : 非 阿 贝尔 规范 场 与 阿 贝尔 规范 场 不 同 , 从 及 分 出 规范 固定 项 后 的 地 仍 
不 具有 (限制 的 ) 定 域 规范 不 变性 . 这 是 因为 补偿 项 也 是 “破坏 ” 定 域 规范 对 称 性 的 . 
将 式 (5.5.45) 对 4 作 若 干 次 泛 函 微 商 (其 中 mge 用 式 (5.5.44) 代入 ), 并 利用 3 = 


5G-1 ，5A 8A-! ， ， 人 
-ci 二 -AT 人， 然后 取 4 三 0, 即 可 得 出 顶 角 函数 间 的 一 系列 关系 式 . 


3. 有 旋 量 场 或 标量 场 时 的 Slavnov-Taylor 恒等式 
当 有 旋 量 场 或 标量 场 与 规范 场 相 互 作用 时 ，Slavnov-Taylor 恒等式 只 是 增补 一 
些 项 . 例如 在 旋 量 场 与 规范 场 作用 时 ( 仍 取 & 规范 )， 


2Z[7,¢,0 = / D(A)D(Y)D(B)Det H(A)ei ll -Or A) + 人 TY (5.5.46) 
完全 重复 前 面 的 过 程 , 只 是 在 4 一 AG 时 , 指数 积分 中 的 少 和 区 也 要 作 相 应 的 规 
范 变换 

一 VC Boy 
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放量 场 规范 变换 的 雅 可 比 行列 式 和 规范 场 变 换 的 雅 可 比 行列 式 仍 分 别 等 于 1. 仿照 
上 一 小 节 的 处 理 , 最 后 得 出 相应 的 Slavnov-Taylor 恒等式 为 


1 


92 9 A 信 产 oF™Y® 》 ; y, ,C 
EO Fo) + / dg op ( #7) Fre(y, 23 6, 0+9Co(y) ro ee) 
凡 


6C, (y) 


6F7Y° 。 六 
g FY”Y 中 4, OO 一 0， 
(5.5.47) 


其 中 , FY*(y, xz, J,C,C) 为 式 (5.5.27) 的 推广 ; 77 为 4 所 属 表示 的 生成 元 . 具体 推导 
就 不 列 出 了 . 

将 此 式 对 J(y) 作 一 次 泛 函 微 商 , 再 对 y, 作 一 次 普通 微 商 , 然后 取 了 = 5 = 
6 三 0, 同样 可 得 出 , 在 与 旋 量 场 作用 时 , 规范 场 传播 子 G%% 的 纵向 部 分 仍 与 其 零 阶 
值 一 样 , 即 没 有 高 阶 修正 . 

仿照 前 面 的 处 理 , 也 可 以 将 这 里 的 Slavnov-Taylor 恒等式 用 项 角 函 数 生成 泛 函 
表示 出 来 . 由 于 后 面 还 要 推导 另外 一 种 形式 的 用 二 表示 的 Slavnov-Taylor 恒等式 . 
这 里 就 不 再 按 原来 的 办 法 继续 讨论 . 

关于 标量 场 与 规范 场 相互 作用 的 情况 , Slavnov-Taylor 恒等式 可 同样 地 导出 . 当 
% 的 真空 期 望 值 为 零 即 无 对 称 性 的 自发 破坏 时 , 没有 什么 新 的 特点 , 只 需 补 上 相应 
的 项 . 值得 提出 的 是 , 在 发 生 对 称 性 自发 破坏 时 , 仍 可 导出 相应 的 Slavnov-Taylor 恒 
等 式 , 因为 拉 格 朗 日 函数 实质 上 仍 与 原来 一 样 . 只 要 在 作 变 换 时 , 将 其 中 平移 后 的 w 
的 增 量 改 取 为 

69p = —iT”*(y+v)oN®™, 


即 等 于 总 场 (yp 十 v) 在 规范 变换 中 的 增 量 (规范 场 增 基 同 前 ), 名 就 将 保持 不 变 . 根 
据 这 一 性 质 , 不 难 求 出 所 要 的 结果 . 


4. BRS 变换 


在 前 面 我 们 已 经 指出 , 在 量子 规范 理论 中 , 作为 计算 出 发 点 的 ef, 由 于 包含 了 
规范 固定 项 和 勾 正 补偿 项 而 失去 了 规范 不 变性 . 1974 年 Becchi, Rlouet 和 Stora 发 现 
5 规范 下 的 -Ka 在 一 种 特定 的 变换 下 保持 不 变 (这 种 变换 即 称 为 BRS 变换 ), 我 们 可 
以 用 2g 的 这 种 BRS 不 变性 代替 原来 .2 的 规范 不 变性 来 直接 推导 Slavnov-Taylor 
恒等式 . 

6 规范 中 -Ke 的 表达 式 为 


Do 二 (542 FNM. (5.5.48) 
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其 中 
MP = 0,. 9D. (5.5.49) 


如 果 用 x 统一 地 表示 名 中 所 含 的 旋 基 场 和 标 基 场 , 则 儿 在 无 穷 小 规范 变换 


1 
Ae 一 4c — -BoBM (7), 

9 (5.5.50) 
XX-iT*xM(z) 


下 保持 不 变 . 当然 , 规范 固定 项 和 补偿 项 并 不 具有 相应 的 不 变性 . 现在 要 考察 的 是 ， 
能 否 选取 Xe(z) 的 特殊 值 并 规定 出 f 和 上 的 某 种 定 域 变换 , 以 使 规范 固定 项 和 补 
偿 项 的 变化 相互 抵消 (并 不 要 求 分 别 为 零 ), 从 而 使 cf 能 保持 不 变 . Becchi, Rouet 
和 Stora 发 现 这 是 可 能 的 , 他 们 选取 的 入 信 为 

MA°(z) = —gwf "(7) (5.5.51) 


其 中 , w 为 一 无 穷 小 的 反对 易 量 , 并 与 x 无 关 . w 的 量 纲 硕 次 应 为 -1 以 保持 和 * 量 
纲 为 1. 在 上 述 和 的 取 值 下 , 变换 式 (5.5.50) 化 为 


A? 一 47 十 wD FP(L), 


Tae (5.5.52) 
于 是 规范 固定 项 -去 (4 的 增 量 为 
-90428220 一 -5424 f7. (5.5.53) 
如 果 规定 了 作 下 述 定 域 变换 
f (7) — fF (x)+ co A (z)， (5.5.54) 


那么 它 所 引起 的 补偿 项 了 wy 的 变化 正好 与 式 (5.5.53) 消去 . 剩 下 的 问题 是 要 考察 
能 否 选 定 /的 一 个 定 域 变换 , 使 它 所 引起 的 补偿 项 的 改变 与 4 的 变换 所 引起 的 补 
偿 项 改变 也 互相 消去 9. 做 到 这 一 点 就 能 使 a 在 所 找 出 的 4, x, 了, f 的 变换 下 保 
持 不 变 

由 式 (5.5.52) 中 4 的 变换 所 引起 的 补偿 项 改变 为 


—gcapyf wOul(DYI f°) fH] = -gcapyf wOl(Ouf")f] +g cagycyorf woOn(ALf FS). 
(5.5.55) 
@ Ff 与 ff 实际 上 是 两 个 独立 的 积分 变量 , 因此 它们 可 以 有 不 同 的 定 域 变换 . 
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下 面 我 们 来 对 它 进行 变形 . 由 于 f7 与 fj/ 反对 易 , 故 通过 求 和 指标 变换 6 一 7, 右 方 第 一 项 
中 的 capyOn[(On f°) 7] 可 以 化 为 capyOu[f” (0,7°)]. 于 是 该 项 也 等 于 ~Scapyf wD FS). 
利用 雅 可 比 恒等式 

CaByCyor 十 CaoyCyr8 十 Carycypo = 0， (5.5.56) 
将 式 (5.5.55) 第 二 项 中 的 capycyorf” f9 先 化 为 一 (caoycyref f 十 carycypof 1"), 再 将 贺 
括号 第 一 项 中 求 和 指标 o 和 B 对 换 , 结果 就 是 


CapyCyorf f = —(capycyorf "f+ carycrpof”f). 
将 上 式 右 方 第 一 项 移 到 左边 后 , 再 除 以 2, 即 得 
capr Crorf ”fo = —Fcarycyaof”f®. 
将 这 些 结果 代入 式 (5.5.55), 就 将 它 化 为 


~gcapyF wo (D3 f°)f8) = -5gcopyr7 wf fe) - 59g2corvcvpo7 wou(ADf®f) 
=f 0,908 (B900wf"f") . 
(5.5.57) 
在 推导 最 后 一 等 式 时 , 我 们 曾 对 求 和 指标 进行 过 变换 (将 第 二 式 第 一 项 中 的 6 换 成 
0, 将 第 二 项 中 指标 (B,7,0) 轮换 为 (0, 6,7)). 于 是 我 们 只 要 规定 


1 
f86— sf8- 592c8yo ff", (5.5.58) 


那么 f 的 变换 所 引起 抵消 项 的 改变 就 正好 与 4 所 引起 的 改变 式 (5.5.57) 消去 . 这 
样 我 们 就 找 出 了 了 和 f 的 一 个 定 域 变 换 , 使 规范 固定 项 和 勾 正 补偿 项 的 和 保持 不 
变 . 

式 (5.5.52), (5.5.54) 和 (5.5.58) 合 起 来 就 称 为 BRS 变换 , 2 在 此 变换 下 不 变 
就 称 为 BRS 不 变性 . 

对 规范 场 、 旋 量 场 和 标量 场 来 说 , BRS 变换 就 是 和 * 取 特殊 值 的 规范 变换 , 该 
特殊 的 Xe 值 与 je 成 正比 . 对 fF 来 说 , 其 增 量 与 规范 固定 项 相 联系 , 即 正比 于 
=(B42)，7e 的 增 量 则 与 “两 个 做 成 的 伴随 表示 copr18fr” 成 正比 . 由 此 可 见 


BRS 变换 是 将 对 易 量 与 反对 易 量 互相 联系 起 来 的 某 种 超 对 称 变 换 . 

在 BRS 变换 中 , 4, x 和 f 的 增 量 都 是 非 线性 的 , 这 种 非 线 性 将 使 得 BRS 不 变 
性 在 忆 上 的 表现 ( 见 下 文中 的 Slavnov-Taylor 恒等式 ) 具有 较 复 杂 的 形式 . 

利用 BRS 不 变性 ,可 以 较 方便 地 导出 Slavnov-Taylor 恒等式 .. 以 纯 规范 场 情况 
为 例 . 当 不 仅 引入 规范 场 的 外 源 J 而 且 也 引入 F-P 粒子 的 外 源 m7 和 5 时, 格林 函 
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数 生成 泛 函 即 为 


2Z[J 7 本 = / D(A)D(f)D(F)eil Lrt I ALti tI)d (5.5.59) 


我 们 对 积分 变量 4, f 和 f 作 BRS 变换 , 在 此 变换 下 , ea 保持 不 变 , 变换 的 雅 可 比 
行列 式 的 贡献 也 等 于 1. 

在 考虑 雅 可 比 行列 式 的 贡献 时 ， 同 样 要 注意 反对 易 的 积分 变量 变换 与 普通 的 积分 变量 
变换 之 间 的 差异 ( 雅 可 比 行列 式 一 个 出 现在 分 母 上 , 一 个 出 现在 分 子 上 ). 因此 我 们 要 把 BRS 
变换 分 解 成 两 次 变换 的 积 , 一 次 只 对 反对 易 的 积分 变量 进行 变换 , 一 次 只 对 普通 积分 变量 进 
行 变 换 . 分 解 的 结果 如 下 : 


Ar Ouvdap wDOP 0 AB 

f° |= 0 bap 一 sgwcrspf 0 fe 

f° Eap0, 0 bap Fe 
Gobay wD 0 Oov0yB 0 0 AB 
= 0 bay 0 0 0yp 一 Tgweyspf’ 0 f8 
0 0 bay E5786, 0 58 F° 


在 推导 上 式 时 , 利用 了 w”= 0( 因 为 w 为 反对 易 量 ). 
我 们 看 到 第 一 次 变换 使 4 不 变 ， (六 月 变 成 了 (f', 卫 ), 第 二 次 变换 使 A 变 成 了 A', 而 
(f', 耻 ) 保持 不 变 . 两 次 变换 的 雅 可 比 行列 式 分 别 为 


0~v60uv 0 0 


0 Gp —gwcyspf” 0 


E680 0 0yB 
和 
baybuo — gopoCays Wwf” wDH(A) 0 
0 bay 0 
0 0 bay 


通过 将 变换 后 的 结果 与 原 式 (5.5.59) 相 减 , 就 得 出 


/ D(A)D(fF)D(F)eil (Sernt TAR+I HT 六 da 


/ dy 也 (y) DP FP (y) + 2 (0uAY (y))n* (vy) 十 ST (y)capyf (WF Y)| = 0 (5.5.60) 
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它 可 改写 成 
0 \6 万 02Z|J,n,7n 
] 98 (i) py + eo 
jz (5.5.61) 
ga (yye, MN | -0 
二 2 copn | 


此 即 GZ[J 7) 司 所 满足 的 Slavnov-Taylor 恒等式 . 若 将 它 对 n*(z) 作 一 次 泛 函 微 商 ， 
再 令 志 =7 三 0, 即 可 得 出 


1。602[J [4 78 op Ci 6°2[J,n, 
5 / 9 YN WD (7 ) Bona) 


这 就 是 前 面 导出 的 Z| 四 1 所 满足 的 Slavnov-Taylor 恒等式 (5.5.26) 和 (5.5.27). 

有 标量 场 和 旋 量 场 时 的 Slavnov-Taylor 恒等式 也 不 难 通过 这 种 方法 推导 出 来 . 
5. 用 卫 表示 的 另 一 种 形式 的 Slavnov-Taylor 恒等式 

在 讨论 重 正 化 问题 时 , 我 们 更 愿意 采用 顶 角 函数 生成 涝 防卫 所 满足 的 Slavnov- 
Taylor 恒等式 , 利用 BRS 不 变性 可 以 导出 一 种 比较 简洁 的 用 三 表示 的 形式 . 

我 们 将 按照 Kluberg-Stern 和 Zuber 在 1975 年 所 提出 的 推导 方法 , 对 BRS 增 
量 54 和 5 分 出 w 后 的 双 线 性 场 量 922j8 和 - 5gcoprf2f7, 也 引入 相应 的 源 本 
数 va 和 ve. 其 中 we 为 反对 易 量 而 v* 是 普通 c 数 . 在 纯 规范 场 的 情况 , 定义 


一 0 (5.5.62) 
7=7=0 


Z|[J,7n,7, u,v| = f DPA DD Lt TT Ht eopr Ya, 
(5.5.63) 
当 w= 二 v= 二 0 时 ,上述 2Z[J,n,5,u,v| 就 化 为 前 面 定 义 的 Z[J,”, 梧 . 
在 BRS 变换 下 
6(222 fF)=0, (5.5.64) 
因 4 和 f 所 引起 的 变化 相互 抵消 . 我 们 还 可 以 证 明 , 在 BRS 变换 下 , cagyf5f7 也 
是 不 变 的 , 因为 
6(capyf f°) = —gwcapycyrof f° f°, 


而 通过 指标 (6,m c) 的 轮换 , 上 式 右 方 可 化 为 
-5gw(copvcvra 十 CaryCyoB 十 Caoycypr)f ff®, 
根据 雅 可 比 恒等式 (5.5.56), 圆 括 弧 内 的 量 为 零 . 于 是 得 出 : 在 BRS 变换 下 


6(capyf*f")=0. (5.5.65) 
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式 (5.5.64) 与 (5.5.65) 表明 , 与 ue 和 v* 耦合 的 双 线 性 场 量 在 BRS 变换 下 都 
保持 不 变 . 这 样 , 当 我 们 对 式 (5.5.63) 右 方 的 积分 变量 4, f, f 作 BRS 变换 时 就 得 
出 

/ D(A)D(f)D(F)eil Gert ItAP+HI Nn Hf tu De 下 一 和 ceoro 太太 )d 


x fay) 0) De) FO) + EBD) + $9 ear fo WP)| = 


此 式 中 对 y 的 积分 同 式 (5.5.60) 中 的 一 样 , 但 由 于 2Z 中 引进 了 wp 和 wv?, 因而 可 以 
表 为 


/1 ye A + LA md 0 


Gug(y) " 6J9(y) 0vc (y) 
(5.5.66) 
式 (5.5.66) 中 只 出 现 2 的 一 次 泛 函 微 商 , 故 可 直接 将 2 换 成 2 
。 Zo et) 52。 | 
[vl + Eo TF] 0 6507 


Zc 的 宗 量 仍 为 [J,7, 7, u,v]. 

在 这 里 我 们 看 出 引入 we 和 we 的 好 处 . 本 来 , 由 于 BRS 变换 的 非 线性 性 质 , 在 
Slavnov-Taylor 恒等式 中 将 会 出 现 2 的 二 次 泛 函 微 商 ( 见 式 (5.5.61)). 而 引入 双 线 
性 场 量 的 源 ue 和 we 后 ,使 2 的 证 函 微 商 限于 一 次 , 从 而 可 较 方 便 地 从 2 转 到 Zc. 

式 (5.5.67) 的 含意 是 ,Ze 作为 va, Ja, v*, n 和 万 的 泛 函 , 当 wu2, J 和 w? 作 下 
述 无 穷 小 变换 


[8 4 a 人 
Ux > Up 十 EL 


Ja Ja — cure， (5.5.68) 
Vo > VJ en, 
时 (其 中 s 为 无 穷 小 反对 易 量 ), 2Z。 将 保持 不 变 . 这 可 看 作 是 2Z。 所 具有 的 一 种 超 对 
称 变换 不 变性 . 
下 面 来 介绍 2 或 2e 满足 的 另 一 个 恒等式 (补充 恒等式 ), 此 恒等式 在 下 文中 将 
要 用 到 . 在 式 (5.5.63) 的 指数 中 , 了 仅 出 现在 .M8f8 和 fn? 两 项 之 中 , 而 且 这 
两 项 对 于 /都 是 线性 的 . 因此 通过 对 积分 变量 的 平移 变换 


矿 (z) 一 了 (z)+57 (7) 


并 利用 f(z) 取 值 的 任意 性 (只 需 满足 费 恩 曼 端 条 件 ), 即 可 仿 前 一 样 化 出 
/ D(A)D(f)D(F)e /lt I ALtI nn Hu DE 1 acapro ff dz 
x[NAe (YF (Y) + = 0. 


将 .ep = OM. B98(y) 代入 后 , 上 式 可 表 为 
) $217,7,7, vu, Yd) 


OW Bo) + (0)2 mh 0 (5.5.69) 
将 它 换 成 用 2Z。 表示 后 即 为 
,Fa +in*(z) = 0. (5.5.70) 


在 式 (5.5.70) 中 y 已 换 成 了 x. 式 (5.5.69) 或 (5.5.70) 就 是 我 们 要 用 到 的 补充 恒 等 
式 ? 

下 面 我 们 将 通过 勒 让 德 变换 从 Z。 过 渡 到 二 . 在 这 里 , 勒 让 德 变换 只 对 宗 量 J 
n 和 万 进 行 , u 和 w 保持 不 变 , 即 


T[A, f,f,u,v] = 一 ie 万 vv 一 Vb 十 地 ra 十 加 je]d4z， 
4,f, 了 定义 如 前 . 当 久 =v 三 0 时, T[4,f,f,v,v] 即 化 为 原来 的 TT[A4,f, 玫 . 


利用 
6T 6T 6T 


7 = -jz 1-- 7= 本 | (5.5.71) 
以 及 ET 52 5 657 
< 一 一 2 ， < 一 一 < (5.5.72) 
Gua bug 0 0v 
可 将 式 (5.5.67) 化 为 (y 换 成 为 x) 


,1 or 5r 5 ,0,4 |- 
/ do | Fa) pualn) Bor) Bort) + ECO Ar) FE] 0 5.73) 


这 就 是 用 [4, f, f,w,v] 表示 的 Slavnov-Taylor 恒等式 .“ 补 充 恒 等 式 ”(5.5.70) 亦 可 


用 工 表 成 
i _g (人 =0. (5.5.74) 
6f (7) ~ \bugl(z) 


@ 利用 后 面 的 (5.5.72) 第 一 式 , 此 恒等式 可 化 为 2 对 十 Ia = 二 0. 研 的 零 阶 值 如 式 (5.5.75) 所 
HL 
示 , 于 是 此 恒等式 的 零 阶 值 化 为 0, B25 f8 + me = 0, 即 零 阶 f 所 满足 的 经 典 方程 . 
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零 阶 的 了 [4, f,f,u,v] 与 有 效 作用 量 的 关系 为 


TA, f, f, u,v] = | le 十 u(r) DP (7) 一 gue(zjcaprje(z)Jr(zldaz 


一 /ef 十 22272 一 gue(zjcoprf2(z)jr(zldaz， 
(5.5.75) 
将 它 代 入 式 (5.5.73) 中 并 利用 式 (5.5.64) 和 (5.5.65) 可 以 反 推出 Fef 的 BRS 不 变 
性 ， 
(5.5.76) 
这 表明 Slavnov-Taylor 恒等式 (5.5.73) 与 ff( 或 .2f) 的 BRS 不 变性 是 等 价 的 . 
若 把 式 (5.5.74) 代入 式 (5.5.73), 再 利用 上 = 土 wo 时 9,,49 = 0, 还 可 将 Slavnov- 
Taylor 恒等式 化 为 


/ 4 【Eee _ HY Fes) + pe 5 _0. (5.5.77) 


进一步 用 


一 1 
来 代替 忆 后 即 得 出 


6T 6T 6P oT 
/ dt | A puso) 十 7 Fy = 0. (5.5.78) 
与 最 初 得 到 的 Slavnov-Taylor 恒等式 (5.5.28) 相 比 , 式 (5.5.77) 和 (5.5.78) 的 一 
个 特点 是 , 它 不 明 含 耦合 常数 和 群 的 结构 常数 . 在 证 明 “ 重 正 化 不 破坏 规范 对 称 性 ” 
时 , 应 用 它们 是 比较 方便 的 . 
补充 恒等式 (5.5.74) 用 三 表示 时 , 形式 不 变 , 即 


6T 6T 
-oo 一 0, ~ 一 U. 5.5.79 
页 回 9 下 
我 们 看 到 式 (5.5.78) 已 不 包含 下 对 了 变化 关系 的 信息 , 这 一 信息 反映 在 式 (5.5.79) 
之 中 . 
以 上 结果 不 难 推广 到 有 旋 量 场 或 标量 场 与 规范 场 相 作 用 的 情况 . 以 有 旋 量 场 
的 情况 为 例 , 对 于 BRS 所 取 的 特殊 的 规范 参量 式 (5.5.51), 多 和 ?的 变换 为 


VV- igor vy, 


Pop+igof "yr?, 


(5.5.80) 
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我 们 亦 对 “6% 和 56y 除去 w 后 的 双 线 性 场 量 "igr*yf* 和 igf*wr* 引入 源 K(x) 和 
xz), 它们 都 是 普通 数 . 利用 生成 元 间 的 对 易 关 系 式 不 难 证 明 , 这 两 个 双 线 性 量 在 式 


(5.5.58) 和 (5.5.80) 变换 下 也 是 不 变 的 , 也 就 是 说 , 在 BRS 变换 下 
(T°yf°) = 0， 
(5.5.81) 
0( fcwr) = 0. 


仿 前 定义 TI4, f,f, ,u,v,K, k| 和 TIA, f,f, ,WD, U,V, FE, k|， 利用 式 (5.5.81) 

并 重复 前 面 的 推导 过 程 , 即 可 求 出 TIA, f, 了; 四, 溃 , uv,k,k] 所 满足 的 Slavnov-Taylor 
恒等式 : 

[Ee 7 5T TT ， 红 5T 67 6T 

6AG(z) bua(z) f°(7) ove(Z) Wa(T) Ka(T) ral(7) 6v (7) 


= 0. 


(5.5.82) 

此 式 还 可 推广 到 有 标量 场 的 情况 ( 设 无 对 称 性 自发 破坏 , 并 仍 取 & 规范 ). 如 果 

我 们 用 F; 表示 除 f 外 的 所 有 场 量 (As, f°, wa, Ya, $e), 用 wj 表示 BRS 变换 下 它 
们 的 增 量 , 用 K; 统一 表示 与 $; 相 斐 合 的 外 源 , 那么 Slavnov-Taylor 恒等式 就 可 简 


洁 地 表示 为 中 
oT oT 
4 一 一 一 一 一 
fa 75F, (2) 5 加 0. (5.5.83) 


还 值得 指出 的 是 , 一 对 万 和 K; 中 总 是 一 个 是 普通 量 , 男 一 个 是 反对 吻 量 . 


5.6 ” 非 阿 贝尔 规范 场 论 的 重 正 化 


< 规范 中 的 .Za 满足 5.1 节 所 提出 的 可 重 正 化 条 件 : 它 的 看 合 常 数 9 量 纲 为 1， 
传播 子 都 具有 正常 的 大 动量 行为 . 这 表明 非 阿 贝尔 规范 场 论 是 一 个 可 重 正 的 理论 . 
但 正如 前 面 已 经 指出 的 , 还 有 一 个 特殊 性 问题 需要 研究 , 即 重 正 化 是 否 破坏 规范 对 
称 性 ? 重 正 化 的 5S 矩阵 在 物理 子 空间 的 么 正 性 和 规范 无 关 性 等 问题 也 都 与 此 相 联 

这 个 问题 的 具体 提 法 有 两 种 等 价 的 方式 : @ 如 果 我 们 的 出 发 点 是 4 , 并 假定 
它 对 重 正 化 场 量 和 重 正 化 的 参数 是 规范 不 变 的 , 那么 问题 就 是 : 能 否 选择 抵消 项 使 
总 的 拉 格 朗 日 函数 .名 对 裸 场 量 和 裸 参数 是 规范 不 变 的 2? 总 的 2 具有 规范 不 变 
性 才 使 生成 泛 孙 和 2 满足 Slavnov-Taylor 人 恒等式， 因为 它们 是 通过 .2 + 5 

@ 关于 总 拉 格 朗 日 函数 -2 对 重 正 化 场 量 的 规范 不 变性 问题 , 也 将 同时 研究 . 自 本 节 开 始 , 裸 场 量 一 律 


量 则 用 mm, g, &, .… 表示 . 
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即 总 的 2 求 出 来 的 . @ 如 果 我 们 的 出 发 点 是 儿 , 并 假定 它 对 于 裸 场 其 和 裸 参 数 是 
规范 不 变 的 , 那么 问题 就 化 为 : 当 我 们 把 名 用 重 正 化 基 表 示 并 分 解 为 ss 和 高 阶 
量 i 名 两 项 的 和 时 , .4 对 于 重 正 化 场 量 和 重 正 化 参数 是 否 具 有 规范 对 称 性 ? 提出 
这 一 要 求 的 理由 是 , 具有 实际 意义 的 是 用 重 正 化 量 表示 的 生成 泛 函 也 或 2 如 果 总 
-2 的 规范 对 称 性 具有 实际 的 意义 , 那么 它 应 当 在 上 述 或 2 上 面体 现 出 来 , 即 二 
或 2 对 重 正 化 场 量 来 说 满足 Slavnov-Taylor 恒等式 . 再 根据 To) 与 Jog 的 关系 2， 
就 可 得 出 Ia 对 重 正 化 量 的 BRS 不 变性 . 这 就 包括 了 I = / Zigd4z 对 重 正 化 量 
的 规范 对 称 性 . 

我 们 将 取 前 一 种 方式 来 讨论 这 个 问题 . 

要 求 总 2 是 规范 不 变 的 , 6.2 中 各 项 的 形式 和 系数 就 都 要 受到 严格 的 限制 ( 系 
数 之 间 若 不 遵从 一 定 的 关系 就 不 可 能 得 到 一 个 统一 的 裸 规 范 耦合 滑 数 , 关于 这 点 已 
在 5.4 节 中 通过 单 圈 图 的 重 正 化 作 了 具体 说 明 ). 我 们 将 看 到 , 在 证 明 总 .2 具有 规 
范 不 变性 的 命题 中 , Slavnov-Taylor 恒等式 起 着 关键 性 的 作用 . 

本 节 的 计算 将 采用 维 数 规制 化 和 MS 重 正 化 方案 . 

1. 一 阶 抵消 项 的 形式 

我 们 先 来 确定 一 阶 抵消 项 的 形式 , 阶 数 在 这 里 是 指 圈 数 或 外 广 的 只 次 (如 第 二 
章 所 述 , 有 可 取 为 量 纲 为 1 的 小 量 , 这 相当 于 把 自然 单位 制 修改 为 c = i/e = 1, 其 
中 < 为 无 穷 小 量 ). 用 .4 表示 “加 进 了 双 线 性 场 量 外 源 项 的 ”广义 有 效 作 用 量 . 在 
旋 量 场 与 规范 场 相互 作用 的 情况 下 @， 


.= / d EA 一 一 E(O A + fF Mf? + us DB 一 sgcapyo fof 


—igkTr°yY f° 十 igjfawWrapr| + 06.7, 
(5.6.1) 
其 中 , 场 量 和 各 个 参数 都 是 重 正 化 量 . 有 标 基 场 时 只 需 补 入 相应 项 即 可 . 
我 们 用 . 厂 表示 零 阶 的 4, .6 也 就 是 式 (5.6.1) 右 方 的 第 一 项 (积分 项 ). 显然 ， 
用 . 乞 计算 的 零 阶 的 生成 泛 函 T(J, 了;, Kj;) 就 是 .WH 本 身 . 用 符 导 表示 即 为 


TO) (NN) = .万 . (5.6.2) 


下 一 步 是 用 . 克 去 计算 一 阶 ( 单 圈 图 ) 的 生成 泛 函 了, 所 得 结果 记 作 中 (. 有 ). 
TY(w) 中 将 出 现 紫外 发 散 , 计算 时 要 采用 规范 不 变 的 规制 化 . 如 前 所 述 , 我 们 取 

@ 当 -分 成 -2Zx 后 , (9 与 Teg 的 关系 问题 , 参见 下 面 的 讨论 . 

@ 在 5.5 节 最 后 曾 给 出 顶 角 函 数 生 成 冷 函 所 满足 的 Slavnov-Taylor 恒等式 , 其 中 场 量 除了 4, 多 , 风 以 
外 , 还 有 f, 了 ,u,v,k,k 等 . 相应 的 作用 量 即 如 式 (5.6.1) 所 示 ， 
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为 维 数 规制 化 . 结果 中 的 极点 项 记 作 [1(. 抑 ), 下 面 来 确定 它 的 结构 形式 ， 
由 于 我 们 采用 了 规范 不 变 的 维 数 规制 化 , 因此 由 . 克 计算 的 (. 抑 ) 将 满足 重 正 
化 量 的 Slavnov-Taylor 恒等式 了 和 补充 恒等式 . 
为 书写 简便 起 见 , 定义 符号 
6N! 0No ON1 0No 


其 中 , Ni，Na 为 任意 的 (f, 万, 本) 的 泛 函 .按照 这 个 符号 , T(. 抑 ) 满足 的 Slavno- 
Taylor 恒等式 可 写成 
T(t)*T(N)=0 (5.6.4) 


补充 恒等式 为 


6T (I) _ 2 6T(m) 
6F (z) “ dud (7) 
将 式 (5.6.4) 和 (5.6.5) 按 圈 数 (或 外 到 的 宪 次 ) 展开 , 则 各 阶 都 将 分 别 为 零 . 零 
阶 结果 为 


= 0. (5.6.5) 


.而 + .而 =0， 
_ (5.6.6) 
0 6% 
=a, ~ Ou ~ /一 0, 
6f (xz) ~ dug(z) 
其 中 | 
#0 一 Ho 十 2€ /eat (5.6.7) 
一 阶 的 结果 为 
#0 * TD (Nn) 一 0， 
(5.6.8) 


6TW(R) 2 TW (RN) 
-=a —O, = 
6F° (7) 6ug (7) 
若 将 (5.6.8) 两 式 左 方 分 为 极点 项 和 有 限 项 两 部 分 , 则 它们 将 分 别 等 于 零 , 于 是 有 


.万 * TN (NN) = 0, 


~ ~ 5.0.9 
57 (0) 67 (nn) 下 


6F°(z) bug(z) 
式 (5.6.9) 即 为 了 4)(.o。) 所 满足 的 方程 , 我 们 将 通过 它 以 及 其 他 方面 的 分 析 来 确定 
7 (nn) 的 结构 形式 . 
@ 这 实际 是 规范 不 变 的 规制 化 的 含义 . 
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为 了 突出 要 点 和 论述 简单 , 下 面 仍 只 讨论 纯 规 范 场 的 情况 . 这 时 式 (5.6.3) 中 的 
包括 42 和 je, 而 K; 则 包括 us 和 vc. 由 于 理论 符合 可 重 正 化 条 件 ，7 1(. 万 ) 
中 只 含 个 数 有 限 的 具有 定 域 场 论 形式 的 项 , 其 中 微 商 和 场 量 的 量 纲 短 次 的 和 小 于 或 
等 于 4( 参 见 5.1 节 ). 这 样 从 wz 和 ve 的 量 纲 短 次 (都 为 2) 和 所 带 的 F-P 虚 粒 子 数 
(分 别 为 -1 和 -2) 来 考虑 @ ,FI)(. 轴 ) 至 多 只 是 us 和 ve 的 一 次 式 . 再 由 (5.6.9) 
第 二 式 , ue 将 与 f* 以 组 合 (we - 9, f°) 的 形式 在 T6’ 中 出 现 , 于 是 得 出 Tb (及) 
只 能 具有 下 述 结构 形式 


Tp’(.N) = / dss| GA) + (ue — 0, f°)ASS(A)FS — sgv°dapy fof . (5.6.10) 


式 (5.6.10) 中 的 G(4) 不 再 含 f 和 f, 因 如 上 所 述 , f 要 与 ut 同时 出 现 , 而 当 G(4) 
不 含 时 , 它 也 不 会 含 f，dapy 为 量 纲 为 1 的 数 , 而 且 可 取 成 对 8 和 是 反对 称 
的 : 

daBy = —dayp: (5.6.11) 
A 的 量 纲 短 次 为 1, 因此 至 多 为 4 的 线性 函数 . 再 从 了 具有 整体 规范 变换 的 对 
称 性 , 即 得 As2 的 一 般 形 式 为 


A = abapO%, — geapy My. (5.6.12) 


系数 dapy 和 eaey 都 具有 这 样 的 性 质 : 把 三 个 伴随 表示 耦合 成 为 群 的 一 维 表 示 . 
如 果 该 对 称 群 的 三 个 伴随 表示 只 能 以 唯一 的 方式 耦合 成 为 一 维 表示 , 那么 daev 和 
eapy 就 都 只 有 一 种 可 能 的 取 值 , 即 正比 于 结构 常数 cey: 否则 仅 从 上 述 性 质 还 不 能 
确定 它们 . 
. 抑 的 表达 式 为 
. 历 [4， f,f,u,v] = fa 加 十 (wy 一 Buf )D FE 一 sgv°copyf of ， (5.6.13) 


其 中 
Ls = — 7 Po, Pe (5.6.14) 


4 ALLDZ HZ 
将 上 述 0)(.w) 和 .而 的 表达 式 代入 (5.6.9) 第 一 式 , 即 可 得 出 
OG fr CO ro 
OY _ 
+| 90 ~ 6,7) | er 


@ F-P 虚 粒 子 数 是 守恒 的 . 
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-9 IAG (ub -8.79) + godgorf "Jeaor f° f° 
2 (5.6.15) 
-ol (wh — Onf )+ gogerf "door f°f" | ~ 


然后 ，i 对 作 一 次 泛 函 微 商 并 取 A 三 0，i 对 vv 和 了 作 泛 函 微 商 ， 记 ) 取 ws, va 
和 矿 都 为 零 , 可 分 别 得 出 


i) EapBy 一 dapy = 0, 
ii) dBayCaro 十 CBaydarot(7Y, T, 0O 轮换 项 )=0， (5.6.16) 
iii) 4 | 5G(4) yap Ee 6 
本 Ge apv 4 二 0. 
fa 车 + Bae (aqopb — geap zf 


其 中 a 和 eaey 为 A% 中 的 参量 , 参见 (G6 6.12) 式 . 
根据 前 面 所 述 deev 和 eapy 在 群 表示 中 的 性 质 , 以 及 式 (5.6.11), (5.6.16) 中 i， 
ii) 两 式 ， CaBy 和 dapy 的 解 即 为 


ea6v = dapBy = bcapBy: (5.6.17) 


b 为 某 个 参数 
将 式 (5.6.17) 代入 (5.6.16) 第 放 ) 式 , 再 利用 -2 的 规范 不 变性 和 f5(z) 的 任 
意 性 , 可 化 出 


8G(A) jag ， , 0% po 
DAs(z) Le + (0 DBAs(z) era2|f 一 0 (5.6.18) 


从 式 (5.6.18) 解 出 G(4) 的 一 个 特 解 是 


9. 
G(A) = -(a—b)Ae 


o BAe . (5.6.19) 
为 证 明 上 式 确 是 一 个 特 解 , 将 它 代 入 式 (5.6.18). 得 
DZ OY OY 
_/ 基 a8 FB 十 49 一 一 在 or 十 基 7 FA 


方 括号 内 第 一 项 由 于 -2 的 规范 不 变性 而 等 于 零 , 方 括号 内 第 二 项 可 化 为 


OZ OZ OL 
DA 2 2 
其 中 , n 为 生成 元 数目 ; s 为 时 空 维 数 . 上 式 第 一 、 第 二 项 亦 由 于 生 的 规范 不 变性 而 化 为 
零 , 第 三 项 正好 与 式 (5.6.20) 方 括号 内 第 三 项 消去 , 这 就 证 明了 式 (5.6.19) 是 式 (5.6.18) 的 
一 个 特 解 . 
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从 式 (5.6.18) 不 难看 出 , G(4) 的 通 解 应 为 它 的 一 个 特 解 再 加 上 规范 不 变 的 项 ， 
G(4) 的 量 纲 寡 次 为 4, 此 规范 不 变 的 项 只 能 是 常数 乘 上 F2F2 即 cs, 于 是 G(4) 
的 通 解 可 表 为 


OZ 
G(4) = —(a—b)Ae? + cs (5.6.21) 
将 以 上 所 得 结果 代入 式 (5.6.10), 即 化 出 
~ OZ _ 
Fm) = fe se DAS as + (U2 ~ OT )DR TS 
(5.6.22) 


1 
十 (a 一 b) (ue 一 0,f “)gcapy AZfS 一 F309capyf 户 ) 


其 中 , 参数 a, b,c 都 正比 于 1/e. 不 难 验证 , 此 79) 确实 能 使 (5.6.9) 的 两 式 都 成 立 . 
利用 经。 即 了 满足 的 下 述 关系 式 


BZ 0% 
2 = 42 二 芝 (5.6.23) 


+:OAr 1 Bg 

可 进一步 将 大)(.) 化 成 (其 中 页 与 所 的 关系 如 式 (5.6.7) 所 示 ): 

~ , 6 a 6 
0 一 CC 8% 
Qo C ,全 一 一 0 一 一. 
3 or el te i (z 本 ac)) "27 0 

证 明 如 下 : 上 式 右 方 积分 项 在 用 式 (5.6.13) 代入 后 化 为 
c\ /ad a Ta yp la, ,php 
/|( -etos | (入 A (Ou )gcapr A21? ~ 390° caprf of 


+2(0222210 — (Os) Df + (uf — Ou) DOF 一 geese 1") , 


而 式 (5.6.24) 中 对 g 的 微 商 项 则 等 于 
8% 
/slo 07 gent Bove | 


这 两 项 合 起 来 , 再 利用 式 (5.6.23) 可 化 成 式 (5.6.22) 的 右 方 . 
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下 面 , 我 们 将 用 让 来 表示 n 阶 量 . 式 (5.6.24) 中 的 a bc 均 为 志 的 量 , 如 果 
我 们 取 一 阶 抵消 项 6870 正好 消去 半 &)(.4), 那 就 有 
RA, ff, uv,9) + oI (A, fF,u,v,9) = (4, 1,F,u,v,9) — 7)(.) 


=N(A48), 8), FB ,ud),08),98)) + o(F) 
(5.6.25) 
上 式 中 的 A8), 4),.… 等 代表 一 阶 裸 量 , 它们 与 重 正 化 量 4, f, … 之 间 将 通过 一 
阶 的 重 正 化 常数 相 联系 . 各 个 一 阶 的 重 正 化 常数 的 值 为 


Z = 2 =1+2(0-b—5)- 


2 — Z(1) 一 1 一 a， (5.6.26) 
C 
Zo =1 十 二 . 
9 十 0 
Zu 和 2 的 定义 是 
uB= Zl/2u, wvwB = 21/2v. (5.6.27) 


更 方便 的 取 法 是 , 把 式 (5.6.25) 右 方 的 o( 记 ) 部 分 也 吸收 到 “一 阶 ” 抵 消 项 中 
去 , 即 取 


54 = 一 (而 ) — ol) = .而 (4 F598) — (A,f,..,9). (5.6.28) 


这 样 
而 三 而 (4 及;9) 上 550 = NA 18), 980) (5.6.29) 

即 只 要 把 函数 及 中 的 宗 量 换 成 一 阶 裸 量 A ,8 ，…, 9B，, 所 得 出 的 值 就 是 . 乒 
于 是 .页 中 所 含 的 一 阶 作用 量 五 , 对 于 一 阶 裸 量 的 规范 变换 就 具有 不 变性 

附带 说 明 的 是 , 由 式 (5.6.28) 定义 的 抵消 项 6500 虽然 能 抵消 了 0 中 的 极点 
项 , 但 它 本 身 却 含有 高 阶 项 o( 避 ) ( 此 项 为 纯 极点 项 , 因 它 是 (a, b o) 的 二 次 及 高 次 
式 , 而 o b,c 都 正比 于 = ), 因此 我 们 在 一 阶 抵消 项 上 加 了 引号: 

式 (5.6.26) 还 包含 另 一 个 值得 注意 的 结果 , 即 

Z0 Z0D， 


(5.6.30) 
24)26) = 20)28). 


在 这 里 所 讨论 的 纯 规 范 场 情况 , 万 只 包含 4 和 f, 相应 的 Kj 为 u 和 wv, (5.6.30) 第 
二 式 的 含意 是 , 这 两 种 (请, Kj;) 的 一 阶 重 正 化 常数 的 乘积 相等 . 从 式 (5.6.30) 可 以 
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得 出 若 一 个 泛 函 W[4, f, f,4,v] 对 一 阶 裸 量 满足 
/ae| -一 6W 6W 6W -一 | = 
646)(z) Gu (x) ) 6f 8) (2) 6 C7( ) ’ 
oW oW 
那么 W 对 于 重 正 化 量 4, f, f, u,v 亦 满足 同样 的 恒等式 


| lia i Tm) ~ 


OW we _ 
6f(z) Liu 
因为 只 要 对 (5.6.31) 第 一 式 乘 以 (29209)!/2， 对 第 二 式 乘 以 (2649)W2, 利用 式 
(5.6.30) 即 得 出 式 (5.6.32). 
2. Ix 十 57 具有 规范 不 变性 的 证 明 
我 们 继续 上 述 步 又 , 从 . 乒 出 发 来 计算 顶 角 函 数 生成 泛 函 ， 


(5.6.31) 


(5.6.32) 


有 = -页 -去 (8.4c)2d4z 
(5.6.33) 
一 pa __ AW) CQ “4 
和 zm | (0.(48)?) ds 
其 中 
£0) ~ ZU. (5.6.34) 


这 样 计算 的 结果 记 作 了 (有 1)， 显 然 , 它 对 一 阶 裸 量 4A，f9Y，…,g9) 满足 
Slavnov-Taylor 恒等式 和 补充 恒等式 . 根据 式 (5.6.30) 和 上 面 的 讨论 , 它 也 满足 对 重 
正 化 量 的 Slavnov-Taylor 恒等式 和 补充 恒等式 . 

由 于 二 ( 厂 ) 中 必 可 的 部 分 已 不 含 发 散 (一 阶 极点 项 已 通过 56. 和 9) 消去 ), 我 们 
来 考虑 ~ 让 的 发 散 部 分 (极点 项 ) 世 2 (所 )， 

重复 前 面 的 论证 , 不 难得 出 有 2 (. 歼 ) 满足 下 述 方程 


. 同 亲 TO (G4) 一 0, 


57 (4) 57 (nn) 


一 0. 5.6.35 
7 可 Guo 9 ( ) 
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同样 可 得 出 2(. 乒 ) 亦 具有 式 (5.6.24) 的 形式 , 只 是 其 中 的 系数 ,以 和 c 都 是 ~ 
总 的 极点 项 . 于 是 有 


有 7 一 TH (4) 一 (4 名)， 8) 7 ,g8 ) 十 o( 亡 )， (5.6.36) 


右 方 的 . 硬 仍 代表 函数 形式 . 这 样 , 只 要 取 “ 二 阶 ” 抵消 项 67 等 于 -7 了 (1) 一 
o( 扩 ), 就 可 得 出 


万 = 历 二 GO = NAC, 2, ge). (5.6.37) 


也 就 是 说 .五 与 为 的 差别 , 只 是 将 其 函数 表示 中 的 重 正 化 量 4, f,… 换 成 了 二 阶 
裸 量 45)，j 吕 ,因此 . 歼 所 对 应 的 . 克 , 对 于 二 阶 裸 量具 有 BRS 不 变性 , 而 其 中 
的 五 则 具有 规范 不 变性 . 

上 述 抵消 项 5.8Q) 与 TC (4) 的 差别 为 ol 六) 的 极点 项 . 它 完全 消去 了 (1) 
中 的 二 阶 极点 . 

继续 这 一 过 程 就 得 到 完全 的 .87, 它 可 表 为 


= MN(A, fg9) + = I (Ap, fp,..…,98), (5.6.38) 


其 中 , 4B, fs,… 与 4, f,… 的 关系 与 前 相同 , 只 是 重 正 化 常数 已 是 包括 了 所 有 阶 
修正 的 结果 , 它们 同样 满足 
Zr 一 mi 
(5.6.39) 
ZAZu = ZpZ,. 


从 .4 中 分 出 的 工具 有 形式 


1 C CC 
T= 项 +51= 一 7 / (FS PO, )d4z (5.6.40) 


的 形式 , 它 对 裸 量 显然 是 规范 不 变 的 . 这 就 证 明了 前 面 提出 的 命题 . 

在 以 上 处 理 中 , 当 我 们 取 “n 阶 ”抵消 项 时 , 不 是 仅 取 了 (1) 中 的 极点 项 ， 
而 且 补 充 了 高 阶 的 极点 项 以 使 . 色 , 与 . 克 具有 同样 的 函数 形式 只 是 宗 量 从 重 正 化 量 
变 成 n 阶 裸 量 . 这 样 做 是 为 证 明 规范 不 变性 的 方便 . 它 最 后 给 出 的 结果 与 MS 方案 
(只 减 出 各 阶 极点 ) 是 一 样 的 . 因为 所 补充 的 高 阶 项 是 纯 极点 项 , 到 高 阶 重 正 化 时 仍 
将 被 消去 , 从 而 最 后 得 到 的 总 抵消 项 与 MS 的 结果 并 无 差别 (两 者 却 消去 了 中 所 有 
的 极点 项 , 而 且 只 消去 极点 项 ). 这 样 就 论证 了 MS 重 正 化 方案 能 保持 理论 的 规范 不 
变性 . 

在 5.4 节 中 讨论 单 圈 图 重 正 化 时 , 我 们 算出 了 各 种 顶 角 的 重 正 化 常数 , 再 证 明 
它们 与 波 函数 重 正 化 常数 之 间 满 足 一 定 的 关系 式 , 使 得 从 各 个 顶 角 定 出 的 规范 耦合 
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常数 的 重 正 化 常数 2v 是 一 致 的 . 在 本 节 中 , 我 们 利用 了 Slavnov-Taylor 恒等式 及 补 
充 恒 等 式 , 直接 得 出 了 统一 的 Zo. 这 表明 , 在 MS 重 正 化 中 , 上 述 重 正 化 常数 之 间 的 
关系 式 , 不 仅 对 单 圈 图 (一 阶 ) 成 立 , 对 任意 阶 都 成 并. 

以 上 的 证 明 可 直接 推广 到 有 标量 场 了 2 和 旋 量 场 的 情况 (Kluberg-Stern & Zuber， 
1975; Dixson, 1975), 只 要 旋 量 场 的 作用 项 中 不 含 ys. 关于 有 ms 的 问题 , 将 在 下 一 
节 讨 论 . 

本 节 的 讨论 还 表明 , 规范 固定 项 没有 抵消 项 , 只 要 定义 


£B = 246， (5.6.41) 


就 可 将 元 去 (0 42)7 写成 一 3 (0 A%,)*. 对 于 朗 道 规范 , 6e 保持 为 零 . 

秆 得 所 的 是 本 闻 及 引入 的 us(z) 和 we(z) 只 是 一 种 辅助 工具 . 以 上 结果 对 
us (zx) 和 we*(z) 的 任何 取 值 都 成 立 , 目 然 对 w(z) 和 v*(z) 取 为 零 时 亦 成 并 , 当 us 
和 ve 取 为 零 时 , 所 求 出 的 卫 即 为 通常 的 顶 角 函数 生成 沁 函 , 而 抵消 项 也 只 有 通常 
的 (如 5.4 节 中 所 述 的 ) 抵消 项 . 

最 后 我 们 指出 , 选取 不 同 的 规范 和 重 正 化 点 , 计算 出 的 5 矩阵 元 是 相同 的 . 这 
是 因为 不 论 怎么 选取 这 些 参数 ， 史 + 5 都 等 于 同一 个 多 .从 而 计算 出 的 $ 算 答 
当然 是 相同 的 %. 

3. 重 正 化 的 Slavnov-Taylor 恒等式 


上 面 证 明了 总 拉 格 朗 日 函数 2 = .2 + 5.2 对 于 裸 场 量 和 裸 规范 燥 合 常数 gz 
是 规范 不 变 的 , 但 它 对 于 重 正 化 场 量 和 重 正 化 规范 灶 合 常数 9 却 不 具有 规范 不 变 
性 . 例如 在 有 旋 量 场 与 规范 场 看 合 的 情况 , 2 用 重 正 化 量 表示 出 来 即 为 


Ce Ce 1/2 
YL =-724(0uAS — ,AY +g292 4 copy4847)2 


(5.6.42) 
—Zyp yu (0 — gg9Zg24 AST) — ZmZympy. 
因此 在 规范 变换 
1 
和 N+ Capy\ AY, (5.6.43) 
yoV -NT YY, 
(5.6.44) 


DB+ Ae. 


@ 这 里 设 对 称 性 没有 发 生 自 发 破坏 , 对 称 性 发 生 自 发 破坏 的 情况 参见 本 节 第 4 小 节 . 
@ 5 和 矩阵 元 的 计算 如 下 : 先 把 相应 的 格林 函数 中 所 有 (完全 的 ) 外 线 传播 子 删 去 , 换 上 带 高 阶 修正 的 外 
线 波 函数 再 乘 上 (2r)46(2pi ) 即 成 . 
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下 , 学 不 具有 不 变性 . 不 难看 出 , 者 定义 


和 一 9252X ”, (5.6.45) 
则 .2 在 变换 
QO (64 1 C 
各 一 有 一 二 caprX 全 (5.6.46) 
以 及 式 (5.6.44) 下 是 不 变 的 . 


我 们 来 考察 这 一 情况 对 Slavnov-Taylor 恒等式 的 影响 . 由 于 双 可 表 为 5 (4p， 
%B,9gB), 因此 计算 出 的 (规制 化 的 )T 将 满足 下 述 形式 的 Slavnov-Taylor 恒等式 ( 参 
见 式 (5.5.92)) 


OP 6T oo 6T 6T 6T 6T 
4 
/ 7 | Bup + Hp hop | (5.6.47) 
但 由 于 重 正 化 常数 满足 关系 
ZAaZu = Z12, = Dy Zn (5.6.48) 


(此 式 是 (5.6.39) 第 二 式 在 有 旋 量 场 时 的 推广 ?), 于 是 将 V24 乘 式 (5.6.47) 即 把 

它 化 为 | 

oTOT oT6T 6T6T 6T OT 

/ “| 和 大 + 林 和 + 窜 计 + 革 字 

即 下 对 重 正 化 量 亦 满 足 同样 形式 的 Slavnov-Taylor 恒等式 ( 在 用 重 正 化 量 表示 
时 , 已 不 含 发 散 ). 

对 于 其 他 形式 的 Slavnov-Taylor 恒等式 从 裸 量 到 重 正 化 量 的 过 渡 就 不 像 从 

式 (5.6.47) 到 (5.6.49) 那样 直截了当 ， 例 如 式 (5.5.47), 它 本 来 对 裸 量 成 立 ( 当 2 

是 指 由 总 . 计算 的 生成 泛 函 时 ), 乘 以 ZY? 后 , 并 利用 (JB)? = 24' J9, gp = 

F711 29 9,&B = Zaé, 即 可 化 为 


= 0， (5.6.49) 


1 62 ,fp 加 让) 
ET) + fs | (9) (saa， + gopryo Fy) /十 ety)ro a, 0) 


—agT. abCb(Y )5 6Co (y je Fe x; 9) =0 
(5.6.50) 
其 中 , 出 现 的 规范 而 合 常数 不 是 9 而 是 88 仍 由 式 (5.6.45) 定义 ). 这 同 “ 总 儿 ( 表 达 
式 如 式 (5.6.42) 所 示 ) 对 ' 重 正 化 场 量 午 合 常数 煞 具有 规范 不 变性 ”是 一 致 的 . 
Q@ 此 等 式 还 可 推广 到 有 标量 场 的 情况 . 如 采用 式 (5.5.83) 中 的 符号 , 则 有 ZR, Zk; = ZF, Zka = … 
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我 们 可 将 9 表示 成 
_ 1 
9=9 ( 十 》， 4 


的 形式 . 式 (5.6.50) 的 成 立 要 求 = 各 次 宕 的 系数 分 别 为 零 . 由 于 用 重 正 化 量 表 示 的 
生成 泛 函 2 已 不 含 极点 , 故 式 (5.6.50) 中 零 次 磊 的 结果 即 为 


_1g 02 4 | 7 0 
Eo BI) 办 yb) (sp0, tigoor F700 ) + gCa (Y) Ta “ab gE, (y) (y) 


gl ie | Ps;9) =0 
(5.6.51) 
与 原来 的 式 子 相 比 , 等 于 将 全 部 裸 量 都 换 成 了 重 正 化 量 
最 后 , 我 们 指出 , 5.5 节 中 所 证 明 的 式 (5.5.34), 其 中 的 规范 参量 和 传播 于 原本 是 
裸 参量 和 未 重 正 化 的 传播 子 9， 即 


1 6 4 
Es Gp Bp 6ap, 


式 中 , 上 标 (B) 表示 未 重 正 化 . 但 由 于 £8 = 24&, 上 式 可 直接 化 为 
E.G = bop. (5.6.52) 


当然 , 从 式 (5.6.51) 亦 可 直接 证 明 这 一 结果 . 
4. 对 称 性 自发 破坏 的 情况 

我 们 简单 地 介绍 一 下 对 称 性 自发 破坏 时 的 重 正 化 . 考虑 实 标 量 场 与 规范 场 的 相互 作用 ， 
设 € 规范 的 拉客 朗 日 函数 中 的 基本 项 为 


Ly = TF PE, — (DP) (Dp); + FX? — AF)” (5.6.53) 
其 中 , = 二 pjpj,7 从 1 到 K,x>0. 

这 时 标量 场 的 真空 期 望 值 不 为 零 ,从 而 对 称 性 将 发 生 自发 破坏 . 

在 对 称 性 自发 破坏 的 情况 , 比较 方便 的 是 通过 wp 的 真空 期 望 值 来 定义 重 正 化 参量 Xx. 设 
包括 高 阶 修 正在 内 的 op 的 真空 期 望 值 为 v, 则 X 可 定义 为 @ 


X= EA (5.6.54) 


@ 当时 没有 把 总 的 拉 格 朗 日 函数 分 解 成 -2 加 上 抵消 项 5-22 来 处 理 . 
@ 这 样 , 对 重 正 化 参量 而 言 , v 只 是 零 阶 量 . 于 是 m 和 MG 以 及 -2 也 都 是 零 阶 量 .否则 它们 都 
要 按 阶 次 展 成 级 数 . 
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此 式 是 由 4 = 0 得 出 的 
对 标量 场 作 平移 , 仿 
Pp = $+v, (5.6.55) 
# 代表 物理 上 观测 的 标量 场 . 由 于 我 们 所 设 的 U(p) 的 对 称 性 , 实际 上 只 有 一 个 Higgs 分 量 
pk 获得 质量 m(m > 0). 平移 后 的 结果 为 (参见 4.4 节 ) 


1 1 1 1 
2 =— IP FS 5D);(Dub); — 3ME(AL)’ - 2m + MeAS (OuGe) 


~igMaTé,9; Ah A 一 1 Amgrgx 一 本 Ag2)2 (5.6.56) 
Ma, mm 的 公式 在 第 四 章 已 求 出 , 即 M2 = g*(TSv)(T®v);, m? = So 


在 加 上 规范 固定 项 及 补偿 项 后 , 即 得 出 有 效 拉 格 朗 日 函数 的 基本 项 


1 1 
leff) 二 si 
基 


1 1 
RE 3D.0)i( Dub); — ME( M2) -x 


(8542) 
1 /入 
-5m + MaASO,pa — igMaTh 9;ASAF 一 1 /Amorpr (5.6.57) 


-A(¢’) 十 f° (Df° — gcapyOn( ARf®)). 


由 于 X 的 定义 与 通常 的 不 同 , 它 的 重 正 化 规制 条 件 自然 亦 与 通常 的 不 同 . 既然 X 由 
决定 , 而 v 又 应 取得 使 由 的 真空 期 望 值 (包括 高 阶 修正 的 ) 为 零 


(0lgl0) = 0， (5.6.58) 
Xx 的 重 正 化 规制 条 件 应 当 就 是 式 (5.6.58). 如 果 我 们 将 裸 参 量 xB 表示 为 
XB = X 十 9X， (5.6.59) 


那么 6X 应 取得 使 式 (5.6.58) 成 立 下 . 

-2 站 满足 可 重 正 化 条 件 ， 所 有 耦 合 常数 的 量 纲 守 次 都 大 于 或 等 于 零 ， 所 有 的 自由 传 
播 子 都 具有 正常 的 大 动量 行为 , 因此 我 们 可 以 通过 引入 有 限 数目 的 抵消 项 6 如 q 来 消去 所 
有 顶 角 函数 中 的 发 散 . 

剩 下 的 问题 是 , ”十 6.on 中 的 -2 时 十 5.2 部 分 在 用 裸 量 表示 后 是 否 还 具有 自发 破 
坏 的 规范 对 称 性 ? 即 在 
(4B)w 一 (4B)2 十 capey6X (AB)». — O06X®, ($B)i; — ($B); 一 这 天 [($B)i 十 (vv 

(5.6.60) 

@ 这 句 话 的 实际 含义 如 下 : 当 我 们 计算 高 阶 修正 时 , 师 时 图 - - -人 D 将 不 为 零 , 并 含有 发 散 . 这 就 需要 引 


入 cd 形式 的 抵消 项 . 式 (5.6.58) 的 成 立 , 要 求 上 述 c 的 取 值 不 仅 是 消去 刚 昱 图 中 的 极点 部 分 , 要 消去 它 的 
全 部 . 5X 就 根据 这 样 求 出 的 c 值 来 确定 . 
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时 是 否 保持 不 变 ? 

满足 这 一 要 求 对 于 证 明 重 正 化 8 矩阵 的 规范 不 变性 是 重要 的 . 有 了 这 种 不 变性 ,6 规范 
才 与 UV 规范 等 价 , 才能 得 出 所 有 非 物理 粒子 在 重 正 化 的 8 矩阵 中 不 出 现 

最 直接 的 证 明 途 径 应 是 这 样 的 , 式 (5.6.56) 在 无 穷 小 变换 


6 6 1 6 。 OQ ea 
42 一 42 十 cupyv6X AY 一 8v》 ,$i; — $i — iTH6K (b+ vi) (5.6.61) 


下 是 不 变 的 . 由 此 可 以 写 出 相应 的 Slavnov-Taylor 恒等式 ; 然后 利用 它 来 确定 逐 级 抵消 项 的 
形式 , 并 逐 级 地 证 明 .2 十 65. 对 式 (5.6.60) 所 示 裸 量变 换 是 不 变 的 

常用 的 简单 论证 办 法 是 , 将 自发 破坏 时 的 顶 角 函 数 生成 远 函 与 对 称 的 ( 指 无 自发 破坏 ) 
的 顶 角 函 数 生成 泛 函 联系 起 来, 再 利用 后 者 已 证 明 性 质 来 得 出 我 们 所 要 的 结论 

当 式 (5.6.53) 中 的 X 取 负 值 时 , 理论 无 自发 破坏 , 可 以 通过 抵消 项 消去 所 有 发 散 并 使 规 
范 对 称 性 仍然 保持 . 下 一 步 的 意图 是 从 X < 0 延 拓 到 X > 0, 并 利用 重 正 化 系数 与 质量 参数 
的 无 关 性 来 完成 所 需要 证 明 ， 但 直接 延 拓 存在 一 个 问题 , 即 X = 0 的 点 不 是 理论 的 解析 点 
(因为 在 X < 0 时 u 总 保持 为 零 , 而 到 X = 0 点 折 向 上 升 , 见 下 文中 图 5.6.1). 避 开 这 一 问题 
的 方法 是 引入 一 个 常数 经 典 外 源 (ji(z) = az) 来 与 标量 场 克 合 , 即 取 


Ey = -2 + aipi(7) (5.6.62) 


作为 拉 格 朗 日 函数 的 基本 项 ， 由 于 此 “常数 经 典 外 源 ”at 的 存在 ,即使 在 x < 0( 无 自发 破 
坏 ) 时 , 9 的 真空 期 望 值 也 不 为 零 而 等 于 常数 v, 从 而 可 使 X=0 的 点 转化 为 解析 反 . 
我 们 仍 通过 v 来 定义 重 正 化 参量 X， 
QV 


1 
X= a - (5.6.63) 


( 此 式 亦 由 SS 全 | = 0 得 出 ) 平移 后 的 标量 场 仍 用 (2) 表示 , 它 的 真空 期 望 什 等 于 


零 . 对 bu(z) 引入 经 典 外 源 刻 (z) 以 求 格林 函数 的 生成 泛 函 ， 


一 if da4z[L22(e 1 十 5etf 十 alpl 十 J2 A2 十 天 0 十 开 F 十 施 g] 
/ppDpOpe 


Ze) =e (5.6.64) 


i dol Lh) 165gore+oLp1] 


/ D(A)D(f DPDG): 


其 中 , 分 母 代表 规格 化 常数 , 使 得 J] 二 7 = 厅 二 7 三 0 时 , 2 人 *) = 0. 
在 式 (5.6.64) 中 我 们 只 对 平移 后 的 场 $1 引入 经 典 外 源 九 1 的 真空 期 望 值 为 零 的 条 件 
可 表 为 , 
62e° 
BE) 加 = 0. (5.6.65) 
现在 , 即使 在 x < 0 时 , X 的 重 正 化 规制 条 件 也 改 为 式 (5.6.58) 或 (5.6.65)， 从 而 消除 了 在 
xX<0 和 xX>0 采 用 两 种 重 正 化 规制 条 件 的 转变 . 
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对 式 (5.6.64) 两 侧 取 对 数 . 按 式 (5.6.55), aipi 十 (7Z)91 等 于 (Ti(z) 十 ai)pl 一 九 (Z)ur) 而 
ei dzji(z)vi 又 可 提 到 泛 函 积分 外 面 , 故 可 化 出 


Zo" [J mj = Zod, ,Ti+ 0) — Ze[0,0,0,0] —i / d zj (5.6.66) 


其 中 , 2。 代表 无 a 存在 时 即 通常 的 格林 函数 生成 泛 函 吕 . 
将 式 (5.6.66) 对 j(z) 作 泛 函 微 商 , 然后 取 了 = J =n = 万 三 0, 利用 式 (5.6.65) 即 可 得 出 


二 62Zc[J, n,n, 十 da] 6Zc[J, 1, 1, (5.6.67) 
i i67 6 i ~ 
j=J=7=7=0 j=0,J=7=7=0 
即 w 可 从 通常 的 生成 泛 函 Zc 求 出 . 
通过 勤 让 德 变换 得 出 顶 角 函 数 生成 泛 函 为 
TO[4, 所 和 = 了 2 [J 而 让 一 / dzlApIF + fn + Tf + 9 (5.6.68) 
其 中 (下 面 略 去 Ze 和 2 中 的 J,n, 丰 不 写 ) 
(a)r. . 
62 加 -9420+qd_， (5.6.69) 


i6j(z) io7x(z) 
(5.6.69) 第 二 等 式 系 利 用 式 (5.6.66) 推出 . 
我 们 用 荆 代表 2。 的 勤 让 德 变换 ， 即 
FI4, 记 元吉 = 工 ZX 不可- / dz[AS Je + fn + 5f + via), 
则 按 (5.6.69) 第 二 式 和 式 (5.6.67), 可 以 得 出 
rT[A,f,f,$+1] = -2c[ 思 吃 而 1 十 一 / dz[Az.J2 + fn+ nf + (bit+v) (+a)]. (5.6.70) 
将 式 (5.6.66) 和 (5.6.70) 代入 式 (5.6.68) 右 方 即 化 出 
TO[A FG = TA fF G+ TO,0,0,0 + /aexdi)a 


此 式 的 意思 是 , Po) 与 普通 的 卫 的 差别 除了 简单 的 附加 项 (上 式 右 方 第 二 、 三 项 ) 外 , 在 最 
后 一 个 宗 量 上 还 差 一 常数 v( 一 个 是 9, 一 个 是 由 十 
这 样 , 当 抵消 项 6-Ze 取得 使 不 含 发 散 时 ， [A, f, 了 ,9] 中 的 发 散 也 已 被 消去 . 


Q@ 我 们 将 让 a 带 有 浸 渐 因子 , 使 它 在 t 一 士 co 时 趋 于 零 , 这 是 因为 通常 Zc 的 宗 量 j(7z) 在 一 土 oo 
时 要 趋 于 零 , 而 式 (5.6.67) 中 Zc 的 宗 量 在 t 一 土 oo 时 趋 于 a. 另外 , 在 通常 2 即 e?。 的 定义 中 , 泛 函 积分 
变量 w(z) 应 满足 费 恩 曼 端 条 件 , 而 在 式 (5.6.64) 中 满足 费 恩 曼 端 条 件 的 却 是 %z). 当 令 a 带 浸 渐 因子 后 ， 
可 使 %z) 与 wz) 在 中 一 oo 时 趋 于 一 致 . 
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附带 指出 的 是 api(z) 项 不 需 引 入 抵消 项 ,因此 有 
aipi(z) = (aB)ipB (7), 


于 是 得 
(aB)i = 2Z2 ?a. (5.6.71) 


到 了 这 步 , 我 们 再 改变 X, 使 它 从 负 值 变 到 正 值 . 现在 x =0 点 已 是 解析 点 (v 随 XX 的 变 
化 曲线 参见 图 5.6.1), 故 这 一 变化 不 引起 困难 . 由 于 采用 了 质量 无 关 的 重 正 化 (x 的 重 正 化 
除外 ), 因此 所 有 的 抵消 项 除 dx 以 外 都 保持 不 变 . Xx 和 dx 的 变化 将 使 xB 发 生 改 变 . 但 xB 
值 的 改变 对 .多 的 规范 对 称 性 没有 任何 影响 . 最 后 再 令 ai 一 0, 这 就 回 到 了 纯粹 自发 破坏 的 
情况 (Ze 既 有 自发 破坏 , 又 有 非 自 发 的 破坏 即 ap 项 引起 的 对 称 性 破坏 ). 在 a 变化 的 过 
程 中 , 所 有 抵消 项 都 保持 不 变 ( 因 所 有 正规 图 形 中 都 不 含 a) 这 样 就 完成 了 简单 的 论证 . 


图 5.6.1 


从 实际 计算 的 角度 来 看 , 所 证 命题 的 成 立 也 就 是 可 以 通过 下 述 形 式 的 抵消 项 : 
5.28 = -3(24 _1)(0,.A? — 0,.A°)? 
3 (223224 — DME(AS)? — 3(2o 一 D(avgj)2 — 3 (2 — Dm2g 
-3 ol(Zs2Z% — 1)m? — 26X]9? 十 (ZoZpo2 — 1)MeAS OpG 
+127 — DF OF — $1/ Sm2ol(Zh Zo ~ Dm? ~ 25xlor 
+Hi(2Zs2 ?Zo - DgAS(T*G)i09; + 3(22242e — Dg ASALTB);(THD); 
-—i(2Z22%24 一 1)gMeT2 di4849 — (Za —1)(0,A? -8.4c)copv4847 
。 。 @ 初 看 起 来 ， 图 形 * -人 D 一 的 图 形 指数 N 等 于 零 ， 需 要 引入 相应 的 抵消 项 但 此 图 实际 上 是 


站 -Df-2 ， 因 而 是 单 粒子 可 约 的 ， 它 的 发 散 可 通过 标量 场 的 质量 重 正 化 和 波 函 数 重 正 化 而 消去 (所 有 
J9Ag,j1(z)pi(z), fn, 7f 等 项 都 没有 抵消 , 也 是 同样 的 理由 ). 
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1 一 a 
-7(2Z924 — 1)g? capycaso ApAT AL A 一 g(Zg212A — 1)capy7 On(ARF®) 


| (5.6.72) 


/m2 — Dpr — FD DG) 
将 所 有 发 散 和 如 由 图 消去 上 式 共有 16 种 形式 的 抵消 项 , 但 却 只 有 6 个 待定 参量 (24, 2Z， 
Z1,， Za， Za, 6X). 因此 只 当 发 散 项 系数 之 间 存 在 一 定 关系 的 情况 下 , 才 有 可 能 做 到 


5.7 规范 理论 中 的 人 反 和 党 问题 


在 定 域 场 论 中 , 由 于 会 出 现 发 散 , 计算 时 必须 先 规制 化 . 当 理 论 原来 具有 某 种 
对 称 性 时 , 我 们 应 尽量 采用 能 保持 该 对 称 性 的 规制 化 方案 , 以 免 Slavnov-Taylor 但 
等 式 因 规 制 化 而 受到 破坏 , 这 样 就 可 利用 该 恒等式 来 证 明 对 称 性 在 重 正 化 后 仍然 保 
持 . 从 原则 上 说 , 规制 化 只 是 重 正 化 过 程 中 的 一 个 中 间 步 又 并 不 一 定 要 求 它 保持 原 
来 的 对 称 性 . 如 果 对 称 性 在 重 正 化 以 后 仍然 成 立 , 那么 即使 采用 了 非 对 称 的 规制 化 ， 
也 应 该 能 选择 适当 的 抵消 项 把 规制 化 所 引入 的 非 对 称 的 项 消去 . 不 过 , 这 样 做 会 引 
起 其 多 的 麻烦 , 这 就 是 我 们 要 尽量 采用 对 称 性 的 规制 化 方案 的 原因 . 但 对 于 某 些 对 
称 性 , 人 们 发 现 无 论 采 用 怎样 的 规制 化 都 不 能 使 它 保持 下 来 , 也 不 能 通过 选取 抵消 
项 使 这 种 对 称 性 在 重 正 化 后 仍然 成 立 , 这 种 情况 就 称 作 “ 出 现 反常 *". 由 此 可 见 , 反 
常 的 出 现 意味 着 拉 格 朗 日 函数 的 该 种 对 称 性 与 重 正 化 不 相 容 . 在 这 种 情况 下 , 此 对 
称 性 将 只 是 一 种 形式 上 的 对 称 性 而 不 是 现实 的 (或 不 完全 是 现实 的 ) 对 称 性 . 

从 维 数 规制 化 来 看 , 有 两 类 对 称 性 是 规制 化 后 不 能 保持 的 , 一 种 是 标 度 变换 的 
对 称 性 , 一 种 是 手 征 对 称 性 . 当 拉 格 明日 函数 中 只 有 有 零 质量 粒子 而 且 所 有 的 斐 合 常 
数 都 量 纲 为 1 的 时 候 , 理论 将 不 含 任何 内 在 的 质量 (或 长 度 ) 标 度 . 本 来 , 对 某 个 理 
论 来 说 , 一 个 能 量 值 是 高 还 是 低 , 一 个 距离 值 是 大 还 是 小 , 都 应当 是 相对 其 内 在 的 标 
度 而 言 . 上 面 所 述 理论 既然 不 含 任何 内 在 的 标 度 , 对 于 它 , 说 某 个 能 量 值 高 或 某 个 距 
离 值 小 就 无 任何 物理 意义 . 这 样 的 理论 对 于 标 度 的 变换 将 具有 不 变性 . 但 在 延 拓 到 
s 维 空 间 后 , 情况 发 生 了 变化 , 耦合 常数 变 成 了 有 量 纲 的 量 , 这 就 使 标 度 不 变性 受到 
了 破坏 . 至 于 手 征 对 称 性 , 则 是 由 于 ?5 的 延 拓 问 题 而 遭 到 破坏 的 . 

实际 上 , 对 这 两 种 对 称 性 的 破坏 不 是 维 数 规制 化 所 特有 的 , 采用 其 他 规制 化 也 
同样 会 发 生 , 在 下 文中 我 们 还 会 作 适 当 的 说 明 ， 

本 节 我 们 将 只 讨论 ys 反常 , 关于 标 度 不 变性 及 其 破坏 的 问题 将 留 到 下 章 中 讨 


论 


1. Ys 反常 


粒子 物理 对 ?5 反常 发 生 兴 趣 是 因为 在 弱 作 用 中 出 现 了 轴 和 天 流 ( 以 及 后 来 的 电 
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弱 统 一 理论 是 手 征 性 的 规范 理论 )， 尽管 弱 作 用 中 的 轴 矢 流 在 四 维 时 空中 已 不 严格 
守恒 而 只 是 部 分 守恒 (PCAC), 但 75 反常 所 引起 的 物理 效应 还 是 能 在 xm? 一 27 的 
衰变 过 程 中 表现 出 来 %. 

本 节 的 目的 是 为 了 说 明 ?5 反常 出 现 的 实质 , 因而 将 假定 作 维 数 延 拓 前 ( 维 数 
5 二 4 时 ) 轴 矢 流 是 守恒 的 ( 即 不 研究 PCAC 的 情况 ), 由 此 来 考察 规制 化 对 它 的 破 
坏 . 

根据 上 述 假 定 , 在 算 符 量子 化 中 将 有 


Ojsn = 0. (5.7.1) 
一 个 算 符 等 于 零 , 也 就 是 说 它 的 任何 矩阵 元 都 等 于 零 : 
(alO,,j5u|b) = 0. (5.7.2) 


下 面 我 们 来 说 明 , 这 一 从 拉 格 朗 日 函数 形式 上 推出 来 的 结果 是 如 何 失效 的 . 

问题 出 在 定 域 场 论 包含 发 散 , 因此 计算 矩阵 元 (al6,jsp1b) 时 首先 要 规制 化 . 在 
维 数 规制 化 中 , 虽然 一 些 作 者 曾 对 n 维 空间 中 的 7 提出 了 定义 2 , 但 都 不 能 使 所 有 
含 ?5 的 旋 量 粒子 圈 积 分 具有 可 解析 延 拓 的 表达 式 , 并 同时 保持 式 (5.7.1) 在 s 维 时 
空中 仍 成 立 . 

设想 在 采用 茶 种 ys 的 推广 定义 时 , 式 (5.7.1) 变 为 


DJ5 = (s — 4)A. (5.7.3) 


尽管 在 s = 4 时, 它 形式 上 回 到 式 (5.7.1), 但 矩阵 元 (|0,j5yl) 的 值 却 可 能 不 为 零 . 这 
是 因为 
(|6uj5u|l) = (= 一 4 人 Al) (5.7.4) 
若 (|AI0) 出 现 极 点 项 , (|8,,75%10) 就 将 不 等 于 零 
采用 Pauli-Villars 规制 化 方法 时 , 也 会 破坏 ys 不 变性 , 因为 在 这 种 规制 方法 中 
要 引入 重 旋 量 粒子 , 而 旋 量 粒子 的 质量 项 MYw 是 破坏 手 征 对 称 性 的 (参见 3.5 节 ) 
在 mo 一 27 的 问题 中 出 现 的 78 反 常 , 不 仅 没有 产生 有 害 的 结果 , 还 能 解决 
PCAC 理论 与 实验 间 的 矛盾 , 因而 为 人 们 所 接受 . 但 规范 作用 中 的 反常 就 不 同 了 . 这 
种 反常 将 使 Slavnov-Taylor 恒等式 不 成 立 , 从 而 产生 一 系列 的 有 害 结果 , 使 该 理论 


@ n0 一 > 27 的 衰变 率 比 通过 PCAC 和 流 代数 得 出 的 值 大 得 多 . 

@ 例如 见 Delbourgo & Akyeampong, Nuovo Cimento 19 A, 219, 1974; Breilenlohner & Maison, 
Commun. Math. Phys. 52, p.11, p.39, p.55, 1977; Trueman, Phys. Lett. 88B, 331, 1979; Bonneau, 
Phys. lett. 96B, 147, 1980. 

@ 在 这 个 理论 中 , 轴 矢 流 是 与 整体 手 征 变换 相 联系 的 , 与 手 征 性 规范 理论 不 同 . 
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成 为 物理 上 不 可 接受 的 理论 (在 对 称 性 自发 破坏 的 情况 后 果 尤 其 严重 , 这 时 么 正规 
范 与 5 规范 将 不 等 价 , 从 而 使 前 者 是 不 可 重 正 化 的 , 而 后 者 所 含 的 多 余 极点 不 能 消 
去 , S 矩阵 在 物理 的 子 空间 内 不 是 么 正 的 ). 

QED 和 QCD 都 不 含 %, 即 规范 臻 色 子 不 与 手 征 流 相 耦 合 , 因而 不 会 出 现 反 党 
的 问题 ，Weinberg-Salam 的 电 弱 统一 理论 情况 与 它们 不 同 , 如 第 三 章 所 述 , 它 是 一 
种 手 征 性 规范 理论 , 与 规范 玻 色 子 耦合 的 流 中 就 含有 1s, 因而 反常 可 能 出 现 . 要 使 
它 成 为 一 个 物理 上 合理 的 理论 就 需要 把 出 现 的 反常 消去 ， 关 于 手 征 性 的 规范 理论 
如 何 才能 使 其 中 的 反常 消去 , 我 们 将 在 下 面 讨论 : 
2. 一 个 有 7s 反常 的 阿 贝尔 规范 模型 


为 了 更 具体 地 考察 ys 反常 是 如 何 出 现 的 , 我 们 来 研究 一 个 简单 的 理论 模型 , 即 
阿 贝 尔 规范 场 与 旋 量 粒子 的 轴 矢 流 相 耦 合 . 此 模型 的 拉 格 天 日 函数 (基本 项 ) 为 
学 六 一 -7(0uAy 0, Ap)” eACGP 和 igA,ys)y. (5.7.5) 
这 一 拉 格 明日 函数 在 阿 贝尔 规范 变换 


4u(z) 4u(z)- -056 人) 
(5.7.6) 


%(z) es yz), 
下 是 保持 不 变 的 . 注意 , 式 (5.7.5) 中 不 含 % 的 质量 项 ， 该 质量 项 是 破坏 上 述 规范 
不 变性 的 , 因 从 % 的 变换 式 可 得 出 V(z) 一 V(z)je sc) 于 是 (Zz)w(z) 将 变换 为 
(Zz)e-*ins0(z)y, 它 不 等 于 W(z)V(z)， 
(5.7.6) 第 二 式 意 味 着 多 的 左手 分 量 和 右手 分 量具 有 不 同 的 变换 性 质 ， 


WL(T) 一 es)yr(z), 


(5.7.7) 
WR(T) 一 eie(z)WR(Z). 
因此 我 们 所 研究 的 是 一 种 手 征 性 的 阿 贝 尔 规范 理论 . 从 -4 不 难 推出 轴 矢 流 
jsn = igp yysy (5.7.8) 
满足 守恒 方程 
Oujsn = 0. (5.7.9) 


在 作 量子 计算 时 , 可 像 QED 一 样 引 入 规范 固定 项 . 在 & 规范 下 , 有 效 拉 格 关上 日 
量 即 为 | 


(ef) _ 
和 =- 玲 - 浆 


(0, A,)”. (5.7.10) 
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我 们 来 对 此 理论 中 的 反常 作 具 体 的 考察 . 首先 要 指出 的 是 , 反常 只 来 自 旋 量 粒 
子 线 的 单 图 图 , 因为 反常 只 当 规 制 化 破坏 对 称 性 时 才 有 可 能 出 现 , 而 从 高 阶 协 变 导 
数 规制 化 即 可 看 出 , 在 单纯 地 引入 规范 场 的 高 阶 协 变 导 数 后 , 除 含 旋 量 粒子 的 单 圈 
图 的 (这 里 不 存在 规范 玻 色 子 的 圈 图 ) 顶 角 函数 外 , 其 余 的 原始 发 散 都 已 被 规制 (这 
时 手 征 规范 对 称 性 尚未 受到 破坏 ). 

在 这 个 理论 模型 中 , 反常 实际 上 就 只 来 自 图 5.7.1 所 示 的 三 角形 图 ”, 因为 含 二 
个 顶点 和 四 个 顶点 的 单 圈 图 中 的 ys, 可 通过 对 易 移 到 一 处 而 消去 . 

在 QED 中 , 这 两 个 三 角 图 的 贡献 是 互相 消去 的 (Furry 定理 ), 但 在 现在 这 个 理 
论 模型 中 , 由 于 顶点 含有 Ys, 两 个 图 的 贡献 不 是 相 消 而 是 相等 2. 


图 5.7.1 含有 Ys 顶点 的 两 个 三 角 图 


我 们 来 证 明 , 由 于 这 种 三 角形 会 出 现 反常 , 重 正 化 的 顶 角 函数 生成 泛 函 不 可 能 
满足 Slavnov-Taylor 恒等式 


oT oT — 0 六 1 
op ] Ce 人 ] pa -一 一 . . .11 
0, A, 十 ig 5 TY5U 一 igwWmy5 二 EH(OuA) 0 (5.7.11) 


因 若 式 (5.7.11) 成 立 , 则 将 它 对 4 作 二 次 泛 函 微 商 然后 令 几 = 芒 = 4 = 0 就 可 
得 到 下 述 Ward-Takahashi 恒等式 


3 
OF A =0. (5.7.12) 
转 到 动量 表象 就 有 
puThwvolp,q) = 0， (5.7.13) 
同样 地 还 可 得 出 
qTuwvoa(p, 9) = 0, (5.7.14) 
(p+ q)o Tywvo (p,q) = 0, (5.7.15) 


Q@ 更 一 般 的 情况 是 , 含 奇数 个 ys 的 四 角形 图 也 可 能 产生 反常 . 另外 , 由 于 引入 的 抵消 项 , 还 可 能 出 现 五 
角 反 常 (Bardeen 1969; Wess & Zumino 1971; Aviv & Zee 1972). 
@ 可 利用 电荷 共 罗 矩 阵 C 来 证 明 , 参考 Furry 定理 的 证 明 过 程 . 
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这 三 个 式 子 (5.7.13), (5.7.14), (5.7.15) 反映 了 图 5.7.1 三 个 顶点 间 的 对 称 关 系 . 但 我 
们 通过 对 单 圈 图 的 Tvo 的 具体 计算 可 以 得 知 , 它们 不 可 能 同时 成 立 . 
根据 费 转 受 规则 , 不 难 推导 出 图 5.7.1 所 对 应 的 Ivo 为 


4 . . . 一 一 . . . 
mon=2igstr |/ dk YY RY YR— YY (Yk+7y:p) (5.7.16) 


(2m4  (k2 —ie)[(k—q)? —ie][(k+p)? —ie] 
于 是 有 
(p+ q)o Twveo = 9g 二 


(2n)4 (k2 — ie)[(k — q)?2 — ie]l(k + p)? — iel 
(5.7.17) 


将 分 子 中 y:p 十 yq 分 成 为 两 项 之 差 即 (y.k 十 yp) 一 (Yk 一 Yq), 就 可 把 上 式 化 成 


>. dk Ysyr(yY: kW(Y: EY 9) 
p+ dere a0 | rr 
. dk ysyYu(yY: k)Y(Y- K+7y:p) 
20 / (2m)4 (k2 —ie)[(k + p)? ie 
d4k Evorkogr 
(27)4 (k2 — ie)[(k — q)? — ie] 


d4k E kop 
。 3 HLDZOT VOLT 
十 319 / (Qn)4 (Kk2 ie)(k + p)2 — ie] 


(5.7.18) 


= 8ig’ 


我 们 看 到 (p + q)o Tvo 在 分 成 两 项 后 , 虽然 表 观 上 看 起 来 每 项 的 发 散 度 都 增加 了 
1( 即 从 线性 发 散 到 二 次 发 散 ), 但 在 求 迹 后 实际 上 仍 是 线性 发 散 . 

在 进一步 计算 中 就 需要 规制 化 . 前 面 已 经 提 到 维 数 规制 化 和 Pauli-Villars 规制 
化 是 怎样 破坏 手 征 对 称 性 的 , 现在 我 们 来 看 看 动量 截断 规制 化 如 何 也 会 导致 同样 的 
结果 . 

为 此 先 通过 Wick 转动 将 动量 转 到 欧 几 里 得 度 规 , 然后 再 对 积分 动量 上 作对 称 
的 截断 ( 即 上 积分 限 取 作 0 到 A42). 

不 难看 出 , 式 (5.7.18) 的 两 项 都 将 等 于 零 . 这 是 因为 这 两 项 都 是 二 阶 硒 张 量 , 并 
且 都 只 依赖 于 一 个 矢量 (第 一 项 只 依赖 于 gq, 第 二 项 只 依赖 于 p). 如 果 积 分 不 发 散 ， 
则 立即 可 以 得 出 这 两 项 都 要 等 于 零 , 因为 从 一 个 矢量 做 不 出 二 阶 厦 张 量 . 在 积分 发 
散 并 引入 截断 的 情况 下 , 作 结 论 时 要 小 心 , 要 看 截断 是 不 是 对 称 的 . 由 于 我 们 按 惯例 
对 积分 变量 上 作 了 对 称 的 截断 , 没有 由 此 引入 特殊 的 方向 , 因而 上 述 等 于 零 的 结论 
仍然 成 立 . 于 是 得 


(p 十 q)o Two 二 0. (5.7.19) 
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但 这 时 qu Tywvo 和 pyTywo 都 将 不 为 零 , 我 们 先 来 考察 qTjwo. 由 式 (5.7.16)， 


_ dk 567p(T NT 9)Y km YY (Yk+y:p) 
qv jwvo 一 2igstr / CI1 (ie 二 iD 一 名 (5.7.20) 


仿 前 将 yq 表 为 Yk 一 (Yk 一 Y9), 使 上 式 化 成 


iostr /dd YN ko YYo(Y ktY Dp) 
lwo = 2ig t / (Qn [(k— aq)? —icl[(k+p)? — i 
. dsk 357p(T kyYol(Y:k+7y:p) 
+2igtr / CH RZ eR Fp iel — RE 二 Dp 一 i . 


在 同 前 一 样 对 大 对称 的 截断 下 , 上 式 第 二 项 为 零 , 但 不 能 得 出 第 一 项 为 等 , 因为 它 含 
有 了 两 个 矢量 和 49. 
为 了 计算 qu 了 wo 的 值 , 我 们 将 式 (5.7.20) 中 的 积分 变量 作 平 移 , 即 把 积分 变量 
取 作 
太一 大 十 D， 


并 按照 通常 的 约定 , 截断 取 为 对 积分 变量 (现在 是 kr) 为 对 称 的 . 在 这 种 约定 下 , 线 
性 发 散 的 积分 在 积分 变量 平移 时 将 多 出 一 个 有 限 项 . | 
式 (5.7.20) 是 线性 发 散 的 , 平移 后 得 出 的 有 限 项 为 一 39 epworqvpr, 于 是 有 


元 2 


d4k’ ysy (Yk oy PY DO YP- 0 :Kk) 
(27)4 [((k’ — p)? — ie][(k’ — p — 9)? — ie](k’? — ie) 


qv Twvo = 2ig3tr 


3 


gy 
一 42EHvorgrDr， (5.7.21) 


我 们 来 说 明确 定 附加 的 有 限 项 的 方法 . 先 将 Twvo (p,q) 表 成 
Tvo (p,q) = Tvo 0,0) + [Twvo (p,q) — Tro (0, 0)]. 
第 二 项 是 对 数 发 散 的 ,变量 平移 将 不 改变 它 的 值 ,因此 只 需求 第 一 项 Tjwvo(0,0) 平移 后 的 改 
交 值 . 
Twa(0, 0) = 2ig3tr / 人 ne 全 
作 平 移 有 = 巡 一 后 ,出 现 的 附加 项 为 


di 8 trpnayo 7 有)7e07 到) 
(27)4 Ok’ (k’2 — ie)3 


2ig “pr 


@ 从 下 面 的 推导 可 看 出 , 高 次 展开 项 结果 为 零 . 
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其 中 ,trys7a(T Rom 人)Te(7 :本 )] 的 一 般 形式 为 aejwvopkp, 通过 1,v,o 的 特殊 取 值 (如 
取 为 1,2,3) 不 难 定 出 a = -4. 于 是 上 述 附加 项 化 为 

dj 0 kK 

(27)4 Ok’ (k’2 — ie)? 


—8ig’ preveap 


经 过 Wick 转动 化 到 欧 几 里 得 度 规 后 , 它 可 写成 


d41 1 0 kk’ 


3 
89 prenvorbre | Tan) 4 ORs (ey? 


再 利用 高 斯 定理 转化 为 面积 分 , 求 出 其 值 为 5593envorpr. 乘 上 qu 得 出 式 (5.7.21) 中 的 有 
限 项 

将 Yqg= (Yk 一 yp) 一 (Yk 一 yp 一 7'9) 代入 式 (5.7.21) 右边 , 即 可 同 
前 一 样 将 其 中 的 积分 项 分 为 两 项 . 这 两 项 各 依赖 一 个 矢量 , 这 样 在 积分 变量 取 截 断 
(0 < ie < 4) 后 , 它们 都 分 别 为 零 , 于 是 就 得 


Gy jwvo 一 g Evorqupr.- (5.7.22) 


4n? 
用 类 似 地 方法 可 以 求 出 


1 
puTuwve = 229 cpuvorDpugr (5.7.23) 


为 什么 在 上 面 的 计算 中 会 出 现 (p + 9)oc Twvo 为 零 ( 见 式 (5.7.19)) 而 qv Two 和 
PuTywvo 不 为 零 , 从 而 破坏 了 三 个 顶点 间 的 对 称 性 ? 

造成 这 一 结果 的 原因 是 , 在 当初 所 取 的 [wo 的 表达 式 (5.7.16) 中 , 积分 变量 
是 图 5.7.1 中 与 “动量 为 (p+g) 的 外 线 ” 相 对 的 边线 上 的 动量 , 积分 范围 是 六 < 人 
的 四 维 欧 几 里 得 空间 的 球 . 如 果 一 开始 就 取 与 “动量 为 dg 的 外 线 ” 相 对 边线 上 的 动 
量 k' 为 积分 变量 , 即 把 [yo 表 成 

oo3tr {a To 有 一 TD 一 了 了 一 go 大) 
ore 一 291 / (27)4 [(k’—p)?2 —iel[(k’—p— gq)? — iel(k®? — ie) 

并 且 积 分 范围 是 x? < 42 的 四 维 球体 , 那么 qTwvo 就 只 是 式 (5.7.21) 右 方 的 第 一 
项 , 结果 将 得 出 


(5.7.24) 


qv vo = 0. (5.7.25) 


这 时 , (p 十 q)oc Two 和 pjTywvo 都 将 不 为 零 . 

类 似 地 , 如 果 取 图 5.7.1 中 与 “动量 为 p 的 外 线 ” 相对 边线 上 的 动量 k” 为 积分 
变量 , 积分 范围 为 kx < 42 的 四 维 球体 , 那么 就 会 得 出 pj 了 wo = 0, 而 om 和 
(p 十 q)o Tywo 都 不 为 零 . 
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以 上 人 和 情况 表明 , 通过 选择 不 同 边线 上 的 动量 作为 四 维 球体 内 的 积分 变量 , 可 使 
(5.7.13)~(5.7.15) 中 任 一 式 成 立 , 但 不 能 使 三 式 同时 成 立 . 这 里 也 存在 着 对 称 关系 ， 
但 却 是 与 式 (5.7.13)~ (5.7.15) 不 同 的 另外 一 种 对 称 关 系 , 它 是 通过 三 组 不 同时 成 立 
的 式 子 来 显示 三 角 对 称 的 . 

我 们 也 可 以 选取 适当 的 积分 变量 , 使 [yo(p, gq, 一 p 一 q) 在 (P, 办， (gq,v), (一 2 一 q 0) 
轮换 下 保持 不 变 . 这 样 的 积分 变量 即 为 

= = 他 十 局 十 人 =k+ 3(p -9), (5.7.26) 
它 对 三 个 边线 是 对 称 的 . 当 以 上 为 积分 变量 并 将 积分 范围 取 成 为 k? < 42 的 四 维 球 
体 时 , 即 得 出 


1 
(p 十 q)o Twvo 一 B39 cuvorpogr， 
1 
qul pvc 一 B39 cuvorgvpr， (5.7.27) 
pu pve 一 一 了 39 cuvorpugr 


式 (5.7.27) 就 是 代替 式 (5.7.13)~ (5.7.15) 的 对 称 式 (用 一 组 同时 成 立 式 子 来 显示 三 
角 对 称 ). 

以 上 我 们 只 计算 了 由 和 4 所 贡献 的 单 圈 图 的 值 , 尚 
未 考虑 由 图 5.7.2 所 示 的 抵消 项 . 可 不 可 以 通过 抵消 项 
的 适当 选择 使 式 (5.7.13)~(5.7.15) 同时 成 立 ? 回答 仍 
然 是 “不 可 能 ”. 因为 这 种 抵消 项 的 最 一 般 形 式 就 是 
Ejwor (C1pr 十 c2497). 不 难得 出 , 无 论 cl 和 cs 如 何 选 择 
都 不 能 使 式 (5.7.13)~(5.7.15) 同时 成 立 了 如 果 我 们 要 求 
重 正 化 的 vec( 即 考虑 了 抵消 项 后 的 结果 ) 具有 (P, 几 )， 
(g,v),， (一 p 一 9,0) 的 轮换 对 称 性 , 那么 + q)o Two， 
qPovc 和 ppTyvo 仍旧 由 式 (5.7.27) 表示 . 此 式 的 右 方 
就 代表 Two (zx,y,z) 散 度 中 的 反常 (动量 表象 值 )2 , 此 
式 本 身 有 时 称 为 也 vc 的 “反常 Ward-Takahashi 恒等式 ”. 


3. 反常 消去 的 规范 模型 

反常 既然 是 旋 量 粒子 圈 产 生 的 , 一 个 规范 理论 中 的 总 反常 值 就 将 与 其 中 所 包含 
的 旋 量 粒子 的 种 类 ( 按 其 变换 性 质 来 区 分 ) 和 数量 有 关 . 通过 和 运 当 选择 一 个 理论 模 
型 中 所 包含 的 旋 量 粒子 的 种 类 和 数量 , 有 可 能 使 总 的 反常 值 为 零 . 一 个 最 简单 的 例 


@ 但 可 使 其 中 两 个 同时 成 立 . 


@ 相应 的 轴 矢 流散 度 的 反常 为 Buj5u = 7393epvor FuvFor. 


图 5.7.2 
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子 就 是 在 上 面 讨 论 的 模型 中 再 补充 一 个 旋 量 粒子 办 罗 所 带 的 荷 与 少 有 反 号 . 这 时 


拉 格 于 日 函数 (基本 项 ) 为 


1 一 . 一 / . 
学 昔 一 TO 一 0,A,)” — py — igAyys)y — YY Yd +igApys) yy. (5.7.28) 


由 于 三 角形 反常 与 耦合 常数 的 三 次 方 成 正比 , Ww 所 贡献 的 反 第 与 所 贡献 的 有 反常 
正好 消去 , 从 而 使 [wo 满足 式 (5.7.13)~(5.7.15). 在 此 理论 中 旋 量 场 的 其 他 单 圈 图 


都 不 产生 反常 , 于 是 它 将 是 不 带 反 和 党 的 理论 . 


我 们 也 可 用 另外 的 方式 来 说 明 此 理论 模型 无 反常 . 与 少 的 荷 量子 数 反 号 , 因 


此 它 的 变换 式 为 ” 


(7) = ey (z). 
与 式 (5.7.7) 相应 的 分 解 式 为 
YL(z) = epL(z)) 
R(T) 一 ez) 
这 样 , 我 们 只 要 将 Vr(z), VR(z), VL(z), VR(zZ) 四 个 分 量 重 新 配合 成 
wbi(7) = WL(T) + YR(T), 
wp2(7) = HLL) + R(T), 
那么 加 (z) 和 wo(z) 的 变换 就 都 成 为 非 手 征 的 ”， 
Wi(7) 一 eai(z)， 
ya(z) 一 ete)ya(z)， 


再 将 
YY = VL — YR 
ys’ = WL — WR 
代入 和 4 中 , 并 利用 yw 具有 手 征 性 不 变 3, 即 可 将 式 (5.7.28) 化 为 


1 一 一 
学 基 二 TO 和 -DB4) — Yiy (0, ~ igAy)p ~ Poy + igAy) yo- 


@ yw(z) 的 变换 见 式 (5.7.6). 
@ VL(z) 和 VR(z) 的 变换 见 式 (5.7.7). 
@ 参见 式 (3.5.13). 


(5.7.29) 


(5.7.30) 


(5.7.31) 


(5.7.32) 


(5.7.33) 


第 五 章 ” 非 阿 贝尔 规范 场 的 重 正 化 理论 . 331 ， 


这 样 , 整个 理论 中 都 不 出 现 ys, 目 然 不 会 有 有 反常 . 
在 手 征 性 非 阿 贝尔 规范 理论 的 情况 , 我 们 可 将 全 部 旋 量 粒子 合 起 来 用 y 表示 
(y 一 般 按 群 的 可 约 表示 变换 ), 并 将 4 与 规范 场 的 作用 项 写成 


igVTpT eVA42 ) 


其 中 , Te 含有 Ys 矩阵 (从 而 左手 和 右手 分 量 与 规范 场 的 耦合 不 同 ). 如 果 再 在 旋 量 
空间 中 将 {T",TA}7?7 按 1 和 xs 分 解 


{T°, TH}TY = Q@Y 7 十 76Q3 (5.7.34) 


其 中 , 8?87 和 Q967 只 是 群 空间 中 的 矩阵 , 则 可 证 明 三 角形 反常 值 与 trQ25Y 相 联 
系 : 


(p 十 qo 了 T9897 = 常数 (trQ2 7)euvorpegr = 常数 tr(ys{T?,T8}TY)ejworpogqr， 
(5.7.35) 
因 trQ297 就 等 于 ztrOs{Te,T6JT7). 对 于 qu 了 32 和 也 TU 也 有 类 似 的 表达 式 
这 样 , 是 否 出 现 三 角形 反常 就 取决 


4cm7 = tr(ys{T™, TI}TY) (5.7.36) 


我 们 也 可 将 T° 写成 


Te = 3(1 + 0) + (1 (5.7.37) 
其 中 , 7F 和 叭 不 再 含 (re 和 从 分 别 代表 怕 和 如 的 群 变换 生成 元 ). 不 难 求 出 
(Te,Tej77 = 35+) HP + 3 RR (5.7.38) 


即 
Q2™” = 53({rP, 7 — {rR YR). (5.7.39) 
于 是 三 角形 反常 消去 的 条 件 即 为 


tr({72, Tt}77) = tr({7R, Th}r). (5.7.40) 


另外 , 还 可 以 证 明 , 当 三 角形 反常 被 消去 时 , 更 多 角形 中 的 反常 也 将 消去 . 这 样 
式 (5.7.40) 就 成 为 手 征 性 规范 理论 完全 无 反常 的 条 件 
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我 们 看 到 , 消除 反常 是 在 于 左手 分 量 和 右手 分 量 (如 第 三 章 所 指出 的 , 在 手 征 性 
规范 理论 中 , 它们 原本 是 不 同 的 粒子 ) 对 反常 的 贡献 互相 抵消 . 

一 种 显然 使 式 (5.7.40) 成 立 的 情况 是 从 与 萌 之 间 为 一 么 正 变换 关系 , 即 

7 人 = UPU-. (5.7.41) 
实际 上 , 在 这 种 情况 , 如 重新 定义 少 为 
w= WL +UT Wa, (5.7.42) 
则 光 的 变换 即 为 
Wr) 一 erN (sp (zr). (5.7.43) 
相互 作用 项 可 改 用 你 表示 出 来 : 
igpy T° A = igh yr AS. (5.7.44) 
这 表明 在 改 用 w' 后 , ys 已 完全 从 理论 中 消失 , 就 像 前 面 所 举 的 阿 贝尔 理论 例子 式 
(5.7.33) 一 样 . 满足 式 (5.7.41) 的 理论 模型 通常 称 为 类 秋 模 型 . 

另 一 种 显然 无 反常 的 情况 是 ,和 we 都 按 群 的 实 表示 变换 . 这 时 tr({7?, 7E}7?) 

和 tr({7&, Tk} 部 ) 分 别 为 零 . 一 个 表示 称 为 实 表示 , 如 果 它 和 它 的 复 共 应 等 价 : 
Tc =—U(r UT!. (5.7.45) 
这 时 就 有 
tr({7°, 72}77) = 一 tr({(ro) (TAO)*}(77)’*) 
一 一 tr({(ro) (7 ) 1 }(77)) (5.7.46) 
=—tr({7°,7?}77). 
从 而 tf({T?,T8}77) 为 零 . 

前 已 指出 , 对 规范 理论 有 害 的 反常 是 那些 与 规范 场 耦合 的 轴 矢 流 所 引起 的 反 稼 . 
如 果 一 个 轴 矢 流 不 与 规范 场 相 耦合 , 那么 它 的 散 度 的 反常 并 不 对 规范 理论 引起 不 良 
后 果 . 

Fujikawa 在 1979 年 从 泛 函 积分 的 角度 对 反常 的 出 现 进行 了 讨论 (Phys. Rev. Lett. 42， 
1195, 1979; Phys. Rev. D21, 2848, 1980). 他 指出 , 在 存在 规范 场 的 情况 , 定义 旋 量 场 的 泛 
函 积分 测度 D(w)D(D) 时 , 由 和 和 芒 不 应 该 用 通常 的 平面 波 来 展开 , 而 应 当 用 协 变 微 商 了 多， 
与 yy 的 积 (Yu 多 ) 的 本 征 态 来 展开 @, 其 中 A 为 经 典 场 即 泛 函 积分 中 的 变量 , 并且 和 ,多 


@ 关于 多, 的 定义 见 (3.1.22) 和 (4.4.1) 等 式 
@ 在 量子 场 论 中 , 由 于 有 紫外 发 散 , 用 不 同 的 函数 集合 来 展开 , 结果 可 能 会 不 同 . 
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已 通过 Wick 转动 转化 为 厄 米 算 符 . 在 这 样 的 定义 下 , 作 手 征 变换 时 D(W)D(W) 就 不 是 不 变 
量 . 例如 在 阿 贝尔 手 征 变 换 

p(T) = ey yz) 
下 , 当 b(z) 为 无 穷 小 量 时 ,， 雅 可 比 行列 式 等 于 e214 ”9(z)P(z) 其 中 


1 
P(z) = — Tom Erpo Fv Foo- 


于 是 在 变换 后 ， 
D(W)D(WD) — D(Y) DP)e* 4 ”90 
这 样 , 在 轴 矢 流 的 散 度 6jsp 中 就 会 出 现 一 个 反常 项 . 
从 Fujikawa 的 理论 看 来 , 手 征 反常 是 由 于 ys 同 协 变 算 符 YB 不 对 易 , 从 而 D(w)D(W) 
在 手 征 规范 变换 下 的 “ 非 不 变性 ”所 导致 的 . 在 Fujikawa 的 工作 发 表 后 , 不 少 工作 者 对 反常 
展开 了 研究 , 一 些 有 疑义 的 问题 (如 计算 值 在 有 些 情况 下 与 微 扰 论 不 一 致 ), 已 陆续 得 到 灌 
清 , 反常 与 规范 场 的 拓扑 性 质 的 联系 也 得 到 进一步 的 阐明 . 
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随 着 高 能 实验 的 进展 , 对 顶 角 函数 大 动量 渐 近 行为 的 研究 在 粒子 物理 中 有 了 现 
实 的 意义 . 通过 20 世纪 60 年 代 末 和 70 年 代 许 多 研究 者 的 工作 , 取得 了 不 少 重要 
物理 成 果 . 并 发 展 出 一 些 有 效 的 理论 方法 . 在 本 章 中 , 我 们 将 对 重 正 化 群 方程 和 算 
符 乘积 的 小 距离 (或 近 光 锥 距离 ) 展开 法 进行 介绍 , 它们 在 高 能 过 程 的 研究 中 有 着 
重要 的 应 用 . 

关于 大 动量 行为 与 重 正 化 性 质 间 的 关系 , 早 在 20 世纪 50 年 代 就 受到 注意 , 主 
要 的 工作 有 Stueckelberg & Peterman(1953), Gell-Mann & Low (1954), Bogoliubov 
& Shirkov (1955) 和 Ovsyannikov (1956) 等 所 作 的 研究 . 到 20 世纪 70 年 代 , 由 于 
Wilson, Callan, Symanzik,，+ Hooft 和 Weinberg 的 工作 , 又 有 了 重要 的 进展 . 通过 
重 正 化 群 方程 , 揭示 出 大 动量 渐 近 行为 的 某 种 普 适 特性 , 并 在 此 基础 上 引入 了 项 角 
函数 的 反 负 量 纲 以 及 跑 动 的 耦合 常数 等 概念 . 另外 , 在 研究 深度 非 弹 性 散射 和 高 能 
ee- 漂 没 等 过 程 时 , 要 涉及 一 些 流 算 符 乘积 的 矩阵 元 , 算 符 乘 积 展开 是 处 理 这 种 算 
符 乘积 中 出 现 的 奇异 性 的 一 种 常用 方法 , 将 它 与 重 正 化 群 方 法 结合 起 来 , 就 成 为 研 
究 大 动量 情况 下 这 些 流 乘积 矩阵 元 性 质 的 有 效 工 具 . 

重 正 化 群 的 研究 并 与 统计 物理 相 结合 (Wilson, 1973), 还 导致 了 对 临界 现象 认 
识 的 突破 . 


6.1 Gell-Mann-Low 函数 与 光子 传播 子 大 动量 淘 近 行为 


为 了 对 重 正 化 群 方程 的 特点 和 效用 作 一 初步 说 明 , 我 们 将 在 本 节 中 先 来 考察 一 
个 简单 的 情况 , 即 光子 传播 子 的 大 动量 行为 . 


1. 有 效 电 荷 与 Gell-Mann-Low 函数 


通常 所 说 的 一 个 带电 粒子 的 电荷 值 是 从 低能 实验 测量 

出 来 的 , 它 度量 “大 距离 时 带电 粒子 加 的 作用 . 这 里 所 请 

的 大 距离 是 指 比 粒子 的 康 普 顿 波长 一 大 得 多 的 距离 .在 

高 能 散射 中 , 带电 粒子 间 的 最 近 距 离 可 了 比 康 普 顿 波长 小 ， 

图 6.1.1 从 而 相互 作用 可 能 与 低能 时 的 不 相同 . 我 们 将 引入 有 效 电 
荷 来 描述 不 同 能 量 标 度 的 作用 强度 . 为 确定 起 见 , 下 面 讨论 
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电子 的 情况 . 

两 个 电子 的 小 距离 散射 将 伴随 着 大 的 动量 转移 . 这 种 动量 转移 是 通过 传递 光子 
实现 的 , 转移 的 动量 即 为 光子 所 带 的 动量 k, 它 是 一 个 类 空 矢量 ”, k? > 0. 大 动量 
转移 即 指 


k2 > 7 


的 情况 , 其 中 的 m 为 电子 的 质量 . 我 们 将 重 正 化 的 光子 的 完全 传播 子 Gu 乘 上 精 
细 结 构 常 数 (在 下 文中 将 称 它 为 电荷 参数 )a 


137， 
并 将 它 写 成 2 
v ?Qa,m) . kk 
aG = -ia - ee 于 客 下 - ia 二 oY, (6.1.1) 
按照 通常 的 质 充 重 正 化 条 件 , 有 
f(0,a,m’)= a. (6.1.2) 


当 入 很 大 时 ，f(k 有 ,a,m?) 可 能 与 a 有 明显 的 偏离 , 我 们 把 它 在 和 2 = jp 的 

值 (4 为 一 个 大 值 , 并 无 其 他 的 物理 意义 ) 称 为 动量 转移 平方 为 上 时 的 有 效 电 荷 参 
数 @a，， 

ou 一 Fas)， (6.1.3) 


它 将 标志 能 量 标 度 为 A 的 领域 内 的 电磁 作用 强度 . 由 于 an 定义 在 类 空 点 (k? = 
Hp > 0), 故 从 谱 表 示 可 知 , 它 已 避 开 了 传播 子 的 极点 和 制 线 . 
在 能 量 标 度 为 4 的 区 域 , 微 扰 论 可 用 oa 来 作 展 开 , 这 样 可 使 高 阶 的 修正 变 小 . 
我 们 从 式 (6.1.3) 解 出 a 用 av 表示 , 并 将 它 代 入 jb am”) 中 , 所 得 结果 用 
F(R2, Qj,m2, 72) 表示 , 即 


f(k2, a, m’) 一 F(Rk2, oy, mm?, 1 (6.1.4) 


这 种 做 法 相当 于 改变 光子 波 函 数 重 正 化 (以 及 相应 的 电荷 重 正 化 ) 的 重 正 化 点 @: 从 
原来 的 kr? = 0 换 到 k? = /2. 对 于 量子 电动 力学 , aG, = apG 人 好), 于 是 G3) 可 表 


@ 在 质心 系 中 立即 可 以 看 出 . 而 类 空 性 在 洛 伦 兹 变换 后 是 不 变 的 . 

@ 如 5.5 第 1 小节 所 示 , Gpv 的 四 维 纵向 部 分 ( 即 式 (6.1.1) 右 方 第 二 项 ) 无 高 阶 修正 . 

@ 式 (6.1.1) 右 方 第 二 项 对 S 矩阵 元 无 贡献 , 因此 只 是 该 式 中 的 第 一 项 有 物理 效应 . 

@ 顶 角 重 正 化 常数 Z, 和 电子 波 函 数 重 正 化 常数 2v 仍 在 质 索 点 定义 . 这 样 , 重 正 化 电荷 仍 只 与 光子 波 
函数 重 正 化 常数 Z4 有 关 . 
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G8) = -ii -Te J 应 (去 f(k?, om )) -i 各， 
重 正 化 点 在 /2 处 的 “光子 波 函 数 重 正 化 常数 ” 即 为 (参见 式 (1.3.35)) 
Zhi2) = 二 (2 anm2)， (6.1.5) 
QB 
而 式 (6.1.3) 定义 的 av 就 可 表 成 
ou 一 QB2A4(1 (6.1.6) 
函数 FUk2,a,m2) 即 Rb2, oy,m?, 2) 是 量 纲 为 1 的 , 因此 它们 对 如 ,J 和 m2? 
的 依赖 只 能 通过 它们 的 比值 来 体现 . 令 
k2 1 
t 一 m2 Z/ 一 m2 (6.1.7) 
则 (R72, Qsm?) 和 (k?, Qsm2p2) 可 以 写成 
f = f(t,a), F= F(t,av,v). 
av 即 oj, 只 是 脚 标 作 了 改写 . 相应 地 , 式 (6.1.3) 可 表示 成 
= flv,a). (6.1.8) 
下 面 来 考察 了 有 或 F 站 k2 六 mm2 亦 即 土 交工 时 的 行为 . 我 们 可 选取 /2 六 ma 
即 ”> > 1 这 时 元 一 和 一 2 都 很 小 , 因而 一 个 自然 的 假设 是 , 函数 F(R2, Qj,m, wk 2 


近似 等 于 F(k?， 0 A2)， 后 者 即 零 质量 带电 粒子 QED 中 的 下 函数 ,我 们 记 作 
Fo(k?, QH 142), 
Fo(k?, oy, 1) = F(R?, ,0, p72). (6.1.9) 
从 QED 我 们 知道 , 对 于 类 空 的 重 正 化 点 /2 > 0, 函数 Fo(k?, ay,y) 是 良好 的 (不 
含 红外 发 散 ). 
对 以 上 的 假设 , 可 以 应 用 “关于 费 恩 曼 振幅 渐 近 行为 ”的 Weinberg 定理 来 论证 . 
但 这 种 论证 本 身 隐 含 着 另 一 个 假定 , 即 格林 函数 的 渐 近 值 就 等 于 它 的 各 阶 微 扰 论 的 
| 因此 , 我 们 将 不 进行 这 一 论证 而 只 讨论 在 所 提 的 假设 下 , 可 以 导出 什 
结果 , 并 期 望 这 些 结果 在 妒 沁 m2 om 人 < 1 的 区 域 是 有 意义 的 . 


对 于 包 来 说 , 量 纲 为 1 的 宗 晤 只 有 三 “和 ow 两 个 量 , 因而 可 表示 成 太 ( 与 ， o) 
或 (D0 小 如 果 用 F(t au， 表示 F(t, av,v) 在 t 光 lv > 1 时 的 浙 近 值 , 则 
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上 面 所 提 的 假设 即 为 
Fas(t Qu,v)= Fo (5 %) (6.1.10) 


按照 式 (6.1.4) 和 (6.1.7) 下 的 说 明 , F(t, qv,v) 就 是 f(t,a), 因而 式 (6.1.10) 也 
可 写成 
fas(t, a) =m (5,0) (6.1.11) 


上 式 左 方 是 质 壳 重 正 化 的 f 函数 的 渐 近 形式 , 而 右 方 则 是 含 可 变 重 正 化 点 v” 的 零 
质量 旋 量 粒子 QED 中 的 函数 Fo. 将 式 (6.1.11) 两 侧 对 lnt 作 微 商 , 然后 取 右 方 中 
的 v 等 于 t, 即 可 得 出 我 们 所 要 推导 的 方程 : 


fal ac) = VY (Qt), (6.1.12) 


其 中 , yw 是 一 个 单 变量 的 函数 , 称 为 Gell-Mann-Low 函数 , 它 的 定义 是 


_ OFo(y, Z) 


Dy (6.1.13) 


(2) . 
y=1 
式 (6.1.12) 给 出 了 fss 随 t( 或 成) 的 变化 率 . 它 就 是 最 简单 的 重 正 化 群 方程 . 这 
一 名 称 的 由 来 是 因为 它 是 通过 变换 重 正 化 点 (表现 在 取 y = 1 即 v = tt, 也 就 是 使 重 
正 化 点 随 着 t 变 ) 得 出 来 的 , 而 重 正 化 点 的 变换 具有 和 群 变换 的 性 质 . 
式 (6.1.12) 中 的 t 满 足 t> 1, 因此 中 的 at 又 可 用 fos 表示 . 由 式 (6.1.8), 有 


Qt 一 fas(t, Q). (6.1.14) 


式 (6.1.12) 将 与 式 (6.1.14) 联 立 起 来 求 群 . 
2. 光子 传播 子 任意 阶 微 扰 论 中 的 领头 项 

从 方程 (6.1.12) 和 (6.1.14) 应 该 能 得 出 一 些 新 的 结果 . 因为 fos 本 来 是 上 和 a 
的 双 变 量 函数 , 而 式 (6.1.12) 却 告诉 我 们 它 对 lnt 作 一 次 微 商 后 却 变 成 了 一 个 单 变 
量 的 函数 2. 这 就 暗示 出 fos 对 上 的 依赖 与 对 a 的 依赖 之 间 有 着 某 种 联系 . 下 面 就 
来 具体 揭示 这 种 联系 . 

式 (6.1.12) 可 以 写成 


0 d 
Dirz fas(t, 0) 一 wen) 二 | Qt. (6.1.15) 


@ 参见 式 (6.1.5) 上 一 行 及 式 (6.1.7). 
@ 实际 上 这 一 结果 已 包含 在 式 (6.1.11) 中 . 因为 取 v = t, 该 式 即 化 为 fas(t, a) = Fo(1, at 
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将 式 (6.1.12) 再 对 lnt 作 一 次 偏 微 商 , 得 


了 ba 生生 
但 按照 式 (6.1.14), os 即 f(t, a), 于 是 et 2 _0_ fu al 就 等 于 yas) 这样 上 
式 就 化 为 | 
5 Bm ft 0) = Wo) 5 = wow) 去 -| Qt. (6.1.16) 
重复 此 过 程 即 得 出 
By fest ©) = yeo 二 | at. (6.1.17) 


利用 这 一 结果 , 就 可 得 到 fs 对 lnt 的 展开 式 . 取 展 开 点 为 Int = Inti, (ti > 1) 
并 用 oi 表示 wa fos 按 Int -Inti = mn 的 泰勒 展 式 即 为 


faslt, 0) = > - (nz ) [ea a (6.1.18) 


如 果 我 们 把 fo 看 作 二 和 on 的 函数 ,那么 只 要 知道 了 单 变量 函数 Wan), fs 对 二 
和 on 两 个 变量 的 依赖 关系 就 都 完全 确定 

虽然 我 们 实际 上 并 不 能 求 出 (os) 的 准确 函数 形式 . 但 下 面 将 看 到 , 即使 只 知 
道 从 微 扰 论 求 出 的 低 阶 的 fs, 利用 式 (6.1.18) 也 可 导出 重要 的 新 结果 . 

例如 , 微 扰 论 给 出 准 到 a? 修正 的 ( 即 包括 双 圈 图 贡献 的 )fos(t, a) 为 


QO 


5 a 
1 六 (Int- 3 ~ aant — c2) 


其 中 , ca 为 一 常数 . 此 式 适 用 范围 为 t 沁 1, alnt < 1. 因为 上 式 的 分 母 ( 它 正比 于 光 
子 的 二 点 项 角 有 wz) 包含 对 alnt 的 展开 , 本 来 可 出 现 o (lnt)” 的 项 , 由 于 几 个 图 的 
贡献 相 消 而 为 零 . 至 于 o3(Int)? 的 项 , 它 对 fos 的 贡献 为 o(a4), 因而 略 去 . 

从 式 (6.1.19) 可 以 求 出 含 au 修正 的 (az), 为 此 将 式 (6.1.19) 代入 式 (6.1.12) 
左 方 , 得 出 


fas(t, al) = 十 oa (6.1.19) 


1 a 
Bri felt 0) ~ 37 ww 5 02 2 
1 一 E(t- 3 )- A (nt— oc) 
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1 3 
~ 7 十 o(a4lnt)， (6.1.20) 


人 


下 一 步 是 要 将 上 式 右 方 表 为 ar 的 函数 .注意 到 a = faslt,a), 于 是 再 次 利用 式 


(6.1.19), 就 得 到 1 | 
W(at) = 一 at 十 三 A a0Q 


值得 指出 的 是 , 式 (6.1.20) 中 明 写 出 的 两 项 并 不 正好 等 于 5 a + 42520 而 是 适当 
地 补 了 高 次 项 (根据 式 (6.1.20) 右 方 应 为 ax 的 函数 ) 的 结 5 果 

将 所 求 出 的 %(as) 的 近似 表达 式 (6.1.21) 代入 式 (6.1.18), 即 得 出 fos 在 Intil(ti > 
1) 处 的 展开 式 为 


t » 1 
fas(t, a) =ai 十 (on (二 十 A 一 了 十 oog)j 
1/, tN 2 。 5 
十 可 (9 (人 十 DE 一 一 aQ4 十 oo ) 
1/, t\ /2 ， 13 
十 (nt) (Be 十 8 一 一 Qi 十 


十 二 In 工 (2 了 十 7 一 一 oa 十 o(Q{) 
24\ ti 2774 1 12n5'! 1 


为 了 表明 近似 的 程度 , 我 们 用 o(a?) 的 形式 标 出 了 所 略 去 的 项 . 从 式 (6.1.22) 可 以 看 
出 , 虽然 式 (6.1.18) 的 原意 是 将 fs 按 im 元 的 等 次 来 作 展开 , 但 实际 上 却 是 按 arln 


军 次 的 展开 . 这 样 , 只 要 onlin 二 < 1( 注 意 , 不 是 In 之 1), 展开 中 的 后 项 就 将 比 前 
项 小 . 

我 们 也 可 以 把 式 (6.1.22) 按 ai 的 宕 次 重新 排列 , 这 时 在 a? 的 系数 中 ， ni 的 
最 高 宕 次 为 风 _1. 展开 的 结果 变 为 


of /1 tN os tN 1 t 
一 一 Im 一 一 ]mn 一 
jas =01+ (Bn ) TR 3 (mE ) “4 oi 
4 3 2 
af | 1 t 9 t t 
ln 一 6.1.23 
+ | (mn 辣 十 一 5 Cr ) oo ) 
1 了 In 了 3 LS In 工 0 nt 十 …， 
nt|81\ #1 108\ i ti 


我 们 看 到 ,fss 作为 和 oi 的 函数 , 不 仅 得 出 了 按 aa 展开 的 前 三 项 , 而 且 以 后 各 


Qs + o(at). (6.1.21) 


(6.1.22) 
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项 中 的 前 两 个 领头 项 @ 也 都 得 出 来 了 . 这 就 出 现 了 一 个 奇妙 的 现象 , 我 们 输入 的 式 
(6.1.19) 是 fos 准 到 oa 的 结果 , 给 出 的 却 是 重 正 化 点 二 处 耦合 常数 um 各 阶 微 扰 论 
的 前 两 个 领头 项 . 这 就 是 重 正 化 群 方程 的 效用 . 

一 般 地 说 , 当 y(as) 的 计算 准 到 前 m 项 时 , fs 按 ua 的 展开 式 , 各 阶 的 前 m 个 
领头 项 都 被 确定 . 换 句 话说 , (at) 按 as 的 展开 与 “fs 的 各 阶 微 扰 结 果 ” 按 mn 的 
展开 之 间 有 着 某 种 对 应 关系 . 

对 方程 (6.1.12) 和 (6.1.14) 的 另外 一 种 处 理 方式 是 , 先 将 两 者 联 立 起 来 化 成 


(a) -wey 


于 是 有 (a 保持 不 变 ) 

dt doar 

t vy(a) 
积分 即 得 

t ot dz 


将 w(z) 的 微 扰 近 似 式 代 入 后 , 右 方 积 分 可 以 积 出 , 再 反 解 出 wm( 即 fs(t, a)), 将 它 
用 和 ai 表示 出 来 , 这 样 得 出 的 结果 相当 于 把 前 一 方法 得 出 的 无 穷 级 数 求 了 和 . 
如 果 用 W(at) 的 两 项 式 (6.1.21) 代入 , 积分 后 即 得 (积分 上 限 ar 已 换 成 fos): . 


1 ,3 fs 113m lt 
fos 4x 3 fs oa 4r 3 Qi 3r 三 


(6.1.25) 


从 此 式 反 解 出 fas 即 相 当 于 将 式 (6.1.22) 或 (6.1.23) 的 级 数 求 了 和 @. 比较 简单 的 情况 是 
u%(ai) 只 取 一 项 , 即 
Vo) = 到 史 


代入 式 (6.1.24) 后 得 出 


foslbQ) = 一 一 一 一 . (6.1.26) 
1 一 3xr oln(t/t) 
它 确实 等 于 式 (6.1.23) 取 第 一 领头 项 后 求 和 的 结果 ， 
3 
A 
3T + 


@ 当 mn > 1 时 in 的 最 高 蹇 次 项 称 为 第 一 个 领头 项 , 次 高 短 次 的 项 称 为 第 二 领头 项 , 等 等 
@ 当然 , 式 (6.1.25) 的 反 解 是 困难 的 . 
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从 式 (6.1.26) 看 , 当 增加 即 距离 减少 时 ， 有 效 电荷 as = fs(ba) 将 增加 , 好 像 是 真空 
极 化 对 粒子 电荷 起 了 屏蔽 作用 ,其 效应 与 介质 极 化 相 仪 (这 一 结果 其 实在 式 (6.1.19) 中 已 经 


显示 出 来) 但 at 并 不 会 在 ni- = 池 处 变 成 oo, 因 这 已 超出 了 式 (6.1.26) 的 适用 范围 


我 们 还 可 指出 , 其 至 在 对 两 ( 上, ot ) 没有 什么 具体 知识 只 知道 它 可 展开 为 os 
的 大 级 数 的 情况 下 ,利用 重 正 化 群 方程 也 可 对 ,的 高 能 行为 得 出 一 定 的 结果 
当 += 时 , 丽 ( av ) 即 后 (1,0w) 显然 就 等 于 ww, 对 一 般 的 “如 设 


Fo (5 %) 一 cv 十 9 (2) oa2 十 ofay)， (6.1.27) 


其 中 ， 人 ) 为 某 个 上 的 函数 . 则 代入 式 (6.1.13) 中 就 得 到 


f(z) = g (1)z2 十 ofz3)， (6.1.28) 
于 是 由 式 (6.1.24)， 


mo 人 9 7 (+ ol2)) = 7 GG 二 on 和) 


上 式 可 写成 


t 
一 三 一 一 9 (一 jn 一 |. .1. 
a 9 人 jn to (me (6.1.29) 


式 (6.1.29) 表明 二 + 的 最 大 项 为 -ln 0 一 0 ‘(Dain -ga 代入 式 
(6.1.29) 有 方 第 三 项 后 即 得 出 


过 一 ai 太一 1 一 y(Doaam 二 十 0 (on) . (6.1.30) 
函数 a1f 与 重 正 化 点 取 在 妇 处 的 光子 的 二 点 顶 角 函数 [Dw 有 下 述 关 系 : 
Ty = Ww — kkv)af™. (6.1.31) 


这 样式 (6.1.30) 况 机 在 mm 各 < 1 范围 Tw 的 单 圈 图 修正 的 大 1 


为 ~ Q1(k? 6 一 kky )ln 系数 等 | ‘(1). 在 双 圈 图 修正 中 ， 各 个 图 所 贡 献 的 


a 
2、2 

只 (In 知 】 项 互 相 消去 , 其 大 忆 行 为 只 是 ~ ag(b28iv 一 名 名 jn 而 在 微 扰 论 中 

需要 经 过 相当 繁重 的 计算 才能 得 出 这 一 结果 @ . 


@ 例如 见 Itzykson and Zuber. Quantum Field Theory，88-4-4. 
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6.2 ” 标 度 不 变性 和 重 正 化 对 它 的 破坏 


标 度 变换 是 指 > 一 的 变换 ( > 0, 或 者 说 是 p 一 wp 的 变换 ), z 代表 时 空 
坐标 .如 果 一 个 拉 格 朗 日 函数 不 含 质量 项 , 而 且 所 有 的 耦合 常数 都 是 量 纲 为 1 的 ， 
那么 这 种 理论 就 不 含 任何 带 量 纲 的 参量 , 从 而 应 当 具有 标 度 不 变性 (具体 意义 见 下 
文 ). 在 拉 格 朗 日 函数 含有 质量 项 的 情况 ( 糯 合 常数 仍 设 是 量 纲 为 1 的 . 如 果 含有 量 
网 守 次 为 正 的 耦合 常数 , 可 把 它 归 入 质量 参数 之 中 ), 当 所 有 的 动量 都 比 质量 参数 大 
得 多 的 时 候 , 结果 也 应 当 接近 于 上 述 量 纲 为 1 参数 的 理论 (或 称 零 质量 的 理论 ). 这 
样 , 从 零 质量 理论 的 标 度 不 变性 似乎 即 可 预言 有 质量 理论 的 大 动量 渐 近 行为 . 但 实 
际 上 事情 并 不 这 样 简单 , 零 质量 理论 的 标 度 不 变性 只 在 经 典 场 论 中 才 成 立 . 在 基 子 
场 论 中 , 由 于 要 重 正 化 , 标 度 不 变性 将 受到 破坏 , 格林 函数 的 大 动量 行为 不 能 像 上 面 
所 说 的 那样 简单 地 导出 ,需要 利用 重 正 化 群 方程 来 处 理 ， 在 本 节 中 , 我 们 将 说 明 重 
正 化 对 标 度 不 变性 的 破坏 , 至 于 用 重 正 化 群 方程 来 研究 大 动量 的 渐 近 行为 将 留 到 下 
节 再 讨论 
1. 标 度 变换 和 标 度 不 变性 z 

当 我 们 谈论 格林 函数 (或 顶 角 函数 ) 的 大 动量 行为 或 小 距离 行为 的 时 候 , 首先 
需要 对 动量 和 距离 建立 一 个 物理 的 标准 . 显然 , 这 个 标准 应 当 是 包含 在 该 理论 之 中 
的 内 在 标准 . 如 果 理论 中 有 量 纲 的 参量 只 是 质量 mj(j = 1,2,…), 那么 所 谓 大 动量 ， 
应 指 p 相对 于 所 有 质量 都 大 的 情况 (二 之 1). 同样 , “距离 小 " 应 指 > 比 所 有 粒子 
的 康 普 顿 波长 都 要 小 (z < 一 ). 对 于 一 个 零 质量 的 理论 , 由 于 提 不 出 这 样 的 标准 
因此 说 动量 和 距离 是 大 还 是 小 , 就 失去 了 内 在 的 依据 . 这 样 的 理论 应 具有 标 度 变换 
下 的 不 变性 . 下 面 就 对 这 种 不 变性 的 意义 作 具 体 说 明 

我 们 来 考察 > 一 =z 或 p -pp 的 变换 , 其 中 « 为 正 数 . 对 于 不 合 任何 带 量 纲 
的 参量 的 理论 , 这 种 变换 也 等 效 于 动量 和 距离 本 身 没有 变 , 只 是 动量 和 距离 的 外 在 
标 度 (度量 标准 ) 有 了 改变 , 因此 它 被 称 作 是 标 度 变换 

用 Xx(z) 表示 任 一 场 量 , 在 上 述 标 度 变换 下 , 定义 它 的 变换 为 

X(Z) 一 X (7) = «Xx(rz), (6.2.1) 
其 中 , d 为 该 场 量 的 量 纲 短 次 ( 量 纲 的 质量 宕 次 ). 对 场 量变 换 的 这 种 定义 可 作 如 下 
的 理解 . 当 长 度 的 标 度 增 大 了 « 倍 时 , 任 一 点 的 时 空 坐标 值 将 减 为 原来 值 的 1/x, 即 
z 一 zx = =z. 在 本 书 采取 的 单位 制 中 , 长 度 标 度 的 增 大 对 应 于 质量 标 度 的 减 小 , 于 
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是 量 纲 寡 次 为 d 的 场 量 x, 其 值 将 增 大 «rs 倍 , 即 x 一 X = «4x. 这 一 关系 是 指 同一 
物理 点 上 的 场 值 而 言 . 即 变换 后 坐标 为 w 处 (z' = =z] 的 x 等 于 变换 前 坐标 为 z 
处 的 x 的 ro 倍 . 用 公式 表示 就 是 
X (7’) = KeX(z) = ro X(T’). 
如 果 将 函数 X 的 宗 量 仍 记 作 zx, 即 有 X'(z) = rx(n7z). 它 就 是 式 (6.2.1) 中 的 给 出 
的 函数 x(z). 
在 考虑 无 穷 小 变换 时 , 可 令 上 = es, e 为 无 穷 小 量 . 这 时 x 的 增 量 为 


bx 三 Xi(z) 一 X(z) = esx(e7x) — x(z) SE (1+ed)(x+eryOux) — Xx = e(d + zp,)x. 


(6.2.2) 
对 于 一 个 不 含 “ 带 量 纲 参量 ”的 乡 , 例如 
Y= -5(0up)? — Op, (6.2.3) 
作用 基 了 在 标 度 变换 下 的 确 是 保持 不 变 的 , 我 们 不 难 证 实 这 一 结论 : 首先 
5I = / d4z622 = / d4z [CO + T9360 (6.2.4) 
将 
6p = ell + zyuO,)y, O,(69) = e(2+ zuO,)Oy (6.2.5) 
代入 式 (6.2.4), 即将 该 式 化 为 
6IT =€ / (4 + zuO,) Ld z. (6.2.6) 


其 次 来 证 明 上 式 右 方 积 分 等 于 零 . 对 于 任意 乡 , 通过 积分 变量 的 变换 都 可 得 出 
/ d4z.Z (1) = / kAd4z.2 (kz), 
再 将 上 式 两 侧 对 有 微 商 然后 令 上 = 1 就 有 
ja 十 ZvyO).Z(z) = 0. (6.2.7) 
这 样 就 证 明了 式 (6.2.3) 所 对 应 的 作用 量 在 标 度 变换 下 的 不 变性 ， 
6T =0. (6.2.8) 


所 有 不 带 有 量 纲 参量 的 作用 量 也 都 有 此 标 度 不 变性 , 而 我 们 说 一 个 理论 具有 标 度 不 
变性 就 是 指 式 (6.2.8) 成 立 的 情况 . 
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如 果 多 中 含有 质量 参量 m, 标 度 不 变性 就 会 受到 明显 破坏 . 从 物理 上 说 , 这 是 
因为 一 提供 了 一 个 内 在 的 长 度 标准 . 我 们 以 


1 


1 1 
2 2 2 4 
一 一 二 二 9 
(Op) 了 7 Pp N99 (6.2.9) 


为 例 来 作 具 体 考 察 
在 无 穷 小 标 度 变 换 下 ， 


07 三 一 ks z|(aup)8 jy (69) + m po6p 十 T9036p 
=E€ ft + TO + m pd’z. 


在 式 (6.2.6) 下 面 , 我 们 曾 指出 , 对 于 任意 的 .2, 式 (6.2.7) 者 成立, 因为 该 式 是 通过 
积分 变量 的 变换 导出 的 . 将 式 (6.2.7) 代入 上 式 后 , 即 化 出 
67 =€ / mp dx. (6.2.10) 
此 式 表 明 , 质量 项 果然 导致 了 标 度 不 变性 的 破坏 . 
我 们 回 到 零 质 量 理论 , 考察 标 度 不 变性 对 生成 泛 函 Z 或 了 提出 怎样 的 限制 性 
形式 上 , 从 标 度 不 变性 可 以 推出 相应 的 Slavnov-Taylor 恒等式 , 为 此 , 我 们 将 
格林 函数 生成 谤 函 2G[J] 写成 


[Dwele 


Z[ 咱 = 
/Door 


(6.2.11) 


当 积 分 变量 yp 作 标 度 变换 
p(Z) > 9 (7) = rp(n7) 


时 , 分 子 和 分 母 中 出 现 的 雅 可 比 行 列 式 互 相 消 去 . 再 取 。 = 1 十 e,e 为 无 穷 小 量 , 并 
利用 I= | -2d47z 的 不 变性 即 得 出 Slavnov-Taylor 恒等式 为 


fas7(n) (en0, 十 Daj - 0. (6.2.12) 


@ 虽然 标 度 变换 是 一 个 整体 变换 (k 与 z 无 关 ), 我 们 仍 采用 Slavnov-Taylor 恒等式 这 一 名 称 . 
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此 恒等式 也 可 用 T[y] 表示 出 来 , 结果 就 是 
| 4 +1)9(z) = 0. (6.2.13) 


将 式 (6.2.13) 对 $ 作 n 次 泛 函 微 商 ， 
6 
69(Tn)69 (Tn_1) 7 69(71) 


然后 令 $ 三 0, 就 可 化 出 (通过 分 部 积分 并 利用 Bxj, = 4)n 点 顶 角 函数 所 满足 的 
Ward-Takahashi 恒等式 


(sn 十 》， 二 T(z1, za Zn) 一 0， (6.2.14) 
j=1 
其 中 3 


为 了 阐明 此 式 的 含意 ,我 们 利用 定义 式 


Tn (ZX1, Z2， “0 , Tn) 
1 i(p1 zl 十 ,二 Dr 
一 (nm fan: 。。。 d4pne (P1Z1 十 … 十 Dmr nj(2r)464(pi 十 …. 十 Dn)Tm(D1， 。。。 , Pn ). 


将 上 式 转 到 动量 空间 , 同样 通过 分 部 积分 以 及 BP 4, 得 出 的 结果 即 为 
几 


一 O 
(" 十 和 oa 十 … + pn)Tn (pi1, Pp2, “0 , Pn) = 0. 
j=1 pin 


再 对 pn 积分 就 化 出 (注意 , 下 式 中 j 的 求 和 已 改 成 从 1 到 n 一 1,pn 已 不 是 独立 变 
数 ) 


n—l 
(nat Dp Be ) Trlpr Paes pn) = 0, (6.2.15) 
j=1 Pjp 
其 中 , pn = 一 (pi + pa 十 … 十 pn-1)， 式 (6.2.15) 就 是 动量 空间 中 I 所 满足 的 


Ward-Takahashi 恒等式 . 它 的 内 容 其 实 很 简单 ,就 等 于 普通 的 量 纲 分 析 . 因为 7 
的 量 纲 寡 次 为 -n + 4( 见 下 说 明 ), 在 零 质量 理论 中 它 又 不 含 其 他 带 量 纲 的 参量 , 故 


可 写成 pf pn Po 其 中 p 为 n6 < n 一 1) 中 任何 一 个 量 ps 已 


用 一 (p+… 十 pn-1) 代替 由 于 piu 本 一 一 3， 而 下 可 写成 nm rw， 故 


. 346 . 量子 非 阿 贝尔 规范 场 论 


ae 5 一 作用 到 了 上 将 等 于 零 ,ae 大 一 作用 到 Pr" 上 结果 则 为 4-n)p" 


流 梯 就 得 出 了 式 (6.2.15). 
关于 i,(p1,p2,…) 的 量 纲 帘 次 : 生成 沁 函 是 量 纲 为 1 的 ,从 而 T(z1, 722,……) = 


pm 证 、 、、 rr 9 示 趾 少 1 而 县 
0 .3005 的 量 纲 吞 次 为 3n ( 注意 , 作 一 次 - 3 不 是 使 量 纲 吞 次 减少 1 而 是 


增加 3, 因 3502Y = 0t(z -再 从 Ta(p) 与 mr) 间 的 变换 关系 即 得 出 Ta(p) 
的 量 纲 大 次 为 4 一 n. 

我 们 也 可 以 用 更 明显 的 方式 说 明 式 (6.2.15) 与 量 纲 分 析 等 价 . 令 所 有 动量 都 协 
同 的 增长 ， 即 令 


Djp 二 KAjp, 


K 为 一 变量 . 由 于 Tn,(p) 中 的 独立 变量 为 p1,P2,°** ,Pn—l) 从 微 商 公式 即 得 出 


d \ dp; 
一 7 一 di 2 nN 》 》 
kTn(pl, po =" dn Bp "(Ph pa ) 


O 
一 Tp Tapnp “ ). 
j=1 Djpn 


代入 式 (6.2.15) 得 
6 人 Tu(kankaz ) = (4—n)Tn(kal, Ka2,.**). (6.2.16) 
由 此 解 出 
7Tmn(kala2) /1 
na) 一 人 n)lnxk, 
即 
Tn (Ka1, Ka2, ) 一 hk "Th (a1, a2, “， 小 . 
此 结果 也 可 表 作 


Tn (rp) = K 人 六 (人 ). (6.2.17) 


它 正 是 朴素 的 量 纲 分 析 所 给 出 的 结果 . 
在 本 节 开 始 处 , 我 们 已 经 指出 , 上 述 的 简单 推论 并 不 正确 , 原因 在 于 在 以 上 的 形 
式 推导 中 没有 考虑 发 散 和 进行 重 正 化 . 而 重 正 化 将 使 标 度 不 变性 受到 破坏 . 
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2. 重 正 化 对 标 度 不 变性 的 破坏 


定 域 场 论 由 于 出 现 紫 外 发 散 而 要 进行 规制 化 , 无 论 是 采用 动量 堆 断 规制 化 、 高 
阶 协 变 导数 规制 化 、Pauli-Villars 规制 化 还 是 维 数 规制 化 , 都 要 引入 带 量 纲 的 参量 . 
这 样 , 原来 不 含 带 量 纲 参量 的 理论 在 规制 化 后 其 中 就 出 现 了 带 量 纲 的 参量 . 上 述 前 
面 三 种 规制 化 中 所 引入 的 带 量 纲 参量 为 截断 4( 在 Pauli-Villars 规制 化 中 , 4 表示 重 
粒子 的 质量 ). 虽然 最 后 要 令 4 一 co, 在 重 正 化 的 格林 函数 或 顶 角 函数 中 4 已 不 出 
现 , 但 代替 它 要 引入 重 正 化 点 y( 它 也 具有 质量 量 纲 ), 重 正 化 参数 如 Zp, 9 就 是 通过 
这 一 重 正 化 点 的 顶 角 函数 或 其 微 商 来 定义 的 . 

我 们 可 不 可 以 在 零 动 量 处 来 定义 重 正 化 参数 以 避免 引入 带 量 纲 的 参量 jy? 回 
答 是 “不 可 以 ”, 因为 在 零 质量 的 理论 中 , 顶 角 函数 在 零 动量 处 有 红外 发 散 . 

在 上 述 第 四 种 的 维 数 规制 化 中 , 引入 的 带 量 纲 的 参量 就 是 9p2 >: 中 的 (这 里 
的 4 也 称 为 重 正 化 点 . 虽然 它 与 上 面 所 说 的 重 正 化 点 的 意义 并 不 一 样 , 但 在 重 正 化 
群 方程 中 起 着 相同 的 作用 , 因为 在 裸 量 一 定时 , 4 的 取 值 改变 , 重 正 化 的 9 以 及 其 他 
重 正 化 参量 的 值 也 将 随 之 改变 )， 从 5.4 节 我 们 已 经 看 到 , 在 维 数 s 一 4 后 , 重 正 化 
的 顶 角 中 将 含有 /. 

由 于 的 出 现 , 重 正 化 的 顶 角 函数 Tn(p1,p2,…, 4) 不 再 满足 式 (6.2.17), 它 应 
修改 为 


T(rp, 1) = kr "Th ez En) . (6.2.18) 
这 是 因为 只 当 I 所 含 的 所 有 有 量 纲 的 量 都 按 其 量 纲 宕 次 d 增加 ks 倍 时 , 整个 刀 
才 增 加 私信. 


我 们 实际 感 兴趣 的 是 , 对 选 定 的 重 正 化 点 1, 当 所 有 动量 一 致 增长 时 TI 的 变 
化 , 即 T(rp,p1) 与 Tn,(p,4) 之 间 的 关系 . 因此 仅 有 式 (6.2.18) 是 不 够 的 , 还 必须 知 
道 (pu 上 4) 与 mm 人 pe 加 之 间 的 关系 这 就 涉及 当 重 正 化 点 改变 时 (p 不 变 ), 顶 
角 函 数 [,(p, 4) 如 何 变 化 . 于 是 T, 随 动量 的 变化 行为 ( 重 正 化 点 固定 ), 就 同 它 对 
上 4 的 依赖 发 生 了 联系 . 研究 重 正 化 点 改变 时 I 的 变化 , 正 是 重 正 化 群 方程 的 内 容 . 
对 于 有 质量 的 理论 , 如 果 我 们 在 质 壳 上 重 正 化 (以 避免 引入 新 的 带 量 纲 参量 )， 
那么 就 有 
T(rp,m) = re "TIT pe Em) . (6.2.19) 


在 零 质量 极限 存在 的 情况 下 , 当 « 很 大 时 , =m 可 以 略 去 , 即 


T(rkp,m) ~ ke "Th,(p,0), kl1. (6.2.20) 


. 348 . 量子 非 阿 贝尔 规范 场 论 


上 式 也 就 是 朴素 的 量 纲 分 析 所 得 出 的 结果 . 但 实际 上 式 (6.2.20) 并 不 正确 , 原因 是 
在 采用 质 元 重 正 化 时 , 零 质量 极限 并 不 存在 (会 出 现 红外 发 散 ). 

为 使 零 质量 极限 存在 , 应 放弃 质 壳 重 正 化 而 引入 重 正 化 点 几 这 时 , 式 (6.2.19) 
应 修改 为 


T(rp,m, 14) = re" Th (» =m, En) . (6.2.21 ) 
在 取 极限 之 前 , 如 前 面 所 述 还 要 将 右 方 [中 的 = 变 回 到 J. 这 里 仍 需要 知道 
随 / 的 依赖 关系 

以 上 讨论 表明 , 重 正 化 使 得 原来 不 含 带 量 纲 参量 的 理论 含有 一 个 带 量 网 的 /( 重 
正 化 点 ). 六 的 引入 是 不 可 和 避免 的 , 因为 不 含 带 量 纲 参量 的 零 质量 理论 除了 有 紫外 发 
散 外 还 有 红外 发 散 , 使 得 理论 不 能 在 零 动量 处 重 正 化 ， 对 于 有 质量 的 理论 , 在 研究 
大 动量 渐 近 行为 时 , 也 要 引入 非 质 过 的 重 正 化 点 / 

上 述 引入 的 ,其 大 小 又 是 可 随意 取 定 的 (从 一 个 不 含 带 量 网 参量 的 .2 也 不 可 
能 定 出 一 个 有 确定 大 小 的 只, 4 的 值 既然 可 随意 取 , 那么 / 什 的 改变 应 该 不 影响 可 
观测 的 物理 量 的 理论 计算 值 .这 一 点 之 所 以 能 做 到 , 是 因为 当 /改变 时 , 重 正 化 党 
数 也 将 随 之 改变 , 从 而 / 值 改变 直接 引起 的 物理 量 理论 值 的 变化 , 将 通过 重 正 化 党 
数 改变 所 引起 的 变化 而 得 到 补偿 


6.3 质量 无 关 的 重 正 化 和 重 正 化 群 方程 


实际 的 理论 中 通常 都 含有 有 质量 的 粒子 , 因此 我 们 将 直接 讨论 m 冯 0 情况 下 
的 重 正 化 群 方程 . 在 本 节 中 , 耦合 常数 仍 都 是 量 纲 为 1 的 常数 , x(z) 仍 表 示 一 般 的 
场 量 . 

Callan-Symanzik 方程 有 时 也 称 作 重 正 化 群 方程 . 但 本 节 所 讨论 的 只 是 狭义 的 
重 正 化 群 方程 , 即 通过 改变 重 正 化 点 所 推出 的 方程 , 不 包括 Callan-Symanzik 方程 在 
内 . 后 者 应 用 于 质 壳 或 零 动量 点 ( 设 m 关 0) 重 正 化 方案 下 的 顶 角 函数 , 不 含 任 意 的 
重 正 化 点 AQ . 


1. 质量 无 关 的 重 正 化 


在 通常 的 MOM 重 正 化 方案 中 , ZX, Zo 以 及 ms/m 都 是 通过 在 某 个 动量 ( 重 正 
化 点 ) 处 的 顶 角 函数 来 定义 的 , 因而 与 理论 中 所 含 的 质量 参数 有 关 . 这 时 , 重 正 化 群 
@ Callan-Symanzik 方程 是 利用 重 正 化 的 下 述 基本 性 质 “ 从 总 拉 格 朗 日 函数 -2 (XpB,gB,mB) 出 发 ， 


经 过 规制 化 所 计算 出 的 [xB,gB,mB, 4 在 4 一 oo 时 化 为 [x,g,m]. 即 厂 中 引起 发 散 的 4 都 被 吸收 
到 重 正 化 场 量 和 其 他 参数 中 去 ” , 通过 考察 在 A, 9B 和 XxB 不 变 的 条 件 下 , 了 对 mB 的 变化 而 推出 来 的 . 


第 六 章 ” 重 正 化 群 方程 和 顶 角 函数 的 大 动量 浙 近 行为 . 349 . 


方程 处 理 起 来 比较 复杂 . 1973 年 4 Hooft 和 Weinberg 采用 了 与 大 量 无 关 的 重 正 化 ， 


9294) 为 例 9 , 对 他 们 的 方案 进行 说 明 
+ Hoof 的 方案 就 是 维 数 规制 化 基础 上 的 MS 重 正 化 在 这 种 方案 中 , 当空 间 
维 数 延 拓 到 s 时 , 9 的 量 纲 筹 次 为 5(s -4 = -e/2. 于 是 


p=27 9pB 
m2? 一 ZJ ms, (6.3.1) 


9 一 2 19gBHT2/ 2 


其 中 的 Z。，2m， Zo 都 将 不 依赖 质量 m 而 只 是 9 的 函数 . 

对 于 单 圈 图 的 重 正 化 , 论证 是 比较 简单 的 . 步骤 如 下 : @ 因为 我 们 所 考虑 的 是 可 重 正 
化 理论 , 极点 的 系数 只 能 是 外 动量 的 有 限 次 多 项 式 , 而 在 费 恩 曼 积分 中 , 质量 与 分 母 中 的 外 
动量 组 合 在 一 起 (例如 见 式 (5.3.2)), 由 此 可 得 出 极点 系数 至 多 是 质量 m 的 有 限 次 多 项 式 . 
我 们 也 可 从 s 维 空间 中 的 基本 积分 公式 (例如 式 (5.3.15)) 来 得 出 这 一 结论 ， 此 积分 只 当 
5 十 1 一 n 在 s 一 4 时 大 于 或 等 于 零 才 含有 极点 ,该 式 右 方 的 (a?)3+1"(m? 就 食 在 a? 中 ) 
等 于 (o?)?+re- Se < (az)2rt" (1 -SIna?)， 因 此 极点 系数 正比 于 (a?)?11-",， 其 军 次 
2 十 1 一 n 为 正 或 零 ，@ 从 极点 系数 中 分 出 来 的 Zp, Zm， Zv 等 都 是 量 纲 为 1 的 数 , 如 果 它 
含有 m, 就 只 能 是 (2) 的 圭 次 式 . 但 几 仅 可 能 以 对 数 形式 出 现 , 因为 费 恩 曼 积分 对 i 的 
依赖 来 自 gy/?. 这 就 表明 , m 和 j 都 不 可 能 出 现在 极点 的 系数 中 . 

当 .2 中 含有 几 个 质量 m; 时 , 质量 也 不 可 能 以 mj/mi 的 形式 进入 Zo 和 2o, 因为 通 
过 参数 化 , 所 有 的 rnj 都 线性 地 组 合 在 一 起 . 这 时 (6.3.1) 第 二 式 应 修改 为 


mi = (2Z72)imBy 


根据 同样 的 理由 , 矩阵 (Zm%?) 也 与 质量 参数 无 关 . 

对 于 多 圈 图 ， 上 述 证 明 的 方法 失效 ， 因为 单 图 图 有 限 项 中 所 售 的 jazz， 可 以 出 现在 加 
低 阶 极点 的 系数 中 . 只 当 不 同 多 圈 图 中 出 现 的 这 类 项 互相 消去 , 才能 得 出 各 个 重 正 化 常数 与 
质量 无 关 . 这 里 不 再 详 述 ,读者 可 参见 其 他 文献 或 专 着 


关于 Go 和 Zo 不 会 合 In 可 以 通过 下 述 的 简单 论证 得 出 . 在 应 用 维 数 规制 

化 来 计算 极点 项 时 , 对 外 动量 并 无 限制 , 可 以 取 在 欧 几 里 得 区 . 于 是 规制 化 的 I2 和 
m2 

714 在 取 零 质量 极限 时 不 会 出 现 红 外 发 散 , 这 样 , Ze 和 2 中 就 不 能 含有 in 因子 . 


@ 这 里 把 ps 的 耦合 常数 写成 了 9 , 故 gs 的 量 纲 宪 次 仍 为 =/2. 
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但 对 于 Z, 上述 论据 就 不 够 了 . 2 的 质量 无 关 性 还 要 求 [2 中 的 极点 项 对 m2 的 微 
商 也 不 含 红外 发 散 . 例如 , 当 [5 含 (mn 下 形式 的 项 时 , [2 并 无 红外 发 散 , 但 


Zn 的 轩 图 中 将 仿 in 只 有 各 图 图 中 出 现 的 这 样 的 项 互相 消去 ,2 才能 与 质量 
无 关 . 关于 各 个 2 与 质量 无 关 的 一 般 证 明 可 参见 Collins 的 讨论 (Nucl. Phys. B80， 
341, 1974). 

Weinberg 提出 的 是 零 质 量 MOM 重 正 化 方案 2. 我 们 仍 借用 上 面 所 引 的 标量 
场 例子 来 说 明 其 基本 思想 (尽管 Weinberg 指出 此 方案 不 能 应 用 于 标量 场 ). 设 从 总 
拉 格 朗 日 函数 .多 出 发 , 经 过 截断 规制 化 计算 出 生成 泛 函 [ppB,gB,m3, 4, 然后 求 
出 未 重 正 化 的 二 点 和 四 点 顶 角 函数 及 2)(p,gB,m2, 4) 和 [A (pj,g9B,m3, 4). 零 质 
量 MOM 方案 是 用 在 p= py?, m3 =0 处 的 微 商 值 来 定义 Zs 和 Zn， 


dT (p, gB, ms 多， A) 


一 太一] 
d(p?) 2_ 2ma0 
, 0 (6.3.2) 
d72 (p,gBm$, 4) gl 
d(m%) p2=2, m3 =0 ™ 人 


4 
在 (8 = -gay 多 的 情况 , 我 们 采用 [4 四 在 成 =/2，s =t= 一 5312,7 志 =0 点 


的 值 来 定义 g( 或 2o)， l 
IT4®) (py,9B, mS, A)lp2—p2,s-t—_ $2,m20 =—27'g9=—20 2 9B, (6.3.3) 
然后 定义 重 正 化 场 量 和 重 正 化 质量 为 
0 Zo pa (6.3.4) 
m? = Z72 m3. 
如 果 按 式 (6.3.2) 定义 的 Zr 存在 , 而 且 当 4 一 co 时 下 式 成 立 
lm TIpa,gBmB, 朋 =TIpgm 4 (6.3.5) 


即 忆 中 的 发 散 都 能 吸收 到 上 述 定义 的 重 正 化 常数 和，2Z。 和 2 中 去 , 那 就 表示 
这 种 重 正 化 方案 能 够 成 立 (注意 , 这 里 讨论 的 对 象 并 不 是 零 质量 的 理论 , 而 只 是 用 
m3 = 0 时 的 TL 引 和 已 2) 的 值 或 微 商 值 来 定义 重 正 化 常数 ). 

Weinberg 在 他 的 文章 中 , 对 规范 场 与 旋 量 场 相互 作用 的 情况 下 此 种 重 正 化 方 
案 的 有 效 性 , 进行 了 归纳 法 的 论证 . 对 于 有 标量 场 的 情况 (包括 上 面 我 们 借用 来 说 


@ Phys. Rev. D 8, 3497, 1973. 
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明 其 基本 思想 的 例子 ), 他 指出 这 种 方案 并 不 能 直接 应 用 , 原因 是 , 对 标量 场 , 自 能 图 
是 平方 发 散 , (6.3.4) 第 二 式 将 不 成 立 . 代替 它 的 是 m? = mB + 6m*, 5m” 中 有 正比 
于 42 的 项 %. 
一 些 作者 指出 (参见 Pascual & Tarrach, Nucl. Phys. B174, 123, 1980), 当 把 这 种 零 质 
量 重 正 化 方案 应 用 到 非 阿 贝尔 规范 场 时 ， 从 各 个 顶 角 所 定 出 顶 角 重 正 化 常数 将 不 满足 等 式 
Zs ZZ ZY 21 


Za Zr Zoo ZY 

为 了 保持 这 一 等 式 , 使 规范 耦合 常数 具有 统一 的 值 ， 只 能 从 其 中 一 个 顶 角 按 Weinberg 方案 
直接 计算 顶 角 重 正 化 常数 , 然后 通过 上 式 来 定义 其 他 顶 角 的 顶 角 重 正 化 常数 . 或 者 说 , 我们 
只 能 通过 一 个 顶 角 来 定义 Zo, 并 用 这 个 Zo 来 构造 所 有 有 关 的 抵消 项 . 

Weinberg 方案 与 MS 方案 相 比 , 优点 是 , 在 QCD 微 扰 计 算 中 收敛 性 较 好 ( 当 万 
取 在 所 研究 的 能 区 范围 内 时 ), 即 高 阶 的 修正 较 小 . 这 是 因为 它 比 MS 方案 较为 接近 
普通 的 MOM 重 正 化 方案 . 缺点 是 , 重 正 化 群 方程 中 的 8 函数 和 ?7m 函数 (定义 见 
式 (6.3.9)) 的 高 阶 值 与 规范 参量 上 有 关 . 对 此 , 一 些 作者 提出 了 修改 的 方案 (Espriu 
& Tarrach, Phys. Rev. D25, 1073, 1982; Valent, PAR-LPTHE, 82/08, 1982). 


2. 重 正 化 群 方程 

我 们 先 按 人 Hooft 的 MS 方案 来 推导 重 正 化 群 方程 . 将 总 拉 格 朗 日 函数 分 成 
.2 + 6., 其 中 5. 通过 逐 阶 抵消 极点 项 的 办 法 来 确定 . 由 此 可 以 求 出 Ze, Zr 和 
Z,. 如 前 所 述 , 它们 只 是 9 的 函数 , 不 含 m 和 4. 但 在 用 斐 合 常数 表示 时 , 将 通过 
gppr-e/2 形式 而 含 凡 从 -2 十 522 计算 出 的 重 正 化 顶 角 函数 I,(pj; 9, mj) 将 不 仿 
极点 =. 另外 总 拉 格 朗 日 函数 也 可 表 为 乡 (Xa,98,ms), 从 通过 维 数 规制 化 计算 
出 的 未 重 正 化 项 角 函数 为 KB) (pi;gB,ma, =), 其 中 不 合 /了 与 TA3) 的 关系 是 


1 1 
IT,(p;; 9, ™, 用) 一 Zr (ga ) TB) (promma ) ) (6.3.6) 


其 中 , Zr 代表 Ti 的 重 正 化 常数 , 即 各 个 外 线 粒 子 波 函 数 重 正 化 常数 平方 根 的 积 
(Zr 的 宗 量 为 g, 在 换 用 gs 表示 后 , 即 可 写成 上 述 形式 ). 另外 , 上 式 应 理解 为 一 0 
的 极限 . 

@ 这 一 问题 或 许 并 不 严重 , 可 以 规定 正比 于 42 的 项 为 零 ( 维 数 规制 化 就 没有 这 样 的 项 )， 重 要 的 问题 
是 按 式 (6.3.2) 定义 的 Zm 要 存在 ( 即 2 无 红外 发 )， 而 且 式 (6.3.5) 成 立 . 对 于 标 


2 
dmsp 


m=0,p2=p 
dB) m2 

,一 2 中 含有 In 一 苹 形式 的 项 , 故 Zm, 是 发 散 的 (Collins, Phys. Rev. D10, 1213, 1974). 
dmsp p2=12 多 


2 
附带 指出 ， 上 页 结果 只 能 说 明 极点 项 中 不 含 mn- 交 并 没有 议 县 项 中 也 不 含 它 . 
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我 们 也 可 将 式 (6.3.6) 写成 
1 
Zr (gar® ) T,(pj; gm, = 也) (Pigsma, = . (6.3.7) 


此 式 表 明 : Ti 在 除 以 Zr 后 再 用 裸 参量 gs, ms 表示 时 , 就 与 重 正 化 点 4 的 取 值 无 
关 (Th 本 喘 用 裸 参 量 表 示 时 之 所 以 仍 与 上 4 有 关 , 原因 就 在 于 外 线 粒 子 的 波 函 数 重 
正 化 与 4 有 关 ). 

将 式 (6.3.6) 两 侧 取 对 数 , 然后 在 p 以 及 ms, gs,e 不 变 的 条 件 下 对 Iny 作 偏 微 
商 , 微 商 完 后 仍 取 < 一 0，mB, 9B8 不 变 也 就 是 总 乡 ( 即 .Za + 562) 保持 不 变 . 这 样 
当 / 改变 时 , 重 正 化 耦合 常数 9 和 重 正 化 质量 m 要 随 之 改变 , 故 得 


< 一 0 1 Op p,m,g Op gB,éE 09 p,m Hh On MB,9B,E om P,9,0 


— jim se ) 
se Op J ype 


2 
~ Olnn 


(6.3.8) 


其 中 , -2_ 已 写成 pp 下 述 三 个 函数 在 重 正 化 群 方程 中 具有 重要 意义 , 它们 的 定 


义 是 


1 .. (人 
Ym =—Hlim | 一 一 
A < 一 0 Ok MbgB,E 
lim ( 
-一 1 ) 
< 一 0 On MBIB,E 
。 OlnZr 
Yr 三 三 一 im ( ) . 6.3.9 
Tr HT On je ( ) 


下 面 将 证 明 , 当 6, ym, Yr 用 重 正 化 参量 表示 时 , 此 极限 存在 . 
pb 和 Ym 也 可 像 YT 那样 用 重 正 化 常数 Ly 和 Lm 表示 出 来 ， 


OlnZ 
PB = —gpn lim ( < ) , 
eT0\ Op /ge 


1 (2 
m 一 一 ln 。 
了 A On gpye 


29 
On 


(6.3.10) 


0 (多 ) 在 下 式 中 写成 了 ( ) ， 这 是 由 于 g = 2719Bp-。/2, 而 Zo 与 质量 无 关 
HL mB,g9B,E 9 
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在 下 文中 Yr 将 称 为 I 的 反 篆 量 纲 , ym 称 为 质量 的 反常 量 纲 (理由 见 下 节 第 2 小 
节 ). 在 MS 重 正 化 中 , 在 用 重 正 化 参量 表示 时 , 它们 只 是 9 的 函数 . 
在 引入 B, Ym 和 ?7r 后 , 式 (6.3.8) 就 化 为 


O 0 
(六 + tT YmMma For ) alps9,m 0) =0 (6.3.11) 


这 就 是 我 们 所 讨论 情况 的 重 正 化 群 方程 2. 
为 了 说 明 此 方程 的 含意 , 我 们 先 设想 Zr = 18. 这 时 从 式 (6.3.7) 看 出 , Ti 在 用 
供 允 时 六 与 重 正 化 点 4 的 取 值 无 关 . Zr = 1 对 应 于 Yr = 0, 式 (6.3.11) 就 化 


为 (wp 基 十 0 +?mma ) 7-0 它 的 合意 就 是 /的 变化 所 直接 导致 的 的 改 


变 ， 将 通过 9 和 m 的 变化 引起 的 间接 改变 而 得 到 补偿 , 也 就 是 说 这 三 项 变化 产生 的 
总 效果 为 零 . 实际 的 I 在 用 裸 参量 表示 时 与 上 4 有 关 , 体现 在 式 (6.3.6) 右 方 的 Zr 
上 . 这 时 式 (6.3.11) 的 含意 就 是 上 述 三 项 变化 产生 的 效果 并 不 完全 相 消 , 而 等 于 反 
常量 纲 yr 乘 上 Ti 的 负 值 . 

在 对 6, ym 等 作 一 般 性 的 讨论 之 前 , 我 们 先 利用 5.4 节 的 结果 来 计算 非 阿 贝尔 
规范 理论 中 6, Ym, … 的 单 圈 图 的 值 , 以 取得 对 它们 的 具体 了 解 . 5.4 市 给 出 的 单 圈 
图 Zo 为 


由 此 得 


@ 如 果 重 正 化 质量 与 裸 质量 关系 是 mj = (2 元 1)jkmBk， 即 多 个 裸 质量 之 间 有 混合 . 则 有 Bs - 
0(Zm )jk 

9 VAM 
—(Zm a 


Orm; 


Bk， 两 边 乘 以 (Zn')it(Zm)i; 后 即 化 为 
Ts (2 元 


= (2 Dn En = 
1)jkgMBE- 

0(Zm 
若 定义 2), 二 , 即 得 jp 2 Oomamm 


这 时 , 式 (6.3.11) 中 的 ym 应 换 为 (Ym)iym 0 

@ 如 果 研 究 的 对 象 不 是 I 而 是 Gn Tn， 就 会 出 现 这 种 情况 , 参见 式 (6.3.16). 因此 这 里 的 Tn 也 可 看 
作 是 代表 Gn Tn. 

@ 上 式 Zo 中 第 二 项 与 耦合 常数 gp 成 正比 , 求 对 数 时 应 作为 小 项 , 换 句 话说 , 我 们 将 只 保留 ln2Zg 中 
含 而 全 常数 最 低 硕 次 的 项 . 
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OlnZ, gpu™® /11 2 
Ge ),. -Mr (Fc6-30) 
我 们 看 到 , mm2。 中 的 极点 在 作 上 述 微 商 后 被 消去 ， 将 上 式 右 方 再 回 过 来 用 9 表示 
(即将 其 中 的 gs 用 9 表示 出 来 ), 则 在 准 到 g? 的 近似 下 即 为 


由 此 得 6 的 最 低 阶 值 就 是 
Blg) =— 2 (¥c - 50 ) , (6.3.12) 


如 前 所 述 , 它 是 9 的 有 限 函 数 , 并 与 m, p 以 及 无关. 
5.4 节 给 出 的 旋 量 场 质量 重 正 化 常数 Zr 等 于 


3 
Lm=1 16759 Owe 
参见 式 (5.4.32). 用 同样 的 方法 可 求 出 最 低 阶 的 ym 为 
2 
yn 一 -3 | (6.3.13) 


它 也 是 9 的 有 限 函 数 , 并 与 m, y 和 & 无 关 . 
对 于 规范 场 与 旋 量 场 的 项 角 , 重 正 化 常数 Zr 可 表示 24*，2Zy” 短 次 的 乘积 


/enza’” _1 924 ) 
YA 一 H Op 本 ot Op jp 》 
ggB)E ’ 


an27 7 1 /BlnZy 
wo a op J 
gB ye gB,E 


则 yr 即 为 -74, 一 yy 等 因子 的 和 . 利用 5.4 届 的 结果 , 最 低 阶 的 m24 和 InZy 分 别 


(6.3.14) 


为 ， ， 
gf5_ -Ice | 
A rie 2 )c $Cv 2 
2 
__9 pee? 
nw = Ton vee 
于 是 即 可 求 出 ， 
__9 |/5_t-l\o_4 
4 (3 2 k $0y |， 


(6.3.15) 


9 
yy = T6r2iCwe: 


第 六 章 “” 重 正 化 群 方程 和 顶 角 函数 的 大 动量 渐 近 行为 . 355 . 


它们 分 别称 为 规范 场 和 旋 量 场 的 反常 量 纲 , 其 值 仍 与 m, / 无 关 , 但 同 € 有 关 
下 面 我 们 来 证 明 ， 当 6, Ym, Yr 等 用 重 正 化 参量 表示 时 , 将 不 含 极点 项 , 从 而 
= 0 的 极限 存在 . 仍 以 pt 作用 为 例 
为 此 , 先 将 重 正 化 群 方程 推广 应 用 到 量 GnT。. 由 于 
GT = GB) TS), 
故 它 的 重 正 化 群 方程 即 为 


0 0 0 
© 0 一 0. .3.1 
(ni +B + mm Ga 0 (6.3.16) 


取 m=0, 由 于 6 与 m 无关 , 故 这 样 做 不 影响 6 的 值 . 由 此 得 出 


0 

/5 
6 = -和 一 一 一 
A nln 7 一 


(Gn Ti, )}m=0 


上 式 右 方 在 用 重 正 化 参量 表示 时 是 不 含 极点 的 , 这 就 得 出 当 s 一 0 时 , 8 的 极限 存 
在 . 由 于 6 与 mm 无 关 , 它 也 不 能 依赖 y, 从 而 可 表 为 


Bb = 8(9), (6.3.17) 


即 6 是 g 的 有 限 函 数 . 
将 此 结果 代 回 式 (6.3.16), 就 可 把 ym 表 为 


由 此 可 知 , 当 7m 用 重 正 化 参量 9 表示 时 , e 一 0 的 极限 也 是 存在 的 . 由 于 Zr 与 质 
量 无 关 , 它 同 样 只 是 9 的 有 限 函 数 , 即 


Ym 一 Ym(g)- (6.3.18) 


最 后 , 将 B(g) 和 ym(g) 代入 TI 满足 的 重 正 化 方程 (6.3.11), 又 可 证 明 Yr 作为 
9 的 函数 也 是 不 含 发 散 的 , 亦 即 < 一 0 时 ， 


Yr = Yr(g). (6.3.19) 
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如 果 采 用 Weinberg 零 质 量 重 正 化 方案 ( 仍 看 前 面 所 设 的 标量 场 的 例子 ), 则 Zr 


Zr (ee 4) ) 
4 
在 这 里 gs 是 量 纲 为 1 的 . T 与 [A3) 的 关系 与 式 (6.3.6) 相似 
IT (pj;; 9, m, 4) = Zr (ga “ T(3)(p;; ga, mB, A). (6.3.20) 


此 式 右 侧 也 应 理解 为 4 一 oo 时 的 极限 . 
同样 将 式 (6.3.20) 两 侧 都 取 对 数 , 然后 在 (p, MB, gs, 4) 不 变 的 条 件 下 对 jn1w 
作 偏 微 商 , 即 可 得 出 与 式 (6.3.11) 完全 一 样 的 重 正 化 群 方程 , 其 中 


Og OlnZ 
B= (如 = —gh ( 4 ) , 
On gB,A On gB,A 
1 ( 2 ) 3) 
Ym 三 【HO 一 KH ) 
7 on gBmB,A On gB,A 


(3B) 
Tha : 
H gB,4 


在 Weinberg 方案 成 立 的 条 件 下 , 同样 可 论证 当 6, ym, Yr 用 9 表示 时 , 4 一 oo 的 
极限 存在 , 并 且 只 是 g 的 函数 2. 
对 于 规范 理论 ， 用 还 依赖 所 取 的 规范 . 在 用 上 规范 时 , 重 正 化 群 方程 中 将 增加 


"去 的 项 . 对 4 Hooft 方案 , 由 上 = 246, 即 得 


Qa=h (六 ) = —éh (3 = —2&€74,， (6.3.21) 
On gB,é€B,E On gB,é€B,E 


与 规范 场 的 反常 量 纲 74 成 正比 . 这 时 重 正 化 方程 的 形式 为 


0 0 0 0 
L464y me +a +yr)T,(p,gé,m,n)=0. 6.3.22 


如 果 取 明道 规范 , 根据 式 (6.3.21) 将 有 


Q = 0, 


@ 关于 Weinberg 方案 以 及 MS 方案 中 6 和 ym 两 图 图 的 值 可 参见 Espriu & Tarrach 文 (Phys. 
Rev. D25. 1073, 1982) 及 所 引文 献 . 
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式 (6.3.22) 就 化 为 原来 的 较 简 单 的 形式 , 即 式 (6.3.11). 另外 要 指出 的 是 , 对 于 规范 
理论 , 在 6, Ym, Yr 的 定义 中 , 对 4 微 商 还 应 增加 保持 &B 不 变 %. 

8, Ym; Yr, a 等 一 般 说 来 是 g 和 & 的 函数 . 但 Gaswell 和 Wilczek(Phys. Lett. 
49 B, 291. 1974) 以 及 其 他 一 些 作 者 证 明了 , 在 4 Hoott 的 MS 方案 中 , 6 和 xm 仍 
然 只 是 9 的 函数 , 与 上 无 关 @. 这 一 结果 在 前 面 给 出 的 Y 和 ?7m 的 单 圈 图 近似 值 式 
(6.3.12) 和 (6.3.13) 中 已 经 显示 出 来 . 

根据 6(9) 和 ?7m(9) 的 规范 无 关 性 , 我 们 不 仅 可 以 选择 计算 上 比较 方便 的 费 轧 
曼 规 范 来 求 出 5(g) 和 7(9), 而 且 还 能 说 明 非 阿 贝尔 规范 场 的 一 些 重 要 性 质 (如 渐 近 
自由 性 ) 与 规范 的 选择 无 关 (参见 下 市 ). 


3. 有 关 Bb, Ym, “YT 高 阶 值 的 讨论 


在 采用 抵消 项 的 方式 来 进行 重 正 化 的 计算 时 , 得 出 的 Zs, Zm, 2Zx 等 直接 就 是 
以 重 正 化 耦合 常数 9 为 宗 量 的 函数 . 在 考虑 了 高 阶 图 以 后 , 将 出 现 高 阶 极 点 . 例如 
Zs, 在 MS 方案 中 可 表 为 


Z, =1+ > Alg) (6.3.23) 


其 中 , Ai(g) 又 可 展 为 9 的 医 级 数 ( 医 次 为 正 ). 我 们 来 证 明 , 6(g) 将 由 4A1(g) 完全 确 
定 , 而 且 2Zo 中 的 其 他 系数 4A2(g), 4s(9) … 等 也 都 由 A1(g) 确定 . 为 此 , 我 们 先 不 
令 e 一 0( 保 留 它 为 小 量 ), 并 定义 


Blg,e)=4 (BE) 。 . (6.3.24) 


将 
_ 一 E/2 7—1 
9 一 9gB1 /22; 


代入 式 (6.3.24), 并 利用 2Zo 为 9 和 的 函数 ( 见 式 (6.3.23)), 即 得 


@ 关于 Weinberg 方案 以 及 MS 方案 中 , 8 和 ?7 的 二 圈 图 近似 值 ， 可 参见 Espriu and Tarrach 文 
(Phys. Rev. D25, 1073, 1982). 

@ 参见 Gross 文 , Methods in Field Theory P.194. 此 文 还 讨论 了 68 和 ?m 的 其 他 重要 性 质 , 参见 
p. 177. 
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b(g,e) = (6.3.25) 


前 面 已 经 证 明 , 8(g,e) 不 含 极点 项 当 < 0 时 , 它 趋 于 有 限 的 极限 ( 即 8(g)), 因此 
B(g,e) 按 e 的 展开 式 中 不 能 有 的 负 短 次 . 但 是 按照 式 (6.3.23), g (Bs) 只 有 
< 的 负 备 次 0, 我 们 可 将 它 表 为 


(Be ) = 》、 Bilg ug) (6.3.26) 
E [一 1 
其 中 第 一 项 系数 可 以 容易 地 求 出 , 即 
Bi(g) = 人 (6.3.27) 


将 式 (6.3. .26) 仆人 全 (6.3.25), 并 将 分 母 作 展开 . 不 难看 出 , 右 方 的 非 负 须 次 只 有 两 
项 , 即 -59+ 7B1(9), 其 余 丝 为 负 竹 次 , 根据 前 面 所 述 的 理由 它们 应 当 自 行 消去 . 由 
此 即 得 


Bl(g,e) = -39 十 2 Bi(g) = -3 十 5 2 (6.3.28) 
了 和 1 2d41(9) 
Hg9) = lim blg,e) = 29 一 ay ， (6.3.29) 
果然 只 由 Ai(g) 决定 . 从 上 式 还 可 看 出 , 8(g) 含 9 的 最 低 客 次 至 少 为 9 
从 负 寡 次 项 应 当 自 行 消去 , 可 以 得 出 
9 = B(g) (4 ro) 1>1. (6.3.30) 


推导 这 一 结果 的 比较 方便 的 办 法 是 : 先 将 式 (6.3.25) 写成 


p95) [2 +9 (Be )| = -S92 


@ 在 微 拢 论 的 架构 下 ， 式 (6.3.23) 中 的 》、 < 于 将 看 作 小 量 ， 因 此 ,InZ。 = 》 “22 - 
l=1 


l 
l=1 < 
2 
1 3 
二 >》 十 .….， 
l 
; (> E 


@ 如 果 不 习惯 将 极点 项 作为 小 量 来 展开 , 可 采用 另外 的 处 理 : 即将 式 (6.3.25) 先 化 成 下 面 的 式 (6.3.30b)， 
然后 将 6(g,s) 写成 B(g) + es61(9) 十 e2B2(g) 十 .…，, 并 代入 , 再 比较 系数 . 
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然后 将 式 (6.3.23) 和 (6.3.28) 代入 再 通过 乏 项 比较 系数 来 完成 
式 (6.3.30) 是 一 个 递 推 关系 .由 于 对 所 有 的 !， 4:(0) = 0, 于 是 由 式 (6.3.30)， 
4&9) = 三 汪 虹 [4&9)+g 加]ag' 知道 hi(g) 即 可 定 出 4a(9), 然后 可 定 


出 As(g), .…. 这样 不 仅 8(g) 由 2 一 阶 极点 上 的 留 数 A1(g) 完全 确定 , 而 且 Zo 所 
有 高 阶 极 点 上 的 系数 A1(g)(l > 1) 也 都 由 A1(g) 确定 . 因此 在 计算 Zs 时 , 重要 的 是 
计算 它 的 一 阶 留 数 . 

设 A1(g) 为 g? 的 需 级 数 


Ai1(g) = a1g9? 十 aag 十， (6.3.31) 
则 按 式 (6.3.29), 得 出 6(9) 为 
P(g) = aig 十 2a29g +. (6.3.32) 


有 了 P(g) 和 Ai(g) 即 可 依次 求 出 A2(g), 4A3(g), …, 结果 为 


3 11 
A2(g) = 53019 十 可 al029 十 - (6.3.33) 
15 61 
As(g) = og + F0029 + (6.3.34) 


以 上 结果 表明 hi(g) 中 9 的 最 低 需 次 为 2 即 二 ”极点 在 9” 阶 的 微 扰 论 的 Zo 结果 
中 才 开 始 出 现 . 或 者 说 , 当 我 们 求 出 9” 阶 的 Z, 时 , 其 中 只 含 从 一 阶 到 阶 的 极点 


2， 三，…, 广 . 我 们 还 看 到 , 高 阶 微 扰 论 算出 的 “2 中 高 阶 极点 ” 与 低 队伍 拓 华 算 


E 


出 的 “Z 中 低 阶 极点 "之 问 有 着 某 种 联系 例如 从 多 阶 微 扰 论 计算 出 中 的 
系数 (入 (g) 中 的 第 一 项 19 不仅 沁 定 了 4， 阶 入 论 中 算出 的 可 的 系数 
As(g) 中 的 第 一 项 5a?g 和 ,而 且 决 定 了 所 有 92 阶 微 扰 论 中 5 的 系数 (At 中 的 第 一 
而. 正 是 这 种 联系 使 重 正 化 群 方程 能 从 低 阶 微 拓 ; & 的 结果 计算 机 所 有 高 队 仙 扩 论 
中 的 领头 项 (因为 顶 角 了 数 (未 重 正 化 ) 中 二 等 次 的 系数 与 aa 筷 筹 次 的 系数 之 间 
有 着 一 定 的 关联 在 5.4 节 的 单 轩 图 中 , 我 们 就 曾 见 到 过 这 种 关联 ) 
对 yn 可 类 似 地 处 理 . 在 MS 方案 中 , 2 可 表示 成 


OO / 
Zn =1+》、 “9, (6.3.35) 
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其 中 , 4i 亦 为 g 的 正大 次 级 数 . 定义 
OlnZnm, 
Ym(g,E) 二 一 人 (3 2 (6.3.36) 


同样 e 未 取 极 限 (保留 为 小 量 ). 利用 式 (6.3.24), 上 式 可 表示 成 


Ym(g,E) = —P(g, e) (S32) . (6.3.37) 
式 (6.3.37) 也 可 化 为 
92n (92) 
E)Zm (9} ) +pB a | 55 = 0. (6.3.38) 
根据 < 中 只 含 = 的 负 吞 次 项 而 ya(g,e) 又 不 能 含 = 的 负 笃 次 项 , 即 可 从 
式 (6.3.37) 定 各 Ym(9,E) 只 有 一 项 : 
_1 dAi(g) 
Ym(g,E) = 39 a , (6.3.39) 
因而 Tm(9) 也 就 是 Tm(9;E)， 
TYm(9) =3 2 (6.3.40) 
将 式 (6.3.39) 和 (6.3.28) 代入 式 (6.3.38) 还 可 得 出 
dA!’ / 
2 中 - Ym(g)Al(g) 十 pg) ug, (6.3.41) 


4; 同样 满足 条 件 41(0) = 0. 这 样 , 只 要 知道 41(9) 即 Znm 一 阶 极点 上 的 留 数 即 可 
确定 Ym(g), 再 加 上 B(g) 即 可 确定 2 中 所 有 高 阶 极 点 上 的 系数 hi(g), 1 > 1. 
关于 yr 的 讨论 可 同样 进行 , 这 里 就 不 再 重复 . 


6.4 顶 角 通 数 的 大 动量 渐 近 行为 , 非 阿 贝尔 规范 作用 的 
渐 近 目 由 性 
近 20 年 来 , 有 关 轻 子 与 核子 的 深度 非 弹性 散射 和 e+e- 淹没 成 强 子 的 实验 研 


究 , 对 进一步 揭示 强 子 结构 和 强 作 用 特性 起 了 重要 的 作用 . 轻 子 - 核子 深度 非 弹 性 
散射 不 仅 使 人 们 认识 到 强 子 是 由 更 小 的 点 状 的 粒子 (主要 是 旋 量 粒子 ) 所 构成 , 而 
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且 这 些 点 状 粒子 在 同 轻 子 散射 时 , 好 像 处 于 自由 状态 , 即 它们 之 间 几 乎 没有 相互 作 
用 . 这 些 旋 量 粒子 后 来 被 确认 为 就 是 专区 子 . e+e ”淹没 的 实验 进一步 证 实 , 至 少 到 
10- ”cm, 夸克 子 都 可 作为 点 粒子 . 并 给 出 了 有 关 夺 克 子 的 电荷 和 数目 的 知识 , 为 色 
量子 数 的 存在 提供 了 附加 的 证 据 . 这 些 结果 对 强 作用 理论 的 建立 有 着 巨大 的 作用 . 
理论 的 研究 表明 , 夸克 子 间作 用 的 渐 近 自由 性 , 对 强 作用 理论 模型 加 置 了 严格 的 限 
制 , 它 几 乎 排斥 了 除 QCD 以 外 的 所 有 其 他 强 作 用 模型 . 在 本 节 中 , 我 们 将 从 重 正 化 
群 方程 出 发 , 对 顶 角 函数 的 大 动量 渐 近 行为 作 一 般 性 讨论 , 并 将 盖 明 非 阿 贝尔 规范 
作用 所 特有 的 渐 近 目 由 性 质 . 


1. 顶 角 函数 随 动量 的 演化 方程 


在 6.2 节 中 我 们 已 经 指出 , 单单 从 量 纲 分 析 不 能 得 出 项 角 函 数 的 大 动量 行为 ， 
而 必须 与 重 正 化 群 方程 结合 起 来 处 理 . 

设 I, 为 任 一 重 正 化 顶 角 函数 , 我 们 来 考察 当 其 中 所 有 动量 p; 都 增 大 上 倍 时 ， 
六 的 变化 . p; 一 kp; 后 的 六 即 为 (rp; g,m, 1). 在 用 重 正 化 群 方程 来 研究 此 问 
题 时 , & 不 需要 取 极 限 (k 一 oo), 它 可 以 是 任何 正 数 , 甚至 可 小 于 1( 即 研究 小 动量 行 
为 )， 

设 ,的 量 纲 究 次 为 D. 在 上 一 节 中 , 我 们 已 从 其 纲 分 析 得 出 TT (rp; g, my) 可 
表示 为 


1 1 
Tn (Kp; 9, m, 1) 一 AT 区 x tp) ) (6.4.1) 


其 中 包括 重 正 化 点 的 改变 (一 zw 】 但 我 们 和 需要 的 是 对 于 选 定 的 重 正 化 点 六 随 
6 的 变化 .为 此 我 们 先 把 量 纲 分 析 用 方程 式 表示 出 来 , 以 便 将 它 与 重 正 化 群 方程 联 
将 及 (spig,m 和 除 以 AD, 其 值 即 为 量 纲 为 1 的 量 , 因而 可 表示 成 ,二 和 3 

kp m 


p’° kh 


KD mm 
T(rp;g,m,p) = pp" (2 J . (6.4.2) 


必 


7 
妇 二 一 ， 2 一 一 ， (6.4.3) 
Wh 
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则 有 (p 看 作 固 定 值 ) 
po Talsps 9, ma lms 
(6.4.4) 
_ nD i) Kp (让 | 
Dp f(y1,y2,9)—h ?|( 寺 uh T (By ,| 
再 利用 
a) (下 2 
Bk np mg Oy1 yag 忆 
(至 于 人 | =- (起 ) 2 
Om p’° pe’ jpg Oy2 ywgt 
即将 式 (6.4.4) 化 为 
O O 0 


此 式 即 为 式 (6.2.16) 的 推广 它 反 映 了 式 (6.4.1) 所 表示 的 I 中 动量 的 变化 与 内 和 
4 的 变化 之 间 的 关系 . 
为 了 从 上 式 中 消去 对 / 的 微 商 , 我 们 可 将 重 正 化 群 方程 (6.3.11) 代入 , 结果 得 


Btn)m Dr(9)| Tpig,m,) = 0 (6.4.0) 
这 就 是 的 演化 方程 , 我 们 将 从 此 式 来 研究 随 « 的 演化 

作为 一 个 简单 的 例子 ， 先 来 考察 61 节 中 讨论 的 F(x2p?, er?). 其 中 的 a 为 光子 波 
函数 重 正 化 点 取 在 jy 时 的 耦合 常数 . Fo 为 量 纲 为 1 的 量 , 其 反常 量 纲 也 为 零 , 因 从 aGpw = 
apGB) , 可 得 Fo = FB) (kr2p?, or, A). 

于 是 Fo 具有 简单 的 演化 方程 


0 O 2 2 2、_ 
Ka 一 Blaw) Bo Fo(k’p’ ,Qn, 1 )=0, (6.4.7) 


式 (6.4.6) 中 的 g 已 用 oy 代替 , 因为 式 (6.4.6) 中 的 9g 代表 重 正 化 点 为 4 处 的 耦合 常数 ,与 
这 里 的 an 相当. B(ay) 的 定义 是 


po) =4 (Pe ) 本 (6.4.8) 


我 们 来 推导 它 与 Gell-Mann-Low 函数 (ap) 的 关系 . 
Op 也 就 是 6.1 节 中 的 av Bh fas(v, a)， 而 在 4 固定 时 ， QB 不 变 也 就 是 质 壳 处 的 a 不 变 
( 因 a= Za( aa， 所)aa， 其 中 me 为 QED 中 电子 的 裸 质 量 . 在 这 里 也 是 取 定 不 变 的 ) 
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于 是 得 (利用 v = 广 /m” , 见 式 (6.1.7)m 代表 电子 的 物理 质量 , 这 里 取 作 质量 单位 ， 其 值 是 


固定 不 变 的 ) 
Oa 加 DOav\、 Ofas 四 
( on ),, ~ ( Ov ). -2 ( Ov ). = Wow), 


Blap) = 2p(0p). (6.4.9) 
为 了 求解 式 (6.4.7), 我 们 先 将 Fo 写成 “两 个 量 纲 为 1 参量 ”的 函数 Fo(z, an), 其 中 


即 


z= 2£. (6.4.10) 


0 0 yy 
bs pa) 元- 7| Folz, or) = 0. (6.4.11) 


此 式 显示 了 Fo“ 对 其 两 个 宗 量 的 依赖 ” 之 间 的 联系 . 将 五 按 an 的 展 式 中 


Fo(z, on) = op 十 asl(z) + Qs2(z) 十 Qs3(z) 十 (6.4.12) 
和 
1 


代入 式 (6.4.11), 再 比较 oa 的 系数 , 即 得 出 


asi(z) _ 1 
5mz ~ 3 
3 5 mm (6.4.14) 
ot) 二 3 十 a3 + o0(1), 
从 Fo(1, 4) = ap, 可 得 sn(z) 的 边 条 件 : 
s1(1) = s2(1) = s3(1) =:…. =0, (6.4.15) 


@ 关于 展 式 第 一 项 与 z 无 关 的 问题 , 参见 式 (6.1.27) 上 的 说 明 . 
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于 是 由 式 (6.4.14) 即 可 递 推出 s1(z), s2(z), s3(z),…, 代入 Fo 后 , 结果 就 是 


2 工 ]， kp” 
“3r 2 


Fol(r2p?, ap, p17) =ap + a 


[Lee 5 ep) fp] 
~ EE 人 本 ) tom \ "pp ) - ( A ) i 
(6.4.16) 
与 6.1 市 中 求 出 的 一 至 
从 以 上 推导 我 们 看 到 ,由 于 z 3 作用 到 Fo(z, ow) 上 不 改变 其 中 的 ow 震 次 ,而 B(arw) 5 
作用 后 要 升 高 au 的 宕 次 因此 , 方程 (6.4.11) 得 以 把 高 阶 微 扰 结 果 与 低 阶 微 扰 结 果 关联 外 
来, 形成 递 推 的 关系 
2. 顶 角 函数 的 大 动量 渐 近 行为 
我 们 来 考察 演化 方程 的 一 般 解 ， 为 此 , 先 定义 有 效 耦合 常数 g() 和 有 效 质量 
m(%) 9, 它们 也 称 作 跑 动 契合 常 数 和 跑 动 质量 . 定义 方程 和 边 条 件 分 别 为 


kg(k) = P(g(k)), 9(1)= 9, (6.4.17) 


和 


ma = Mm(k)Ym(g9(K)), m(l)=m. (6.4.18) 


当 B(g) 和 xmlg) 的 函数 形式 已 知 时 , 从 以 上 两 式 即 可 解 出 g() 和 m(k). 例如 , 在 
非 阿 贝尔 规范 场 情况 , 8(g) 的 单 圈 图 近似 值 为 


B(g) 一 —ag”, 
仿照 式 (6.1.24) 处 的 做 法 即 可 解 出 
02 
9 (6) = 1 + 2ag2lnn (6.4.19) 


当 a > 0 时 , g?() 随 着 变 大 而 减 小 , 而 当 a < 0 时, 则 随 < 变 大 而 增加 . 式 (6.4.18) 
的 一 般 解 为 


[9(*) Tm(g) qg’ 


m(k) = melr. Ym(9(w')) 站 二 mels 用 0 (6.4.20) 


@ 从 式 (6.4.17) 中 的 边 条 件 可 知 , 解 9(k) 中 还 含 参量 g, 同样 , 式 (6.4.18) 的 解 m(«) 还 含 参量 9 和 
m. 式 (6.4.17) 和 (6.4.18) 中 对 & 微 商 时 , g 和 mm 都 作为 不 变 的 参量 . 
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在 写 后 一 等 式 时 , 我 们 利用 了 式 (6.4.17). 式 (6.3.13) 给 出 的 ym 的 单 圈 图 近似 值 可 
写 为 

Ym 一 —bg”, 
于 是 由 式 (6.4.20) 求 出 


b/a 
m(k)=m ed = m(l + 2ag?lnk) /2° (6.4.21) 


上 式 中 的 g(r) 已 用 式 (6.4.19) 代入 . 从 式 (6.4.21) 可 以 看 出 , 当 “大 于 零 时 , m(k) 
随 着 变 大 而 减 小 , 当 5 小 于 零 时 , m(%) 随 着 变 大 而 增加 (当然 在 式 (6.4.19) 和 
(6.4.21) 的 适用 范围 内 ). 
有 了 g(e) 和 m(%), 即 可 得 出 演化 方程 一 般 的 解 ， 从 微分 方程 论 给 出 的 结果 
四 
为 
mepigm 内 =eoym (za sm (6.4.22) 


其 中 , D 为 I 的 量 岗 只 次 , f(k) 由 下 式 定 义 


FU = eff rl) ld" HE do (6.4.23) 


式 (6.4.22) 和 (6.4.23) 告诉 我 们 , 当 所 有 动量 都 增加 倍 时 , 六 除了 按 其 量 纲 寡 次 增 
长 ( 即 乘 上 ?了 ) 外 , 还 附加 地 增长 一 个 因子 f(r) = el ”等 ( 下 面 将 说 明 , 这 就 是 yr 
被 称 为 [的 反常 量 纲 的 原因 )、 此 外 , 中 的 参量 g 和 m 要 换 成 g(r) 和 二 m(n) 
如 果 ~m(n) 变 得 很 小 可 以 略 去 , 那么 灵 (p;g(n), 二 mm， 用 就 接近 于 以 g(r) 为 有 
效 耦 合 常数 的 零 质量 理论 的 [,(p; g(#),0,). 

下 面 , 我 们 对 附加 的 增长 因子 fp) 作 进一步 的 讨论 . 假如 yr(e') 为 一 常数 ( 即 
不 随心 变化 ), 则 f(r) 就 等 于 err, 式 (6.4.22) 右 方 的 增长 因子 就 等 于 ec2+7r, 这 样 ， 
刀 就 好 像 有 了 一 个 附加 的 量 纲 Yr. 又 如 果 yr(e/) 虽然 不 是 常数 , 但 在 心 大 时 趋 
于 一 个 非 零 常数 放 , 那么 在 大 上 极限 下 , 除了 一 个 缓 变 函数 ( 比 寡 函 数 变化 慢 ) 外 ， 
也 有 f(r) ~ r*r. 这 就 是 yr 被 称 作 反 常量 纲 的 原因 

式 (6.3.15) 给 出 的 Ya 和 yy 都 正比 于 g?, 因此 , 在 非 阿 贝尔 规范 场 与 旋 量 场 作 
用 的 情况 , 单 圈 图 的 yr 一 般 形式 ( 指 不 论 其 外 线 情况 及 n 的 数值 ) 为 


Yr = —brg”. 
@ 对 于 规范 理论 , 式 (6.4.22) 中 应 补 入 规范 参量 , 即 
1 
Tn (kp; 9,é, m4) = ro f(r) Tn (ps g(r), s(n) mA， 中 ) 


其 中 ,6() 满足 方程 SS = a(g(n),6(e)，a 的 表达 式 见 式 (6.3.21)， 
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再 由 86(g) = 一 ag’, 即 可 求 出 单 圈 图 近似 中 


br/a 
f(r) = (加) = (1 + 2ag2lnk) ®"/2°. (6.4.24) 


同样 , 当 br > 0 时 , ja) 随 “ 变 大 而 减 小 , 当 pr < 0 时 , f(x) 随 < 变 大 而 增加 . 

其 实 我 们 不 必 通 过 求解 微分 方程 就 可 得 出 解 的 表达 式 (6.4.22) 和 (6.4.23). 这 
种 通过 直接 分 析 而 导出 它们 的 方法 , 还 能 使 我 们 对 结果 的 意义 有 更 好 的 了 解 . 

首先 , 从 量 纲 分 析 将 IT,(kp; 9g, m4) 写成 


T(rp;g, m1) 一 1 (2 ,9 . (6.4.25) 


我 们 将 通过 变换 重 正 化 点 (1 一 jp = kp) 来 使 上 式 f 中 第 一 个 宗 量 回 到 7 在 
改变 重 正 化 点 时 , 将 保持 gp, ms 不 变 ( 因 总 2 不 变 ), e 仍 趋 于 零 . 要 注意 的 是 , 在 
这 种 变换 下 , 值 要 改变 , 因 式 (6.3.6) 右 方 中 的 [A 不 变 而 Zr (geu-e/2, =) 要 
改变 , 另外 , 9 和 m 也 有 变化 . 设 重 正 化 点 jw 所 对 应 的 重 正 化 耦合 常数 和 质量 分 别 
为 g 和 m', 则 有 


Zr (ga 
) T(rp;g', m,n). (6.4.26) 


Tn (kp; 9, M,NH) = C—O 
Zr (ga 一 
E 


对 In(kp;g ,mW 应 用 式 (6.4.25), 得 
/ / ，/ 1 D nu? nm 
Tn(Kp;g ,mMm ,NA ) 一 f(g ) = k f (2, 2 ， 


而 从 量 纲 分 析 (参见 式 (6.4.25)), 右 方 的 of (2, mm 9 又 可 化 成 e gm 咱 
于 是 ， 若 令 


1 
Zr (ga + 

4(gp, K, WE) = 一 一 一， (6.4.27) 

1 

Zr (ga He/2, + 
即 可 将 式 (6.4.26) 化 为 

1 

T(rp; 9, mm, KH) = A(gB, k, ,Ek TIT, (» g,， kim) . (6.4.28) 


我 们 只 要 证 明 g' 和 mm/ 就 是 式 (6.4.17) 和 (6.4.18) 所 定义 的 g(e) 和 m(k), 系数 4 
就 等 于 f(r), 那么 式 (6.4.28) 就 化 为 式 (6.4.22). 
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先 来 证 明 g' 就 是 g(#): g' 为 内 = 时 的 耦合 常数 , 当 gs, ms 不 变 4 也 取 定 
时 9 只 是 上 的 函数 9 就 是 limn (2)】 于 是 92 等 于 lmz (2322 
,9 六 大 ) dk A 年 KH Op joe dk es0 On jp 
即 jy 
0 / 
-> 一 . .4.2 
KR Bl(g’) (6.4.29) 


由 于 gs, ms 和 不 变 时 , g 和 m 也 不 变 , 故此 方程 与 式 (6.4.17) 相同 . 再 加 上 边 条 
件 也 相同 , 因此 g' 就 是 g("). 
同样 , 在 内 = ky 处 的 质量 可 表 为 


m’ = 2Z~!(gB, KM,E)mB, 
我 们 来 研究 它 作为 « 函数 的 变化 (上 式 右 方 其 余 参量 保持 不 变 ). m/ 对 的 微 丙 为 


dm OZm(gB,H,E) 
=—Zn (9B, WE) (人 
dx Op 9g9B,EMB 


=—m/’ (~ A， 3 ) 
On 9B)E 


于 是 , 乘 上 <“ 并 令 e 一 0 即 得 出 


dm 


dr 
此 方程 亦 与 式 (6.4.18) 相同 , 再 加 上 边 条 件 也 相同 , 同样 得 出 mm' 就 是 m(«). 
最 后 来 考察 式 (6.4.27) 中 的 4. 先 对 式 (6.4.27) 两 侧 取 对 数 : 


1 1 
InA =InZr (ga 2， ) —lnZr (ga 2072/ 2 ) 


/ 


ko = mym(g’). (6.4.30) 


| 
OlnZr (2 ) 


kL E ， 
=--/ a dy 
9B)E 

-| dl 

= rT(9 dp. 
在 此 式 中 y/' 代表 积分 变量 (不 是 kj, 9' 为 凡 点 的 耦合 常数 , s 最 后 是 趋 于 零 的 . 再 
今 

WW = wh, 

上 式 即 化 为 


[a 1 | 
In4 = | 一 TFCANA ))dr. 
1 上 矿 
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A=elf re) 一 ne) (6.4.31) 


这 样 , 不 仅 完成 了 式 (6.4.22) 的 证 明 , 而 且 阐 明了 g(r) 和 m(n) 的 意义 , 它们 就 
是 重 正 化 点 变 成 ku(gB,ms, 不 变 ) 时 的 重 正 化 耦合 常数 和 重 正 化 质量 . Fe) 则 代 
表 重 正 化 点 变化 时 , ,的 变化 因子 4. 

值得 指出 的 是 , 演化 方程 的 解 式 (6.4.22) 对 任意 k( 正 数 ) 都 是 成 立 的 , 并 不 一 定 
要 & 为 大 值 (实际 上 « 还 可 取得 小 于 1). 这 是 重 正 化 群 方程 与 Callan-Symanzik 方 
程 相 比 的 一 个 重要 优点 , 即 不 必 取 大 « 极限 就 可 求 出 解 

以 上 求 出 的 解 还 告诉 我 们 , 并 非 大 动量 时 的 ,都 可 用 零 质 量 理论 中 的 Ti 来 
渐 近 表示 . 这 种 表示 需要 一 个 条 件 , 那 就 是 当 # 一 co 时 , ym(n) 的 极限 要 小 于 1. 因 
车 ym(n) 一 7%', 则 由 式 (6.4.20), 除 缓 变 因子 外 , 


m(k) 一 mp， 
于 是 当 y% < 1 时 , 才能 得 出 


~m(k) — 0. 
这 时 大 动量 六 就 可 渐 近 地 表示 为 
T(rp;g,m, 1) Tr f(r)Tn(p; 9(n), 0, 1). . (6.4.32) 


如 果 g(x) 一 0, 那么 上 式 就 成 为 渐 近 自由 的 情况 , 我 们 将 在 下 一 小 节 对 此 进行 


讨论 . 
3. 紫外 稳定 点 和 非 阿 贝尔 规范 作用 的 渐 近 目 由 性 


我 们 将 看 到 g(k) 在 一 ce 时 的 行为 , 同 8(9) 的 零点 位 置 以 及 6 在 零点 附近 
的 行为 有 着 密切 的 联系 . 

根据 式 (6.4.17), 当 6 > 0 时 , g(%) 将 随 着 变 大 而 增加 , 而 当 6 < 0 时 , g(x) 
将 随 着 « 的 变 大 而 减少 . 因此 8(9) 的 零点 就 起 着 划分 区 域 的 作用 . 

设 B(g) 在 g = go 时 为 零 , 而 且 曲 线 8(g) -9 在 go 点 目 上 而 下 地 穿 过 横 轴 , 如 
图 6.4.1 所 示 . 在 这 种 情况 下 , 若 初 始 的 耦合 常数 ( 即 <“ = 1 时 的 值 g(1)) 比 go 小 
( 见 图 6.4.1), 而 且 g(1) 与 go 这 间 没 有 其 他 零点 , 那么 < 变 大 时 , 9g(k) 将 增加 并 趋 于 
go. 它 不 会 超过 go, 因 当 g(r) > go 时, 8 变 成 负 值 , g(n) 会 随 « 的 变 大 而 减 小 , 即 
9g(k) 不 可 能 从 go 向 右 运动 . 同样 , 着 g(1) 位 于 go 右 方 ( 比 go 大 ), 而 且 它 们 之 间 无 
其 他 零点 , 那么 随 着 « 的 变 大 , g() 将 不 断 减 小 , 最 后 亦 趋 于 go. 由 于 这 个 缘故 go 
称 为 紫外 吸引 点 (或 紫外 稳定 点 ). 
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另 一 种 情况 是 6(g) 的 曲线 在 go 点 自 下 而 上 地 穿 过 横 轴 , 如 图 6.4.2 所 示 , 这 时 
大 g(r) 的 初始 值 g(1) 位 于 go 左 侧 ( 即 g(1) < go), 则 g(r) 将 随 着 « 变 大 而 减 小 
(向 左 运动 ), 而 当 g(1) 位 于 go 右 侧 时 , 随 着 < 变 大 9(s) 将 增加 (向 右 运动 ), 两 者 都 
是 离开 go. 于 是 这 样 的 go 称 作 紫外 排斥 点 , 或 红外 稳定 点 . 

在 理论 中 含有 不 止 一 个 而 合 常 数 的 情况 , 8 将 是 多 元 函数 (gi, g2, …). 当 尺 
变 大 时 , 看 全 第 数 的 运动 行为 可 能 很 复杂 , 此 处 不 再 详 述 . 


B(9) B(9) 


图 6.4.1 图 6.4.2 


对 于 单 耦合 种 数 的 理论 , g(%) 在 & 变 大 时 或 者 趋 于 ce 或 者 趋 于 最 近 的 紫外 吸 
引 点 . 在 后 一 情况 ym(g(%)) 和 7r(g(e)), 就 分 别 趋 于 yqm(go) 和 Yr(go). 当 go 关 0 
时 它们 就 是 前 面 所 说 的 x%? 和 7 

当 g 二 0 时 , 6(9) 总 等 于 零 , 因此 若 曲线 自 上 而 下 地 穿 过 原点 , 那么 原点 将 成 为 
紫外 稳定 点 , 相应 的 理论 即 成 为 渐 近 自由 的 理论 . 轻 子 -核子 深度 非 弹性 散射 实验 表 
明 , 强 作 用 就 是 渐 近 自由 的 . 

为 了 寻求 “9 = 0 为 紫外 稳定 点 ”的 相互 作用 , 研究 者 们 对 各 种 可 重 正 化 的 相互 
作用 进行 了 计算 ?. 对 于 旋 量 粒子 的 QED, 若 用 9 表示 e, 则 有 


3 5 
B(g) = 3 rE + Ths 十 (6.4.33) 


标量 粒子 的 QED 的 f(g) 为 
9 
P(g9) 一 18 十 (6.4.34) 
对 于 pt 理论 , 若 作用 项 为 .Gn = 一 委 ot( 注 意 与 式 (6.3.1) 中 系数 不 同 ), 则 
Bg) =370 0 (6.4.35) 


(4r)2 3 (4n)4 


@ A. Zee( 徐 一 鸿 )，Phys. Rev, D7. 3630, 1973; Gross & Wilczek. Phys. Rev. D8, 3633, 1973; 
Phys. Rev. Lett. 30, 1343; 1973; Politzer, Phys. Rev. Lett. 30. 1346, 1973; Coleman & Gross, 
Phys. Rev. Lett. 31. 851, 1973. 
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对 于 非 阿 贝 尔 规范 场 与 旋 量 场 的 相互 作用 ， 


3 5 
0 11 4 g 34_ » 20 一 
-2 (= 上 (一 全 4 ... 
bl(g) CR ( 3 CO 5Cv ) 十 Cn ( 3 CO“ 十 3 CCuw 十 Cucy 十 
(6.4.36) 
Yukawa 耦合 的 情况 与 QED 相似 . 
在 9=0 点 附近 , 8(9) 的 图 形 如 图 6.4.3 所 示 . 
Bg) B(9) P(g) 
2 0 CD) 9 D 0 
a) OED 或 Yukawa 耦 合 b) p: 厢 合 c) 此 阿 页 尔 规范 作用 


( 当 C > 各 C,. 时 ). 
图 6.4.3 


我 们 看 到 , QED 和 Yukawa 作用 都 不 具有 渐 近 自由 性 , 因为 对 这 些 理论 来 说 ， 
g = 0 点 是 红外 稳定 点 而 不 是 紫外 稳定 点 . 对 于 p4 作用 , 9 = 0 点 既 非 紫外 稳定 点 
也 非 红 外 稳定 点 . 当 9 < 0 时 , 随 着 上 变 大 将 趋 于 零 , 因而 这 种 情况 是 渐 近 自由 的 . 
但 9g<0 的 2 作用 存在 严重 的 问题 , 即 它 的 基态 不 存在 , 在 第 二 章 已 从 树 图 的 有 效 
势 U8 说 明了 这 一 点 . 更 一 般 地 来 看 , 从 六 的 重 正 化 群 方程 , 可 得 出 有 效 势 er 
的 重 正 化 群 方程 , 并 可 由 此 求 出 当 4 一 rg 时 , Ueg (9) 的 变化 . 其 结果 为 2 


a 1 
Ueg (KG; g9, m, 4) = n° Ue (= [rT Ye Y;g(k), me) (6.4.37) 


当 & 大 时 , g(r) 绝对 值 很 小 , 上 式 右 方 可 用 树 图 值 S 代 入 . 由 于 g(r) 仍 保持 为 负 , 其 
趋 于 零 的 速度 又 比 x 慢 @, 故 得 出 当 $ 大 时 有 效 势 Ueg 无 下 界 . 

只 有 非 阿 贝尔 规范 作用 在 Cy < 二 C 的 情况 下 才 具有 浙 近 自由 的 性 质 . 此 条 件 
的 物理 含义 是 : 规范 玻 色 子 的 反 屏 蔽 效应 超过 了 旋 量 粒子 的 屏蔽 效应 (这 里 没有 考 

@ 常数 C 与 Ca 由 下 式 定义 : trLLB = CaysCB8ys = CbuptrraTA = C46ap. 

@ 参见 Gross 的 文章 , Methods in Field Theory, p. 188. 

@ 其 值 即 为 g(r)e 4 716 4 


、 lg| 
@ 这 时 , g(r) 之 -一 “39. 
1 + 3867|9lin« 
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虑 标 基 粒 子 与 规范 玻 色 子 的 耦合 . 标量 粒子 起 的 也 是 屏蔽 作用 , 但 比 “ 相 同 表 示 ” 的 
旋 量 粒子 要 弱 ). Coleman 和 Gross 曾 得 出 这 样 的 结论 : 在 四 维 时 空中 , 任何 可 重 正 
化 的 理论 都 不 可 能 是 渐 近 自由 的 , 除非 它 含 有 非 阿 贝尔 规范 场 . 

这 样 , 深度 非 弹 性 散射 所 揭示 的 强 作用 的 渐 近 上 自由 性 , 对 强 作 用 的 理论 加 置 了 
一 个 十 分 严 刻 的 限制 , 并 成 为 QCD 理论 的 最 重要 的 依据 . 

十 分 有 意思 的 是 , 渐 近 自由 性 使 得 强 作用 在 大 动量 领域 变 成 了 微弱 的 作用 , 从 
而 有 可 能 用 微 扰 论 来 进行 计算 , 这 就 给 了 我 们 一 个 验证 强 作 用 理论 正确 性 的 机 会 . 
至 于 阿 贝 尔 规范 场 , 它 的 作用 强度 则 随 着 « 变 大 而 增加 . 由 于 耦合 滑 数 的 这 种 跑 动 
效应 , 才 有 可 能 建立 大 统一 的 理论 . 

下 面 我 们 来 对 非 阿 贝尔 规范 作用 ( 旋 基 场 与 规范 场 ) 作 进 一 步 的 讨论 ， 在 
Cy < 本 C 的 情况 下 , k 大 时 , g() 很 小 , 可 以 假设 微 扰 论 的 最 低 阶 值 (在 大 “ 重 正 
化 点 ”定义 9) 能 够 适用 . 前 面 已 经 给 出 最 低 阶 6(g), ym(9) 和 74 的 值 : 


P(g) = ~ags, Ym(g) = —bg’, 


Cc ) , (6.4.38) 


其 中 


(6.4.39) 


g(k) 和 m(n) 也 已 通过 方程 式 (6.4.17) 和 (6.4.18) 解 出 , 结果 如 式 (6.4.19) 和 (6.4.21) 
所 示 . 可 以 期 望 这 一 结果 在 92(x) 保持 比 1 小 的 范围 内 都 能 适用 . 这 样 , « 的 范围 就 
可 一 直 延 伸 到 oo( 渐 近 自 由 ). 当 ln 足够 大 时 , 式 (6.4.19) 化 为 


g(r) 一 (2alnk)-,, (6.4.40) 


其 中 , a 由 (6.4.39) 第 一 式 表示 . 此 式 告诉 我 们 , 92(k) 最 终 变 得 与 9? 无 关 , 只 依赖 于 
群 参量 C 和 旋 量 粒子 所 属 表示 的 参量 Cy. g? 值 的 大 小 只 是 影响 式 (6.4.40) 适用 的 
范围 (za > 万) 此 外 , 不 论 群 和 旋 量 粒子 的 具体 情况 如 何 , 只 要 a > 0, g2(n) 
都 以 nk 的 (1) 寡 次 趋 于 零 

同样 , 在 Ink 足够 大 时 ， 


m(k) 2 m(2aglIn«) ?/2°. (6.4.41) 
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因此 对 于 渐 近 上 自由 的 情况 (a > 0), m(k) 也 以 ln 的 负 帮 次 趋 于 零 , 但 只 次 的 值 与 
群 参 量 和 旋 量 粒子 的 表示 参量 有 关 . m(k) 的 这 一 行为 就 保证 了 大 动量 的 顶 角 函数 
可 用 零 质 量 理论 的 结果 来 渐 近 表示 (参见 式 (6.4.23) 下 的 说 明 ). 

规范 参量 随 « 的 变化 与 m(k) 有 些 不 同 , 因为 a 等 于 -2674 而 Y4 义 是 8 的 
线性 函数 , 从 而 a 将 为 的 二 次 式 , 它 有 两 个 零点 即 《= 0 和 《= 人 6， 


-32 13 8Cv 


t=- (6.4.42) 
E(k) 的 演化 方程 为 
EU) ag(n), €(n)) = -sé(n) leo — é(r)]g*(e) (6.4.43) 


由 此 可 见 , 当 6 < 0 时 , 原点 为 紫外 吸引 点 , 6(s) 随 着 «一 co 趋 于 零 ; 当 名 > 0 时 ， 
原点 变 成 紫外 排斥 点 , 而 &0 为 紫外 吸引 点 (曲线 如 图 6.4.4 所 示 ), E(s) 一 外 . 在 纯 


规范 场 情况 , Cy = 0, 6o 变 成 三 , 与 群 的 种 类 无 关 


Q (é) 


图 6.4.4 a(é€) = 一 2674(6) 
6(k) 随 & 的 变化 关系 可 由 式 (6.4.43) 解 出 , 结果 为 


加 06 
TD (6.4.44) 


有 了 g(k) 和 E(k), 项 角 池 数 的 附加 增长 因子 即 可 求 出 . 在 规范 场 情况 ， 
f(r) = ej TYrGgGe ),é(r) dr /re (6.4.45) 


@ &(1) = 0 的 情况 除外 , 因 若 初始 时 的 《 为 零 , 则 « 将 恒 为 零 . 
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式 (6.4.44) 也 可 写作 
(6) = 一 一 (6.4.46) 
e+(6 -0 (Te 
于 是 式 (6.4.45) 也 可 写成 
f(k) = old" Bag (6.4.47) 
如 果 取 朗 道 规范 , &() 总 为 零 , 结果 就 比较 简单 . 这 时 
yr = —brg’, 
其 中 , br 已 不 含 €. 相应 的 jn) 在 ln 大 时 即 为 
f(r) ~ (2ag?lnr) 7/20. (6.4.48) 


将 此 结果 用 到 规范 场 的 二 点 顶 角 函数 (br = 一 2b4), 就 得 出 Tjv(k) 的 大 动量 行 
为 (其 中 = rp,p? = p47): 


有 2 ba/a 
Ty(k) SO —(k?6 — kyky) (5 (6.4.49) 


取 逆 后 即 可 求 出 大 < 时 的 传播 子 为 


. Kuku\ 1 2 kK? ba/e 
Gv(k) OT 一 i (bw 一 -5 < (a mn ) (6.4.50) 
它 与 零 阶 值 的 表达 式 相 比 , 有 一 “对 数 修 正 因子 ”. 

以 上 讨论 的 是 渐 近 自由 的 情况 . 对 于 非 渐 近 自由 理论 , 当 k 大 时 , 9(n) 可 能 变 
得 很 大 , 使 微 扰 论 的 结果 失去 意义 , 因此 我 们 不 能 得 出 9(e), mm(ks) 和 Tn(rp) 等 的 大 
A 行为 . 我 们 所 能 求 的 , 只 是 在 < 不 太 大 (k > 1, gp < 1) 的 区 域内 它们 随 « 的 
变化 . 

在 QCD 中 , 通常 还 用 一 个 质量 标 度 4。 来 标志 它 的 作用 强度 (代替 上 4 和 该 重 正 
化 点 的 9), 它 的 定义 是 

4 = pe” zr, (6.4.51) 


将 式 (6.4.51) 代入 式 (6.4.19) 以 消去 g2, 即 可 将 92(p) 表 为 


1 
2 
kk) = CO— eo . 
2amn 和 


4 


(6.4.52) 
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换 句 话说 , 对 任意 的 重 正 化 点 yu, 相应 的 耦合 常数 都 可 通过 下 式 由 4。 定 出 ， 
g2(00]= 一 - yn (6.4.53) 
2aln 


C 


我 们 看 到 , 4。 是 把 人 和 9 结合 到 了 一 起 . 当 g? 从 0 变 到 ce 时 , 它 将 从 0 变 到 j. 

大 动量 实验 给 出 的 MS 方案 中 的 4 的 值 ( 记 作 4ws) 约 为 0.3 GeV, MOM 方 
案 中 的 值 4Mow 大 约 是 4ws 的 五 六 倍 , 并 与 规范 有 关 . 

前 已 指出 , 重 正 化 群 方程 的 解 并 不 限于 上 > 1, « 也 可 比 1 小. 当 %<1 时， 
式 (6.4.53) 中 的 1 将 小 于 六 从 表面 上 看 , 当 1 降 到 4。 时 , 式 (6.4.53) 将 给 出 
9g2(k) = oo. 这 个 结论 当然 不 会 成 立 , 原因 是 当 g?(k) 变 得 很 大 时 , 式 (6.4.53) 已 不 
适用 . 尽管 如 此 , 我 们 仍 可 把 4。 看 作 是 92 变 成 大 值 的 标 度 . 对 于 QCD, 这 就 意味 着 
当 动 量 降 到 1GeV 的 量 级 时 , 耦合 常数 将 变 成 大 值 . 

以 上 的 计算 是 建立 在 下 述 假设 上 的 , 即 微 扰 论 求 出 的 6(9) 和 各 种 7 按 92( 或 
9) 展开 的 级 数 , 在 9 小 时 有 效 , 至 少 是 一 种 渐 近 展开 .从 某 些 分 析 看 来 , 这 一 级 数 
是 发 散 的 , 最 好 的 可 能 也 就 是 渐 近 展开 , 也 有 可 能 g = 0 是 6(9) 的 本 性 奇 点 , 例如 
B(g) ~ 因子 e-。 /9 .如 果 出 现 这 种 情况 , 上 述 基 于 微 扰 论 所 计算 的 结果 当然 不 能 
成 立 , 对 于 渐 近 行为 就 需要 另 作 讨 论 . 


6.5 含 复 合算 符 的 顶 角 函数 的 重 正 化 , 算 符 乘积 的 展开 “* 


在 电子 -质子 深度 非 弹性 散射 的 过 程 中 , 通过 交换 一 个 大 动量 的 虚 光 子 , 质子 p 
转化 为 一 族 强 子 X. 相应 的 费 恩 曼 图 如 图 6.5.1 所 示 , 在 此 图 中 , 电磁 作用 只 是 最 低 
阶 的 微 扰 ( 强 作用 则 未 作 任 何 近似 ). 图 中 右 侧 部 分 代表 在 强 作 用 海 森 伯 图 像 中 的 矩 
阵 元 (Xl7(z)lp)， 思 (z) 为 强 子 的 电流 算 符 , 在 QCD 理论 中 也 就 是 所 有 夸克 子 的 电 
流 算 符 . 

实验 中 实际 测量 的 是 单 举 微分 截面 ( 即 只 测量 末 态 中 电子 的 分 布 ), 因此 在 理论 
计算 时 应 对 所 有 可 能 的 X 态 求 和 . 这 样 就 得 出 : 单 举 微分 截面 与 强 作 用 和 矩阵 元 


/ dwe-itz (plj, (2)3,(0)|p) 


成 正比 , 其 中 为 虚 光 子 的 动量 . 
通过 类 似 的 考虑 可 以 得 出 , 在 ete” 淹没 成 强 子 的 ( 见 图 6.5.2) 截面 中 , 涉及 的 
强 作用 海 森 伯 图 像 中 的 矩阵 元 为 


/ d4zerikz(0| 和 (z) 入 (00)， 
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以 上 两 种 都 是 电流 算 符 乘 积 的 矩阵 元 . 
中 微 子 与 核子 的 深度 非 弹 性 散射 过 程 


7 十 和 一 /十 入 


(其 中 , 上 代表 e ”或 /), 情况 也 相仿 , 只 是 电流 算 符 的 乘积 换 成 了 弱 流 算 符 的 乘 
积 . 


-图 6.5.1 图 6.5.2 


上 述 算 符 乘积 中 , 两 个 流 算 符 间 的 时 空 距离 为 z. 高 能 实验 所 探测 的 是 z 很 小 
或 (= 2 一 妈 ) 很 小 的 情况 , 前 者 如 e+e 泽 没 过 程 , 后 者 如 深度 非 弹 性 散射 . 在 时 
子 场 论 里 , 距离 z( 或 z?) 趋 于 零 的 两 个 算 符 , 其 乘积 常 是 奇异 的 . 这 种 奇异 性 甚至 在 
自由 场 时 就 已 出 现 , 并 可 通过 简单 的 计算 显示 出 来 (参见 下 文 第 一 小 市 ). 高 能 ee- 
淹没 过 程 和 深度 非 弹 性 散射 的 结果 就 与 这 种 奇异 性 有 关系 . 

Wilson 首先 提出 ”, 把 小 距离 算 符 乘积 展 为 一 些 非 奇 异 的 定 域 算 符 之 和 , 原 算 
符 乘 积 在 z 一 0 时 的 奇异 性 则 被 归 到 展开 系数 中 . 即 


Qt FT0 DCn(z)Qn (5) 


其 中 , Q。 为 非 奇异 算 符 , 而 Cn(z) 在 z 一 0 时 为 奇异 的 . 此 式 称 为 Wilson 展开 , 符 
号 ~ 的 含意 我 们 将 在 下 文中 说 明 . 

Brandt 和 Preparata 以 及 Frishman 把 小 距离 展开 推广 到 近 光 锥 距离 (zx* ~ 0) 
的 展开 . 这 时 z 并 非 小 量 , 展开 的 形式 为 


人 和 一 、 . an TT 
A(z)0"(0) BIO 》 Ci)jznzo cp, OW (3) 
ny 


@ Wilson, Phys. Rev. 179, 1499, 1969; D3, 1818, 1971. 
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同样 , Qn2..…y; 是 非 奇异 的 . Zimmerman 曾 对 以 上 展开 的 有 效 性 进行 了 论证 . 

算 符 乘积 展开 是 研究 高 能 ete” 漂 没 和 深度 非 弹 性 散射 的 有 效 工具 , 我 们 还 可 
将 它 与 重 正 化 群 方程 结合 起 来 应 用 , 即 通 过 重 正 化 群 方程 来 研究 其 中 的 展开 系数 . 

在 本 节 中 我 们 先 通过 自由 场 的 情况 来 说 明 距离 z 或 >” 趋 于 零 时 算 符 乘积 的 奇 
异性 . 然后 再 转 到 有 相互 作用 情况 的 讨论 ， 有 相互 作用 时 , 不 仅 算 符 的 运动 变化 与 
自由 场 不 同 , 而 且 需 要 重 正 化 . 我 们 所 考虑 的 算 符 8 和 Q' 一 般 为 复合 算 符 (由 若 
干 场 算 符 构 成 ). 所 以 我 们 还 将 讨论 含 复合 算 符 的 顶 角 函数 的 重 正 化 问题 . 
1. 和 目 由 场 算 符 乘积 的 展开 

我 们 先 来 看 最 简单 的 情况 , 两 个 自由 标量 场 算 符 的 乘积 B(xz)$(y). 它们 可 写 做 

PTIPY) =: PTIPY) :十 [的 CD) PC) (Y), (6.5.1) 


其 中 , yp) 和 2C) 的 定义 可 参见 式 (1.1.17) 正规 乘积 : 9(X)9(y) :在 2 一 一 0 
或 (z 一 y)* 一 0 时 是 非 奇 异 的 , 但 对 易 子 [$04)(7), PB(_)( 臣 ] 却 是 奇异 的 , 它 等 于 
iAj(z 一 y,m)9. 在 (zx 一 ?0( 包 括 xz 一 y 之 0) 时 , 其 行为 是 


sire(eo wo) —W))|, (52) 


其 中 , e(t) = 


算 符 : B(x)2(y) :上 然 是 非 奇异 的 , 在 (2 一 切 一 0 时 就 可 近似 成 : 9? (2 )， 
而 在 (z 一 y)* 一 0 但 xz 一 y 非 小 量 的 情况 , 则 可 展开 为 
Dal We Wd (SL) 

J 
下 面 再 来 看 电流 算 符 的 乘积 ,以 旋 量 粒子 为 例 , 电流 算 符 为 
入 Co) = 正 页 cjnuy() 
即 入 本 身 带 有 正规 编 序 符号 (有 时 为 了 书写 简便 而 未 写 出 ), 因此 它 是 非 奇异 的 定 
域 算 符 . 但 两 个 电流 算 符 乘积 在 = -y 一 0 或 (z 一共 ?一 0 时 仍 将 出 现 奇异 性 . 通 
过 对 易 可 将 各 (z)(y) 表示 为 
jz)j (9) =—E Br) PoP DY) i: Br) ys+ (2 —y, M)y p(y) 1 


+i[: WY) YS (y 一 尼 ) M)yub (7) :| 十 trlS+(z 一 AM Tv9- (y 一 之 ， M )Yyl, 
(6.5.3) 


@ 关于 A+(z,m), 可 参见 附录 , 基本 符号 及 公式 , 5 i). 
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在 (z 一 y)? s 0 时 , 就 最 奇异 的 部 分 而 言 9， 


一 计 : (x) yuS4(z — YY， M)ywp ly) :| 写 -a st pz )YuYo yb(Y) :]， 
1 (7— Wo 


BIS (yw, Me) | ~ Fa fr GY) om) 和 


tls (2 = M)ms (ew MT 2 的 ee 
(Z 一 2)3] 
(6.5.4) 

在 展 式 (6.5.3) 中 , 所 有 算 符 都 是 正规 乘积 , 已 不 带 奇 异性 . 当 zy ~ 0 时 这 些 算 符 
可 直接 化 为 定 域 算 符 , 当 (z 一 ? < 0( 但 zy 有 限 ) 时 , 可 像 前 面 一 样 作 泰 勒 展开 
写成 Di(e 一 a (0) ON (到 的 形式 . 上述 展开 的 系数 除 第 一 项 外 
都 是 奇异 的 , 其 最 奇异 的 部 分 与 质量 无 关 , 只 是 zy 的 函数 

通过 以 上 例子 我 们 看 到 , 两 个 定 域 算 符 尽管 本 身 都 不 是 奇异 的 , 但 它们 的 乘积 
在 z_y 0 或 (z- 巷 ?0 却 可 能 出 现 奇异 性 . 在 自由 场 情况 ,通过 对 易 和 泰勒 展 
开 即 可 将 两 算 符 的 乘积 展 为 一 系列 定 域 的 非 奇异 算 符 的 和 , 奇异 性 则 归 在 展开 系数 
中 . 对 小 距离 的 展 式 


QTY) z 二 <0 》 Cnz 一 2 人 Qnr ( ? (6.5.5) 


Cn(z 一 y) 的 奇异 阶 数 由 它 的 量 纲 帘 次 决定 , 若 设 它 的 量 纲 大 次 为 dn, 则 有 
CT—Y ry S00 rs—Yy) (6.5.6) 
dn, 由 下 式 确定 : 
dn = d(Q) + d(Q') — d(O»,), (6.5.7) 


其 中 , d(@), d(Q'), d(O;) 分 别 为 算 符 8, 8' 和 Qn 的 量 纲 短 次 . 于 是 , 0。 的 量 纲 竹 
次 愈 低 , 其 系数 的 奇异 性 就 愈 高 . 
在 “ 近 光 锥 距离 ” 即 (z --y)? ~ 0 的 情况 , 展 式 可 写 做 


Q(z)Y' (vy) (x — “yi 0 2 T— YT— YY)p: (TF — Ys QO.,, (2) . (6.5.8) 


若 定义 算 符 O23..., 的 扭 度 (twist)A 为 
A(O"7) = d(O"7) 一 也 (6.5.9) 


@ 我 们 将 把 pine(z0)6(z?) 简略 写成 二 
化 化 
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则 在 d(Q@) + d(8') 一 A(O"”) 为 偶数 时 , Ci(z 一 y) 的 奇异 阶 数 就 是 dQ) + d(8') 一 
A(Om™i), 即 


_ d(Q)+d(Q’)-A(O™I) 
Caz —Y) ~ [(z—W)" 2 (6.5.10) 


而 在 d(Q) + d(Q@') - A(O") 为 奇数 时 


Ci(z—y) ~ (zr ta) OW I HY. 


于 是 Q"*i 的 扭 度 愈 小 , 其 系数 的 奇异 性 就 愈 高 . 
2. 含 复合 算 符 的 顶 角 函数 的 重 正 化 


相互 作用 场 与 自由 场 的 差别 , 不 仅 在 于 算 符 随时 间 的 变化 规律 不 同 , 还 在 于 计 
算出 来 的 格林 函数 需要 重 正 化 ， 在 上 一 章 我 们 只 讨论 了 普通 的 格林 函数 即 由 场 算 
符 编 时 乘积 作成 的 格林 函数 的 重 正 化 . 现在 我 们 要 进一步 考虑 “ 含 复合 算 符 "的 格 
林 函 数 的 重 正 化 问题 .以 标量 场 自作 用 情况 (2ne = 一 他 ) 为 例 , 定义 含 复合 算 
符 Qa(z) 的 未 重 正 化 连接 格林 函数 为 


和 ~ 
GW € TZ1,''*, Tn,9B,MNB, :) 一 (0ITQB(z)OB(0Z1) PB (Tn)|0)e, (6.5.11) 


脚 标 c 表示 其 为 连接 的 费 恩 曼 图 所 贡献 的 部 分 (参见 式 (1.2.46) 下 ). 为 了 规制 紫外 
发 散 , 我 们 已 将 时 空 维 数 延 拓 到 4 一 s. 
先 看 一 个 最 简单 的 情况 , 即 


QB(z) = $2 (2). (6.5.12) 


这 时 ，GKO 所 对 应 的 费 恩 曼 图 形 如 图 
6.5.3 所 示 .， 不 难看 出 此 图 形 的 费 恩 曼 积 
分 与 G(3% 是 不 一 样 的 , 因而 所 含 的 发 散 
z 不 相同 , 重 正 化 自然 也 就 不 同 . 
对 于 GS 和 ,在 将 其 中 裸 参量 gs 和 
ms 换 用 9 和 m 表示 后 , 剩余 的 发 散 可 通 
过 外 乘 因子 Zs “消去 . 而 对 于 G0, 用 
这 样 的 外 乘 因子 就 不 能 消去 剩余 发 散 , 需 
图 6.5.3 要 采用 不 同 的 外 乘 因子 2512Zpz"/“( 这 只 是 
对 QB 等 于 各 的 情况 而 言 , 当 QB 是 量 
纲 宕 次 更 高 的 算 符 时 , 剩余 发 散 还 不 能 这 样 简单 地 消去 , 参见 下 文 ). 在 采用 维 数 规 
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制 化 的 情况 下 , Za 的 宗 量 是 95p-“/? 和 =, 以 上 的 意思 就 是 , 乘积 
7=1 —e/2 1 —n/2 —e/2 1 (B) .， 1 
Q gBH 'e Zo g9BH 'e GO “1, YB MMB, 


在 = -oo 时 可 表 为 g, m 以 及 重 正 化 点 4 的 有 限 函 数 . 我 们 将 称 它 为 重 正 化 的 含 
复合 算 符 8 的 格林 函数 , 并 用 Go 表示 , 即 


Gn,Q(z, 7;; 9, mm, 4) 
= lim GT (gpe-/? } 2FDT] gBe™ /2 1 G3) (zx Tj;9B, MB - 
eb0° 8 ej * ‘ej mA 


注意 , Go 并 不 就 等 于 (0|TZ?(z)$(z1)… 多 (zn)|0)。, 而 是 等 于 


(6.5.13) 


2Z5 Zp 0TH (2)P(71) 2(zn)l0)。. 


如 果 我 们 去 掉 G(Z 的 n 条 标量 场 的 外 线 传播 子 (完全 的 ), 并 只 计算 正规 图 形 
的 贡献 ,那么 所 得 结果 即 为 全 复合 算 符 Q 的 顶 角 函数 吧 (z,2;g8,ma, 2 ). 重 正 
化 可 类 似 地 进行, 结果 即 为 


. _ 1] 一 1 yn/2 nm(B) . 1 
Tho(z, 7; 9, m, 4) lim Z6 Zo TO (sg8,ma,s ). (6.5.14) 


Tn@ 称 为 重 正 化 的 含 Q 的 顶 角 函数 
为 了 说 明 如 何 确定 Ze, 我 们 引入 一 个 量 纲 才 次 为 2 的 经 典 外 场 5(z) 来 与 0(7) 
作用 , 作用 项 为 -39'&(7z)P (z),， 9 为 量 纲 为 1 的 耦合 常数 . 于 是 
1 


~ 、 1 。、 1] .~ 1 ， 、 
ZE = 50P) -3m Hp 5989 (6.5.15) 


在 格林 函数 只 插入 一 个 @ 算 符 (22) 的 情况 下 , 只 需 对 & 一 y 的 作用 作 一 次 微 扰 , 以 
引入 一 个 &yp? 的 顶点 . 对 p* 作用 则 不 作 任何 近似 . 

我 们 先 来 寻找 所 有 含 5- ”2 作用 的 一 次 微 扰 , 因而 有 一 根 & 外 线 (y 的 外 线 数 
不 限 ) 的 原始 发 散 图 . 不 难看 出 , 除了 暗 昱 图 


----D 


(虚线 代表 &, 下 图 中 的 实 线 代 表 p) 以 外 , 原始 发 散 的 图 只 有 一 种 , 即 图 6.5.4 所 示 
的 三 线 图 . 这 种 三 线 的 正规 图 形 的 费 恩 曼 积分 是 对 数 发 散 的 , 因为 它 相当 于 将 y 的 
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目 能 图 中 的 一 根 内 线 传播 子 变 成 了 二 根 内 线 传播 子 , 从 而 使 表 观 发 散 度 减少 2(y 的 
目 能 图 为 二 次 发 散 ). 我 们 也 可 从 《的 量 纲 桥 次 为 2, 由 图 形 指数 公式 计算 出 其 值 为 ， 

N=4- 4d;b; 一 4 一 2 一 2X 1 三 0， 


对 应 于 对 数 发 散 . 
为 了 抵消 这 一 原始 发 散 , 需要 引入 一 个 附加 的 抵消 项 


、 ] . 
5A = 52) -19692， (6.5.16) 


图 6.5.4 


其 中 , 2Z4y 可 通过 MS 方案 来 确定 2. 我 们 要 研究 的 图 形 6.5.3, 也 就 是 对 g' 作 一 次 
微 扰 , 含 一 根 & 外 线 和 n 根 yp 外 线 传 播 子 的 图 6.5.5, 在 去 掉 & 外 线 和 9' 后 的 结果 . 
当 图 6.5.5 含 图 6.5.4 所 示 的 子 图 时 , 该 子 图 所 产生 的 发 散 可 通过 式 (6.5.16) 所 示 的 
抵消 项 4. 用 消去 . 这 样 即 可 求 出 重 正 化 的 Gel(z, 2;; g,m, 4). 


图 6.5.5 


由 于 引入 了 附加 抵消 项 5 经, 故 总 拉 格 朗 日 函数 乡 = 2 +6 儿 中 , 与 5 的 
作用 项 即 为 | | 
AR A (6.5.17) 


其 中 
9%5 =Zy25 9 =29,  €B(7) = é£(7). (6.5.18) 


在 对 9' 只 作 一 次 微 扰 的 情况 下 , 不 出 现 的 自 能 图 , 因此 不 需 对 《 重 正 化 . 


@ 2 可 表 作 1+ 》 全 并 的 形式 , 它 与 9/ 无 关 
7 一 1 
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我 们 也 可 直接 用 总 拉 格 朗 日 函数 多 (wpB,&8,98,98,mB) 来 计算 GWO. 同样 对 
£8 一 pB 作用 只 作 一 次 微 扰 , 求 出 含 n 个 裸 标量 场 外 线 传播 子 和 一 根 6a 外 线 的 连 
接 格林 函数 , 然后 去 掉 £8 外 线 和 gs, 结果 即 为 G4o. 这 一 计算 与 前 面 计算 实际 用 
的 是 同一 拉 格 朗 日 函数 , 算 的 都 是 含 一 根 (也 就 是 £5) 外 线 和 n 个 标量 外 线 传播 
子 的 连接 格林 函数 , 并 都 正比 于 g' 一 次 短 (24 不 含 g, 因而 Zy' 也 不 含 g', 参见 式 
(6.5.18)), 差别 只 在 于 : 一 个 含 的 是 重 正 化 标量 外 线 传播 子 , 一 个 含 的 是 裸 标量 外 线 
传播 子 , 一 个 分 出 g', 另 一 个 分 出 gs( 分 出 的 € 和 人 外 线 则 是 一 样 的 ). 于 是 即 得 


B n/29 n /2 71 
GW = ZT Gm,0 = 2Zp/220 1Gna. (6.5.19) 


将 此 式 与 式 (6.5.13) 相 比 . 我 们 看 到 该 式 中 的 Ze 实际 上 就 是 9 重 正 化 第 数 的 倒 
数 : 
Zo= 2f . (6.5.20) 
以 上 考虑 的 是 最 简单 的 情况 , Qe = 9%. 若 QB 是 量 纲 备 次 较 高 的 算 符 , 如 
QB = $$, (6.5.21) 


那么 重 正 化 就 不 像 上 面 那 样 简单 . 仿 前 引入 & 与 多 的 作用 -二 9E(z)p4(z), 这 里 的 
6 量 纲 每 次 取 为 零 . 于 是 , 代替 式 (6.5.15) 
1 


1 1 1 
二 2 -0222 ~，24 -je 
-一 5 (OP) 53m 分 AI9P — A9 9 . (6.5.22) 


同样 来 考察 所 有 含 9 一 次 医 因 而 有 一 根 & 外 线 (y 的 外 线 数 不 限 ) 的 图 . 除了 
晤 昱 图 以 外 , 原始 发 散 图 只 有 图 6.5.6 所 示 的 两 种 , 其 中 图 6.5.6(a) 为 二 次 发 散 , 图 
6.5.6(b) 为 对 数 发 散 . 这 从 图 形 指数 公式 即 可 得 出 . 


Pp 
eM eM’ 
6 pop A Ed 
(a) (b) 7 
图 6.5.6 图 6.5.7 
为 了 抵消 这 两 类 发 散 , 需要 引入 附加 的 抵消 项 为 


1 、 1 、 
6 = (ZY 一 DIEO 一 本 29560000) 
(6.5.23) 
1 1 、 
-5229 PHP — 53232mg rm Ep”, 
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其 中 , Zy 和 2; 都 是 量 纲 为 1 的 系数 , 并 与 9 无 关 . 

当 我 们 从 2 + 6 来 计算 含 g' 一 次 宕 , 有 一 根 6 外 线 和 n 个 2 外线 传 播 子 
的 连接 费 恩 受 图 (如 图 6.5.7) 时 , 其 中 将 包含 图 6.5.6(a) 和 (b) 的 发 散 子 图 . 这 些 子 
图 的 发 散 可 通过 附加 抵消 项 5. 经 消去 . 再 从 结果 中 去 掉 外 线 & 和 耦合 常数 g', 即 得 
出 所 要 的 重 正 化 的 连接 格林 函数 Gn,g(z, zj; 9,m, 1),z 和 zj 的 位 置 与 图 6.5.5 中 的 
相同 . 

与 前 例 类 似 , 我 们 再 直接 从 总 拉 格 朗 日 函数 乡 (pB,&B,9B,98,mB) 来 计算 含 gs 
一 次 寡 , 有 一 根 6e 外 线 和 wn 个 pp 外 线 传播 子 的 连接 费 恩 曼 图 . 这 时 , 2 = +6. 儿 
中 含 《 的 部 分 为 


、 1 _ 1 012 、 
Le =— gpEBPB — -gptB(O.pB) 
1 2Z22 1 Z32 (6.5.24) 
2 和 和 3 入 
-3 7 gpéBPBDYB 一 5 Fr gpétBm$b PS. 
ps(Z) 仍 等 于 E(x), 而 
gP = 2Z7y2Qpg/ = Go0 (6.5.25) 


于 是 含 gs 一 次 客 , 有 一 根 外 线 tp 和 nn 个 pp 外 线 传播 子 的 连接 格林 函数 在 去 掉 
上 6 外 线 和 g% 后 为 


(B) ,LiZyp NB) | L2Lp NB) ，Z3Op lB) 
Ga + -Fe GO + 7 Gnas t+ “Zr GW,. (6.5.26) 
其 中 , 脚 标 Q1, Q2, @3 分 别 与 下 述 算 符 相关 联 : 
Qi = (0,88)?, 
D8) ~ OpBDOP， (6.5.27) 
QF 一 m%p$， 
GO, 由 下 式 表 示 
G(B = (0/TO®)(z)pa(z1) .$a(zn)|0)e. (6.5.28) 


式 (6.5.26) 和 Gn,e 是 从 同一 总 拉 格 朗 日 函数 计算 的 含 一 根 (也 就 是 &8) 外 线 和 nn 
个 标量 外 线 传播 子 的 格林 函数 , 并 都 正比 于 g' 的 一 次 需 . 不 同 的 仍 只 是 : 一 个 含 裸 
标量 传播 子 , 另 一 个 含 重 正 化 标量 传播 子 , 一 个 分 出 %5, 另 一 个 分 出 9 因此 两 者 
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只 差 因子 2 2z"”, 即 


n,Q1 十 7 n,Q2 Z n,Q3 


in Z12 Zo2 Z32 
Gig =2127"/? [GB) + GB) QB) 2 QB) 


(6.5.29) 


=27"/2 ZG) + 21251G8) + 22271G8), + Z3271G8 |] 


从 上 式 我 们 看 到 , 在 9 等 于 Z4 时 , 重 正 化 的 Gn,e 并 不 就 是 未 重 正 化 的 GV 
乘 上 因子 2 2z%” 还 要 加 上 GWO0, 乘 上 相应 的 万 25%”… 这 种 情况 称 作 “ 含 复 
合算 符 的 格林 函数 ”在 重 正 化 时 发 生 混合 (简称 复合 算 符 在 重 正 化 时 发 生 混合 ) 

重 正 化 的 含 2 的 顶 角 函数 也 有 类 似 的 表达 式 . 由 式 (6.5.29) 可 得 


TnQ(z, Ti; 9, mm, 1) 


3 
n 1 _ 1 
一 2] a (sg, me, 2 ) +) 2712T0 人 。 
j=1 


(6.5.30) 
以 上 结果 也 可 用 正规 化 的 复合 定 域 算 符 来 表述 . 仿照 Zimmerman, 定义 正规 化 
的 2(z) 和 (7z) 为 


N92(z) = ZZ00°(z) = ZY $2 (2), 


N24(7) = 2 2Z204(z) + Z1(0,.P(7))? 


(6.5.31) 
+22(P(T)OP(7)) + ZaZmm 0 (TD)， 
于 是 Gn,p? 和 Gn,p4 可 分 别 表 成 
Gn,p? (2, T1;9,m, 4) = (OIT (NG (2))O0Z1) Pzn)|0)e, 
(6.5.32) 


Groa (zs 31 9,m; 1) = (0[T (NBS(2))B(21) -+ Bzn)|0)e. 


此 式 表明 , “正规 化 的 复合 定 域 算 符 8” 已 是 非 奇 异 的 定 域 算 符 , 将 它 插入 到 $ 的 编 
时 乘积 中 , 其 连接 部 分 就 是 上 述 重 正 化 的 Go. 

从 前 面 的 讨论 , 还 可 得 出 正规 化 复合 算 符 的 构成 规则 ， 如 果 我 们 定义 算 符 @ 
的 内 豪 量 纲 寡 次 4(Q) 为 @ 中 所 有 场 量 量 纲 宕 次 和 微 商 宕 次 之 和 (例如 ，(8,8)?， 
(DO2) 和 m292 的 约 化 量 纲 短 次 分 别 为 4, 4 和 2), 那么 复合 定 域 算 符 @ 的 正规 化 
算 符 N(O), 将 是 量子 数 与 9 相同 ?并 且 内 豪 量 纲 宕 次 等 于 或 小 于 d(Q@) 的 各 算 符 
的 线性 组 合 (这 里 不 包括 单位 算 符 , 因为 我 们 只 考虑 连接 图 形 ). 


@ 或 者 说 洛 伦 兹 变换 性 质 与 对 称 群 变换 性 质 与 @ 相同 . 
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这 样 , d 较 高 的 算 符 正规 化 后 将 含有 4 较 低 的 算 符 , 而 4 较 低 的 算 符 在 正规 化 
后 不 会 含有 4 较 高 的 算 符 . 造成 这 种 不 对 称 的 原因 , 也 可 从 前 面 的 讨论 看 出 , 那 就 
是 : 在 插入 9 后 , 图 形 的 表 观 发 散 度 将 改变 d(Q)-4( 例 如 , me 的 表 观 发 散 度 将 从 
4 一 n 变 成 d(Q) 一 n). 因此 当 dQ@) 大 时 , 附加 的 原始 发 散 图 形 多 , 引入 的 附加 抵消 
项 中 将 包括 d 较 小 的 复合 算 符 ; 而 d(Q) 小 时 , 附加 的 原始 发 散 图 形 少 , 因 附加 抵消 
项 中 不 会 含 d 较 高 的 复合 算 符 . 
3. 含 复合 算 符 的 顶 角 函数 所 满足 的 重 正 化 群 方程 


从 重 正 化 的 含 复合 算 符 的 项 角 函 数 Tn,w 与 某 些 未 重 正 化 的 含 复合 算 符 的 项 角 
函数 之 间 的 关系 式 即 可 求 出 Te 所 满足 的 重 正 化 群 方程 . 我 们 来 看 重 正 化 时 发 生 
混合 的 情况 (无 混合 的 情况 可 作为 它 的 特例 )， 为 书写 方便 , 先 把 式 (6.5.30) 更 一 般 
地 写成 

Th.0,(g,m, 4) = 2Z2/22i TO, (omma > ， (6.5.33 ) 
7 为 求 和 指标 . 在 上 式 中 坐标 变量 (z, zi) 或 动量 变量 (q, pi) 未 明显 写 出 , Zi; 只 当 
d(Q;) < d(Qi) 时 才 可 能 不 为 零 
从 式 (6.5.33) 可 以 反 解 出 Po ,结果 即 为 


_ 
no (omma :) 一 2ZFT/2( GBF Ta， (g, m, 4). (6.5.34) 


同样 (Z-0)5 只 当 d(Q;) < io, 时 才 不 为 零 
对 上 式 两 侧 作 偏 微 商 /5 | ， (2% 或 Pr 也 保持 不 变 ), 然后 乘 以 25"2Zu 
并 对 i 求 和 , 即 可 推导 出 下 列 方程 (结果 中 的 指标 上 再 换 写成 中 


0 0 O 


和 OlnZ 
1 ( n “ 
y =u) (6.5.36) 
7 2 Op /es 


DZ 一 DZ _ 1 
站 二 本 于 
| on 9B,E」 iv On 9B)E 


式 (6.5.35) 即 为 Th,% 所 满足 的 重 正 化 群 联 立 方程 . 由 ?5 作为 矩阵 元 构成 的 害 
阵 , 称 为 数 算 符 集 合 Qi 的 反常 量 纲 和 矩阵 . 
Gn,Q@; 满足 的 重 正 化 群 方程 与 式 (6.5.35) 的 差别 只 是 nyw 项 差 一 个 符号 , 即 
0 


一 一 十 0 也 十 0 


十 me Gn,Qi 十 TijCnQi = 0. (6.5.37) 
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在 实际 应 用 中 , 一 个 很 重要 的 情况 是 , 置 入 的 算 符 为 守恒 的 “ 流 矢 量 " 算 符 或 能 
量 动量 张 量 算 符 . 我 们 来 证 明 , 上 述 守恒 算 符 的 反常 量 纲 为 零 . 以 流 算 符 为 例 , 令 
Go = (OIT HB) (z)Pr (21) Pr (zn)10)o, (6.5.38) 
它 是 z 入,…,z 的 函数 . 将 它 对 zs 作 偏 微 商 , 则 有 
DG =(0|T(0; 7 (2))P (za 2 (zn)|0) 


(6.5.39) 
—O0(0|T fH) (2)88) (21) .$3) (zn)|0), 


其 中 , 6, 代表 二 ~. 注意 Bo 并 不 能 直接 移 到 编 时 符号 7 之 内 , 因 编 时 符号 了 可 用 
9 函数 表示 , 上 式 中 的 Bo 还 要 作用 到 0 函数 上 . 例如 , 7J(z)92(z) 可 以 写成 


TJ(z)P(z) = 9(zo 一 zo)J(z)2(z) + 0(z0 — 7o)2(z)J(z)， 


aoIrjz)2(z]] = T(O0j(z)) G2) + [f(z), (2)]6(z0 — zo0). (6.5.40) 
按 此 可 得 
BO, (OIT FE) (zw) PE) (21) :PE) (za)l0)。 = (OIT (0 HE (2)) Pp) (21) 2 (21)10)e 


十 》 (TO (21) [hz), Be (27)]6 (zo — zj0) + PrT (2n)|0)e. 


7 


(6.5.41) 
方 ” 一般 形式 为 
MN = i TP, (6.5.42) 
因而 
[8) (7), PL) (23)]6(z0 一 210) = —Tr Pl (27)6(z — 2;). (6.5.43) 


在 .1X3) 满足 守恒 方程 而 且 不 出 现 反常 的 情况 下 2?, 即 可 化 出 


DG = Tu (OIT BE) (21) :+ PE) 27) PAE) (zn)|0)o6 (2 — 27). (6.5.44) 
由 此 得 出 
22" 20.G4 — >_ Ti (OZ (21): PL (2;) *…: pi, (zn)|0) 6 (x— 2z;). (6.5.45) 
7 


@ 关于 反常 , 参见 5.7 节 . 
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上 式 右 方 所 含 的 已 是 重 正 化 的 格林 函数 , 这 就 表明 9.G42) 在 用 9 和 mm 表示 后 , 剩 
余 的 发 散 可 通过 外 乘 因 子 22"/? 消去 . 
我 们 再 来 考察 乡 中 含有 破坏 对 称 性 的 项 的 情况 , 这 时 6,j45) 将 不 为 零 . 令 


Bj(8) = 方 (B) 


若 方 (B) 的 内 襄 量 纲 智 次 小 于 9,.j(3) 的 量 纲 寡 次 ( 按 式 (6.5.42), 0,j(3) 的 量 纲 知 
次 为 4), 则 方 (B) 将 含有 外 乘 的 质量 因子 . 这 种 情况 通常 称 为 3) 的 守恒 只 受到 软 
破坏 . 为 确定 起 见 设 D(3) = mpA(3), 于 是 有 


B,J(B) = mpAls). (6.5.46) 
将 此 式 代 入 式 (6.5.41) 右 方 第 一 项 , 即 得 出 这 种 情况 下 的 9,GY) 为 


25G0 = mpG) — YT (0ITO 和 (zi) ， P17 (27) 10)c64(z — 27). 


右 方 第 一 项 代表 式 (6.5.46) 的 贡献 . 按照 G(B) 与 重 正 化 的 Go 之 间 的 关系 式 
(6.5.13)?, 上 式 可 表示 为 
ZJIOuGn,], = LmZLAMGn,A 一 >》 (0|T'p (21) pL (2;) *… [0y。64(z 一 2 

(6.5.47) 
ZJ 和 ZA 为 相应 的 重 正 化 常数 . 在 MS 重 正 化 情况 , 上 式 中 的 27 与 mm 无 关 , 可 以 
展 作 1 

LJ 二 1 十 > 9 
l=1 


于 是 通过 取 m 为 等, 可 从 式 (6.5.47) 定 出 


因为 式 (6.5.47) 中 的 BG, 与 该 式 右 方 的 第 二 项 在 用 重 正 化 参量 表示 时 都 已 不 
含 发 散 . 这 就 得 出 


Z1=1, (6.5.48) 
即 软 破坏 时 , J 的 反常 量 纲 2 仍然 为 零 ， 
Y= —Hlim 3 0. (6.5.49) 


@ 对 于 记 , 不 需 应 用 有 混合 的 式 (6.5.29), 因 不 会 有 与 . 包 具有 同样 变换 性 质 而 d 较 小 或 相同 的 其 他 
算 符 . 至 于 A 是 否 有 混合 , 对 证 明 式 (6.5.48) 并 不 重要 . 
@ 关于 反常 量 纲 , 参见 6.3 第 2 小 节 和 6.4 第 2 小 节 . 
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将 式 (6.5.48) 代 回 式 (6.5.47), 在 A 不 混合 的 情况 (一 般 如 此 ) 下 , 还 可 得 出 Zm2A 
等 于 1, 因而 
YA = Ym: (6.5.50) 


4. 算 符 乘积 的 展开 , 展开 系数 的 重 正 化 群 方程 


在 有 相互 作用 的 情况 下 , 算 符 乘积 的 展开 式 仍 可 写成 式 (6.5.5) 和 (6.5.8) 的 形 
式 , 但 在 这 里 , @，Q'，Qn，Q?7..。， 等 都 是 指正 规 化 的 定 域 算 符 (参见 式 (6.5.31)). 
为 了 书写 简便 我 们 略 去 了 符号 N， 另 外, 求 和 将 包括 所 有 正规 化 定 域 算 符 Qn 或 
Qn"..,, 仅 受 到 守恒 律 或 变换 性 质 的 限制 ; 系数 cv 和 以 不 仅 是 x 一 y 的 函数 还 同 
9, m 以 及 重 正 化 点 4 有 关 . 因此 我 们 将 小 距离 展 式 表 为 

Q(z)Q'(y) zr Ty~0 2 ml — y,9,m, 4) On (2 (6.5.51) 

其 中 , gv 的 量 纲 朝 次 可 以 比 QQ' 的 高 . 

对 近 光 锥 距离 的 展开 , 亦 可 类 似 地 表示 . 

Wilson 展开 式 (6.5.51) 是 一 种 弱 意 义 下 的 展开 . 即 只 当 对 物理 态 取 矩阵 元 或 与 
基本 场 算 符 作成 格林 函数 时 , 作为 渐 近 展开 成 立 . 例如 


(0ITQ(z)@' (YP(z21) 5(zw)l0)。 
加 (6.5.52) 

oD ee om (OG (3 ) oa) em)lo) 
作为 渐 近 展开 式 是 成 立 的 , 但 若 其 中 含有 其 他 的 复合 算 符 , 就 需要 作 修 改 , 可 能 出 现 
新 的 附加 项 . 

Wilson 展开 的 有 用 性 在 于 , 在 它 应 用 的 范围 内 , 系数 cv(z - y,g,m, 4) 是 普 适 
的 . 

对 于 可 重 正 化 的 场 论 , 可 以 证 明 上 述 展 开 在 任意 有 限 阶 的 微 扰 论 中 都 成 立 . 

我 们 还 可 把 重 正 化 群 方法 与 算 符 乘积 展开 结合 起 来 . 利用 系数 的 普 适 性 , 通过 
像 式 (6.5.52) 的 等 式 , 来 求 出 cv(z 一 y,g,m, 4) 所 满足 的 重 正 化 群 方程 . 

式 (6.5.52) 左 方 为 重 正 化 的 Gw oo 右 方 为 重 正 化 的 Gn,o, 的 组 合 , 于 是 该 
式 可 写成 


G N,Q,Q’ (7,Y; bi NO TD 14) 


(6.5.53) 
Z 十 W/ 
个 >》 cn(z y,9,m, MH)GN,O, (a ,ZN,9,Mm, 。 


nN 
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将 (1 十 B 卫 十 Ymmz 二 Ne) 作用 到 式 (6.5.53) 两 侧 , 利用 Gwmoo' 和 G 
tar tas t mmant Ye 2. N,Q,Q N,On 

所 满足 的 重 正 化 群 方程 , 就 可 得 出 

一 (OOe@ + YQ’)G N,Q,0' (7,Y; 2 ZN 9, mm, 4) 


Z 十 1/ 
9 aa 


~ Don(z — Yy,9,m, 1H)(—7Yo, )G N,o, ( 


to Gmo ( 3 y, Z1,*… om ( 味 十 6 十 rm cn(Z — Y,9,m, H). 
(6.5.54) 
在 这 里 , 为 了 简化 , 我 们 假设 了 算 符 重 正 化 时 没有 混合 . 
将 式 (6.5.54) 左 方 的 Gn,o,o' 用 式 (6.5.53) 代入 , 然后 比较 Gn,o， 的 系数 , 即 
得 到 c,, 所 满足 的 重 正 化 群 方 程 


(4 TB 地 +mm 志 +e +e 10. ) cn(z 9 mh) =0. (6.5.55) 
我 们 看 到 此 方程 与 式 (6.5.52) 中 所 包括 的 基本 场 算 符 数目 及 其 群 指标 无 关 

不 难 将 上 述 结果 推广 到 算 符 重 正 化 时 发 生 混合 的 情况 

将 式 (6.5.55) 与 量 纲 分 析 联 立 起 来 , 可 解 出 


1 
Cn 一 (Z y),9,m, Hh 
kk 


(6.5.56) 
— drelr (WotYe' -Yon)dr c， 人 — vy, g(k), Em(k), . 
在 渐 近 自由 的 情况 下 , 当 «大 时 , 上 式 化 为 
1 
" Ge 9 虽 (6.5.57) 


一 pkdnej (e+7Ye'+Yon)de cn(Z 一 2/， 0, 0, 1). 


与 自由 场 的 结果 相 比 , 所 作 的 修正 就 只 是 一 个 反常 量 纲 因子 . 
对 于 近 光 锥 距离 的 展开 , 也 可 类 似 地 处 理 . 本 书 就 不 再 详 述 . 
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1. 度 规 
洛 伦 兹 指标 h 取 1, 2, 3, 4, 度 规 张 量 为 bu 
A, = (A, 44), A4 = i4o， ， 


Dr 一 (V, 04), O4 一 —iOo, 其 中 0, 三 Br 
Lh 


A.B= A,dB, = A,B, ~=A.B+ABi=A.B— AoBo. 
2. 狄 拉克 和 矩阵 和 泡 利 矩 阵 


OjOk + OkO; = 20jk, 
?uv + YY = 20 wv, 


0102 一 103， 0203 二 101, 0301 = 102， 


0 —1 
?5 三 了 1727334 二 : 
一 1 0 


3. 自由 场 拉 格 朗 日 函数 及 运动 方程 
实 标量 场 多 = 一 5(3up)(aup) - 2m?p? 
复 标量 场 。 多 一 (aup7)(Bup) - maprg 
旗 景 场 = 一 VD 一 My, 


1 1 
和 所 量 场 -2 一 一 lu 一 sm ApAy, 


Py = Oh, — 0,h,. 


标量 场 方程 ( 口 -~-m?)w = 0， 
DOD=0=V’- 0. 
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旋 基 场 方程 (yw6, + M)y = 0 或 (这 + M)y = 0. 
矢量 场 方程 OF 一 m2Ay =0 或 Di 一 m24 =0 06,4p = 0. 
4. 场 算 符 的 平面 波 展开 式 (不 一 定 是 自由 场 ) 
i) 标量 场 ”对 有 限 体积 V,k 取 分 立 谱 时 (V = L3) 


Ep( (beike .人 十 at (teie ?| 


m0) = Do ap! 


z,t) = 2 /大 [dp(t)e®® — et (t)e—i®®], 


2 
LU 三 V k? +m?2, k= (me 十 Nn2e2 十 n3e3). 
等 时 对 易 关 系 


其 中 


[x (t), 人 全 ] 一 OK 1/ ， 
[dx(t), dt ,(t) 一 Oppr: 


若 单 粒子 态 (t 时 刻 ) 通过 |k,t) = 避 (t)|0,t) 来 定义 时 (其 中 |0, 攻 代表 t 时 刻 为 裸 
真空 的 态 ), 则 规制 化 条 件 即 为 


(k’, tIk, t) 一 Oppk’- 
当 体 积 了 趋 于 无 穷 , k 取 连 续 谱 时 
p(z, t) 一 (2 et [é (k, be 一 ii 。 " 十 dt(k, te 一 这 。 z]， 


(zt) = —i / dk 加 5 万 [CR bei 2 一 (有 te 一 ie ®)], 


/ dk = / ok = / d4k6(k? + m2?)0(ko). 


对 易 关 系 
[E(k, £), Et (k’, £)] = 2w6(k — k’), 


[a(k,t), dti(k’,t)] = 2w6(k — k’). 
知 定义 |k,t) = Ef(k,t)|0,t), 则 单 粒 子 态 的 规制 化 条 件 是 


(k’,t|k,t) = 2w6(k — k'). 
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i) 旋 量 场 ” 对 有 限 体积 V, p 取 分 立 谱 


V0) = DD pe) + iho(tonple)) 


7 一 土 1] 了 2 
EF= Vp+M, 
其 中 


wrap(z) = ur (Pp)eiP?, orp(z) = vr(p)e-P® 


X_r(p) 


o:pD 
vr(p) = | B+ MX 


xr(p) 为 泡 利 旋 量 , 令 n= pi 则 xi(p) 为 on 的 本 征 态 ， 


(cm)xXr(p) = rxr(p), r=+l. 
若 设 p 的 方位 角 为 0, yp, 则 xr(p) 的 具体 表达 式 为 
cos Le-i? _sin(e-iv 
的 8 | , 
sinse2” cos es 
ur(p) 和 vr(p) 的 规制 化 条 件 为 


Ur (Pp) Ur, (P) 一 2M Orn, 
Ur (Pp) vr (p) = —2Morr. 


Gr,p(t) 等 满足 下 述 等 时 反对 易 关 系 
{Gr.p(t), 0 p(t)} = brr'gppy， 


{br.p(t), bi, »,(t)} = brr6pp’. 


单 粒子 态 通过 |(p,7), 录 = 氏 .p(t)|0, 录 来 定义 时 , 满足 规制 化 条 件 


((p, 7 )， t|(p, 7), t) 一 0rr/) 0pp’ 


. 391. 
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在 p 取 连续 谱 情 况 下 , 同样 有 
"0 = 5 | penn rp trp le) + Hp donple) 
{Qr (p, t),6 0 (D ) t)} 一 2Eé6rr0(p p'), 


{br(p,t), bl, (p',t)} = 2E6rr6(p — p'). 
若 定 义 单 粒子 态 |(p,7), 引 = 守 (p, 引 |0, 台 , 则 有 
((p',7"), tl(p, 7),t) = 2Eérr6(p — p'"). 
ii) 横 ( 实 ) 矢量 场 对 有 限 体积 Vk 取 分 立 谱 ， 


zt) = >, 2 Te es(k)[Gs, k(t) ® + ol p(t)e ®)] 


3 一 1,2 


Blz 胃 = > Di ae Kloster® — A (We 人 
s 一 1,2 kk 
这 里 设 4 和 五 满足 V.4=V. 瑟 =0， es)(k) 为 单位 矢量 . 
e(s) (k): e(s )(k) 一 0 
eV(k) :k=ed(k) .k=0. 
Gs plt) 满足 下 述 对 易 关 系 
[Gk(t), a Qs pe ,(£)| = 6ss' kk’: 


在 连续 谱 情 况 


1 3 a ik. 二 这. 
AmD= 2 | dk (Go(p es 二 的 (be 人 
s 一 |， 


zt)= 5 / a el” (K)[Gs(k, te ® — at(k, t)e-ie®] 


s=1,2 


{Gs(k,t), dt,(k’,t)} = 2w6s56(k — k'). 
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5. 自由 场 传播 子 及 其 他 不 变 函 数 


i) 标量 场 
Ar(z —7’)= (0|TP(z)P! (72)|0), 


(ODO—m)Ar(r— 7’) = (7r — 7), 
iA(z — 2) = [$(7), 8* (2)], 


4(z) = 


CH 
4r(z) 和 4(z) 又 可 表 为 
4F(Z) = ib(z0)A+(z) 一 这 (一 zZo)4- (7), 
4(z) = 4 + 4_(z)， 

4+(z) = (27) 3s/ d4k0(ko)6(k? 十 rn2)eisz 


一 1 d3 六 
一 De I 
0 2w 


/ d4k0(—ko)6(k? 十 mm2)eisz 


和- 全 一 SE 


i dk k ikz 
2x3 2w 


O: A(z) t=0 一 一 63 (ZX). 


推迟 和 超前 格林 函数 
口 一 m2)AR(Z 一 ZI) = -6 (7 — 7)), 


口 一 m2)44(z 一 Z) = -60s(r— 7), 


A 四 = 上/ dk 1 gz )A(z) 
on Rim " : 
d4K | 1 
Aa(z)= | er = 0(-zo0)A 
4 四 = "rm = (0) 4) 


A(z) 一 44(Z) 一 4R(Z). 


二 d4ke(ko)6(k? +m?)e**, 其 中 e(ko) = 


393， 
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对 实 标量 场 ， 
Ar(T — 7")= (0|TY(7)9(7')|0), 
iA(z 一 2Z) = [oh $2)]. 


ii) 旋 量 场 
Sr(z — 3) = (0ITW(z)W(z)l0)， 
Sr(z) =(—y0% + M)AF(z), 
dp ipZ 
-| Be SF(p), 


py M _ 
Sp(p) =i 
P+M?—ie ip:y+M 


(yOu + M)SF(z — 27) = ~i(z — 7)), 
{Walz), Walz")} = iSog(z ~ 2), 
S(z) =(-TB + M) Al) 


i 


(2n)3 | atpe(po)st’ + M?)(ip: 7y — M)e'?”. 


类 似 地 
SF(z) = ib(z0)S4 (7) 一 这 (一 Zo)9_(Z)， 
S(7) = 5+(Z) + 5-(72), 
5+(Z) = (—YOp + M)Ar(T). 
推迟 和 超前 格林 函数 


(YO + M)SR(T 一 2 六) = 064(zZ — 71)), 
(you + M)Sa(z — 27) =6(z — 2)). 
SR(T —7)=(-YOh + M)AR(T — 7") 


=-| dp oipzsip YT—M 
Cr (27)4 D2 十 M2 


Satz — 72) = (—0% + M)AA(z — 2) 


=-/ dp iprip:7—M 
Ga (27)4 p+M? 


S(T—7)= SA(rT—7)— SR(T— 7'). 
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以 上 给 出 的 各 个 3 函数 与 相应 的 4 函数 之 间 的 关系 当然 是 在 两 者 中 的 质量 相等 
(m = M) 的 条 件 下 才 成 立 . 这 些 关系 可 统一 地 表示 为 
S(z—7)=(-y0,+ M)A(z -7'). 

6. 非 阿 贝尔 规范 变换 

变换 矩阵 U(x) = ee 让 (7,， 

对 易 关 系 [T°, 78] = ica6yTY， 

雅 可 比 恒等式 copgycyor 十 cacycyr6 十 CarycyBo 二 0， 

伴随 表示 生成 元 (LL*)gy = -icapv， 

群 度 规 张 量 。 gop = cayscpsy， 

协 变 微 商 多 = ,一 ig427?, 其 中 42 为 非 阿 贝 尔 规 范 势 . 

势 变换 公式 A(z) = U(z)As(z)UT 0) [OnU (OU (Go 
其 中 A = 4872. 


j4e(z) = cupv6Xe(z)4y(z) — -0u6X° (z) 


1 
二 一 52 5X (7). 
场 强 张 量 
Fo, 一 D42 一 342 十 gcapy AL 47， 
F,= 9,A,— 9D,A, 
= 0,A,— 0,A,— ig[A,, A,l 
i 
一 一 乡 , Dy ? 
了 | ;Dl 
场 强 变换 式 


Fwv(zZ) = U(r) F(z)U (7), 


0F2 = copy6X PY, 
= —i(Lf)oyd NPY,. 


7. 拉 格 朗 日 函数 和 经 典 规范 场 的 运动 方程 


对 于 实 标量 场 、 旋 量 场 和 规范 场 
Slpe Fa L909 Dj 


4 2 


1 — _ 
一 一 VY Guy — Mywy. 


. 396 . 量子 非 阿 贝尔 规范 场 论 


对 于 复 标量 场 、 旋 量 场 和 规范 场 


Qa ma *、 
= 一 ER (Dp)i( Ds p); 


一 7 pr 一 Vy Duy 一 Mwy. 
注意 , 9, 中 的 生成 元 应 按 所 作用 对 象 来 选取 , 如 
Dp = (0 — igAyt? )y, 
Dp’ = (9 一 ig428 )p”, 
其 中 ,上 为 p* 所 属 表示 (% 的 逆 步 表示 ) 中 的 生成 元 ， 


(人 ) 一 一 (条 : 


因此 
— (Bp) (Dp); 
= — [(0, — igAst” )p*];[(0, ~ igAet®)y]; 
= Pp" (0 ~ igApt®)y. 
经 典 规范 场 的 运动 方程 


OF%, = 一 Je， 
J8 为 Noether 流 . 对 实 标 量 场 、 旋 量 场 和 规范 场 ， 
Je =ig(Dp)t po +igh yu Ty + gcapy AS FY,, 
若 标 量 场 为 复 场 , 则 它 对 .12 的 贡献 为 
J =ig Dp )t yp -igp’t (Dp)- 
经 典 规范 场 的 运动 方程 也 可 表 为 
(bwD — 0,0,)A? = —Y%, 


Go = 三. 几 十 gcapyOu (4 47 . 


附录 基本 符号 及 公式 


8. 规范 场 和 标量 场 的 正则 动量 
与 49 共 斩 的 正则 动量 场 为 
ne 一 一 iFe =—E 
= 848 二 58049 +gcoey45 A 
与 实 标量 场 yp 共 斩 的 正则 动量 场 为 
T 一 igp = (Oo+tigt Ad)y, 
与 复 标量 场 y 共 斩 的 正则 动量 场 为 
T 一 i24o* = (0o 十 igt 48)o*， 
与 pg* 共 f 的 正则 动量 场 为 
7 =i%ayp = (+ igt” AG)y. 
9. 规范 条 件 与 补偿 项 


设 规范 条 件 为 
Re(A(z)) =0 
则 补偿 项 为 DetNo8(z,y), 其 中 
MT,Y) = -se 
10. 上 规范 
ax = -3P Po, ~ (OAR) + TAO 
其 中 


MF = 0, 2 = bapD — gcapy (Oy AY) — gcapy AYO,. 
规范 场 的 目 由 传播 子 为 


kj ky 
Dob (k, €) = _i5ug 二 有 2 [bw 十 (一 1) 一 


pa， 


Dep(z ~ y,€) = /0 
F-P 虚 粒 子 的 自由 传播 子 
AP(k) = _i6ag 汪 a; 


d4k 
人 apB -一 -人 和 apB eik(z 一 2) 


编 时 乘积 ,55 
编 时 符号 , 385 

标 度 变 换 , 322, 342 
标 度 不 变性 , 342 
标量 场 , 2, 315 
标量 场 凝 聚 ，105 
标量 场 相干 态 , 118 
标量 粒子 圈 , 262 
泊 松 符号 , 198 


参量 延 拓 , 263 
场 算 符 , 1 : 
超前 格林 函数 ，14 
出 射 场 , 14 

D 
大 动量 渐 近 行为 , 364 
单纯 紧 致 群 ，134 
单 圈 图 , 228 
等 离 激 元 , 153 
电磁 作用 , 374 
电荷 规范 对 称 性 ，152 
电 弱 统一 理论 ,181 
顶 角 函 数 ，1, 20, 229 
定 域 变换 , 134, 299 
定 域 规范 对 称 性 ，153 
动量 表象 中 , 245 
动量 张 量 , 195 
度 规 张 量 , 134 
端 条 件 ,，223 
对 称 性 自发 破坏 , 153, 241 
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E 
厄 米 共 思 算 符 , 13 
二 次 量子 化 理论 , 4 
二 线 格林 也 数 ,20 
F 
反常 量 纲 , 356 


有 反常 消去 的 规范 模型 ，329 
有 反 屏 珊 效 应 ,286 
泛 函 积分 ,206 

非 阿 贝尔 规范 , 163 

非 阿 贝尔 规范 对 称 性 , 134 
非 弹 性 散射 360 

费 恩 曼 端 条 件 , 82, 223 
费 恩 曼 格林 函数 ，224 
费 恩 曼 规则 ，206 

费 恩 曼 振幅 渐 近 行为 , 336 
费 米 子 对 , 127 

费 米 耦合 常数 ，183 

辐射 修正 ，112 

幅 分 量 , 162 


高 斯 定理 , 195 

高 斯 型 泛 函 积分 ，77 
高 斯 型 积分 , 74 
格拉 斯 曼 代 数 , 115 
格林 渗 数 ,1, 20, 223 
规范 不 变 , 315 
规范 场 变 量 , 194 
规范 场 四 点 顶 角 ,282 
规范 固定 项 ，212 
规范 条 件 , 149 
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规范 无 关 , 240 
规制 化 , 255 


哈密 顿 量 , 10 
海 森 们 图 像 ,1 


海 和 森 伯 图 像 中 的 吸收 和 发 射 算 符 ,5 


人 荷 和 矩阵, 133 
红外 发 散 , 270 
会 聚 波 , 11 


基 , 71 
基本 顶 角 , 20 
积分 测度 ,81 
积分 四 动量 , 100 
淘 近 自由 , 369 
渐 近 自由 性 ,357，360 
解析 延 拓 , 263 
近 光 锥 距离 ,377 
浸 渐 移 引 ， 10, 11, 15, 28 
K 
康 普 顿 波长 , 342 
克 莱 因 - 戈 登 方程 的 ,84 
库仑 规范 条 件 , 212 
晴 昨 图 , 36, 318 
L 
拉 格 朗 日 乘 子 ， 197 
拉 格 明日 函数 ,153，194 
朗 道 规范 , 373 
黎 曼 函数 ，270 
量子 电动 力学 , 286 
和 零 质 量 的 狄 拉克 场 , 179 
流 矢量 , 385 
路 径 积 分 , 48 
裸 真空 ,11 
裸 真 空 态 , 59 
裸 质量 , 247 
裸 耦合 常数 ，247 


洛 伦 兹 不 变量 , 147 
洛 伦 兹 规范 , 221 


迈 斯 纳 效应 , 153 
弥散 变形 , 63 
密度 算 符 , 4 


欧 几 里 得 点 , 45 
欧 拉 常数 , 264 


偏振 基 矢 , 64 
偏振 状态 , 205 

Q 
强 同位 旋 对 称 性 , 152 
圈 图 修正 , 112 


全 纯 素 示 , 80 
全 纯 表 和 象 , 56, 65 
全 纯 函 数 , 66 
R 
入 射 场 ，12 
入 射 场 算 符 ，13 
S 


三 维 积分 项 , 212 

色 动 力学 , 129 

时 空 平移 对 称 性 , 152 

实 标量 场 , 32 

实 二 重 态 , 153 

手 征 对 称 性 , 152, 169, 322, 326 
树 图 组 合 , 33 

束缚 态 , 15 

衰减 因子 , 10 

四 维 标 积 , 4 


完全 传播 子 , 294 
完全 项 角 , 20 
维 数 规制 化 , 322 
物理 真空 , 11 
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X 质 壳 重 正 化 , 20, 40, 111, 248 
吸收 和 发 射 算 符 , 7 重 正 化 规格 条 件 ,1 
吸收 算 符 , 4 重 正 化 群 方程 ,334, 368 
希 尔 伯 特 空间 ,132 轴 矢 流 ，322 
相干 态 , 56 状态 矢量 , 1 
相干 态 表 象 ，70 紫外 发 散 , 40, 270 
相互 作用 哈密 顿 量 , 15 目 发 破坏 , 151 
相位 分 量 , 162 自 能 图 , 283, 351 
协 变 规范 , 214 自由 传播 子 , 20, 239, 245 
协 变 规 制 化 , 246 最 小 看 合 原则 ，148 
协 变 微 商 , 134, 143 左手 态 , 171 
虚 粒 子 圈 ，262 作用 顶 角 , 20 
旋 量 场 , 2 作用 图 像 , 1 
旋 量 粒子 , 369 坐标 反射 对 称 性 ，152 
旋 量 粒 子 对 , 192 坐标 分 布 函数 ，63 
旋 量 粒子 圈 ，262 其 他 
旋 性 , 175 BRS 变换 , 286, 300 
莅 定 评 图 像 , 1, 79 BRS 不 变性 , 300 

Y 
雅 可 比 恒等式 ，202 Callan-Symanzik 方程 , 368 
演化 算 符 , 15 CPT 不 变性 , 30 
腊 标 量 场 , 31 CPT 联合 反 演 对 称 性 , 152 
膜 张 量 , 326 
么 正规 范 , 149, 163, 186, 240 Faddeev-Popov 虚 粒 子 , 214 
一 阶 抵消 项 ，307 Foldy-Wouthysen 表象 , 10 
因子 群 , 149 
有 效 作 用 量 , 104 Glashow-Weinberg-Salam 理论 , 184 
右手 态 , 171 Goldstone 定理 , 151, 152 
宇 称 守 恒 , 29 

Z Higgs 机 制 , 159 
真空 期 望 值 , 104 Higgs 粒子 , 163 
真空 涨 落 效 应 , 11 
整体 变换 对 称 性 ，129 Lippmann-Schwinger, 16 
正规 编 序 , 70, 85, 376 
正则 动量 , 194 Majorana 场 , 181 


正则 坐标 , 194 MOM 重 正 化 方案 , 351 


401 


索 引 . 401 . 


MS 方案 , 351 


Pauli-Villars 规制 化 , 246, 326 
Re 规范 , 239 

9 矩阵 , 1 

Slavnov-Taylor 恒等式 , 265 


4 Hooft 方案 , 349 


Ward-Takahashi 恒等式 ，290 
Weinberg 定理 , 336 
Weinberg 方案 , 351 
Weinberg 混合 角 , 186 

Weyl 场 , 173 

Weyl 方程 , 173 

Ys 反常 问题 , 322 

< 规范 , 224 


